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Prefazione 



Questo testo dì Fisica li, FAettromagnelism e Ottica, si affianca a Fìsica 
I, Meccanica e Termodinamica: nei loro insieme questi due volumi coprono il 
programma di Fìsica Generale svolto nei primi due anni nelle facoltà scientì- 
fiche delle università italiane. Naturalmente, è stata curata la coerenza meto- 
dologica e la complementarità degli argomenti trattali nei due volami. 

Tenuto conto della compattezza logica e delta coerenza interna dell'elet- 
tromagnetismo, e approfittando del fatto che al secondo anno gli studenti pos- 
seggono già un buon bagaglio di conoscenze /nate/natiche, abbiamo preferito 
evidenziare ai massimo le potenzialità predittive delta teoria, facendo discen- 
dere l'ottica dalle equazioni dell'elettromagnetismo, ed utilizzando la relativa 
fenomenologia come strumento di verifica sperimentale delle previsioni; diffe- 
renziandoci cusì rispetta alto sviluppo storico delle conoscenze. Anche per 
questo, i numerosi esempi ed esercizi che corredano il testa ne costituiscono 
parte integrante. Per quanto riguarda gli esercizi, di cui viene fornita la solu- 
zione in appendice, raccomandiamo allo smdmte di utilizare tale appendice 
solo per verificare la correttezza della soluzione da essi stessi prodotta; e di 
utilizzare i suggerimenti, da noi forniti alla fine di ogni capitolo, solo dopo 
avere dedicato ano spazio serio al tentativo di risolvere ogni esercizio con i 
propri mezzi esclusivi. 

Abbiamo fatto urto sforzo per Includere nel testo una panoramica di molti 
moderni sviluppi dell'elettromagnetismo e delle relative filiazioni tecnologiche; 
viene trattata con una certa diffusione la covarianza relativìstica della teoria; 
e nell'ultimo capitolo viene presentata sinteticamente, ma con un certo rigore, 
una introduzione ai concetti della meccanica quantistica partendo da una 
discussione dei fotti sperimentali che ne sono stati il punto di partenza. 

Nel suo complesso, il testo risulta pertanto in certa misura ridondante 
rispetto al tempo dedicato al corso di fisica nel secondo anno delia maggior 
parte dei corsi di laurea . ^i usQqwiku&S-sica. Per facilitare l'uso del testo 
negli altri corsi di laurea, vÌeW'iridiìi3lialtF M'interno di esso un «percorso 
ridotto», evidenziando graficamente (carattere piccolo e banda colorata a 
fianco) quegli argomenti Ut cui trattazione non è propedeutica alla compren- 
sione degli argomenti presentati nei capitoli successivi. 



L'appendice matematica, in cui vengano presentati alcuni strumenti che 
aiutano a raggiungere in termini sintetici e rapidi malte conseguenze dell'elet- 
tromagnetismo, è stata realizzata da Joseph M. Quartieri, che gii autori ringra- 
ziano per il prezioso contributo; così come ringraziano i matematici Ales- 
sandro Ossicini e Francesco Rosati per la revisione critica, dai punto di vista 
matematico, di alcuni dei capitoli del libro. 



L'appendice matematica 

è stata realizzata 

da Joseph M. Quartieri 



Capitolo primo 

Elettrostatica nel vuoto. 

Campo Elettrico e Potenziale 



1 fenomeni elettromagnetici si presentano in natura con una una 
straordinaria varietà e complessiti di manifestazioni. Dalle prime osserva- 
zioni fenomenologiche riportate nelle cronache, opera del filosofo Talete, 
alla definitiva formalizzazione teorica ad opera di Maxwe li-Faraday {e la 
successiva estensione relativistica da parte di Einstein, e quantistica da 
parte dì Dirac) sono trascorsi circa 2S secoli. L'elettromagnetismo rappre- 
senta, nel suo insieme, uno dei massimi raggiungimenti della me a te 
umana: teoria di meravigliosa eleganza, caratterizzata da grande forza di sin- 
tesi e capacità di predizione. 

Nul presentarla in questo libro seguiremo come usuale l'approccio 
caratteristico del metodo scientifico, ripercorrendo in maniera euristica i 
passi storici e procedendo attraverso sctiemali^zazioni: partiremo dalla 
situazione di massima semplicità (oggetti fermi e puntiformi nel vuoto) e 
introdurremo gradualmente le successive compii fazioni (dimensioni finite, 
movimento, materia, ecc.) 

È da osservare Iin d'ora che la descrizione dell'elettromagnetismo che 
verrà presentata è quella usualmente detta flassica. Con ciò si vuole signifi- 
care che essa precede storicamente le evoluzioni dell'inizio del 1900 riguar- 
danti la meccanica quantistica e la teoria (.iella relatività; evoluzioni cui 
dedicheremo in guesto libro solo uno spazio marginale. È da tenere pero 
presente che la teoria della relatività ristretta risulta, come vedremo, perfet- 
tamente compatibile con l'elettromagnetismo classico, laddove la mecca- 
nica quantistica comincia ad imporre ad esso delle modifiche significative 
solo a distanze inferiori alle dimensioni atomiche. 



1.1. Azioni elettriche 



Come abbiamo visto nei corsi di meccanica e termodinamica, la mag- 
gior parte delle forze che si manifestano nelle interazioni fra oggetti macro- 
scopici è riconducibile a forze di contatto (attrito, pressione, forze elastiche, 
ecc.) o alla gravitazione (e in particolare alla forza peso), che costituisce 
l'unica anione a distanza che sia stata fino cui formalmente trattata. 



sostanze uguali, 

*trt1 ina t&.si respingono 
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Azioni elettrice* 
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— -© 0— ■ 
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Semplici osservazioni sperimentali, la cui prima registrazione risale al 
VI secolo a.C, mostrano che fra oggetti macroscopici opportunamente trat- 
tati (ad esempio mediante strofinio con un panno di lana) si esercita 
un'altra forma di azioni a distanza, dette azioni elettriche 

In estrema sintesi, l'essenza del fenomeno può essere riassunta come 
segue: 

a) due oggetti della medesima sostanza (plastica, vetro, ambra, ecc.) dopo 
essere alati strofinati con un panno o con altro, se posti l'uno in vici- 
nanza dell'altro sì respingono; 

b) ponendo in vicinanza l'un dell'altro, dopo averli strofinati, due oggetti di 
sostanze diverse (uno di plastica e uno di vetro; uno di plastica e uno 
d'ambra; ecc.), si riscontra ancora l'esistenza di forze di mutua itilera- 
7Ìonc: tali forze possono essere però, a seconda dei casi, fetmisìve o 
attruttivc. In particolari accoppiamenti (vetro e plastica; vetro e *rnhra; 
ecc.) le forze mutue sono infatti attrattive. 

Naturalmente, anche queste for/E di natura elettrica soddisfano il te™ 
principio della dinamica (princìpio di azione e reazione): quando, in partico- 
lare, i duo oggetti che interagiscono siano puntiformi, le forze che si scam- 
biano costituiscono una coppia di braccio nullo. 

Indagando sulle azioni elettriche fra oggetti costituiti da sostanze 
diverse, si conclude che, dopo «elettrÌ77azione per strofinio» 

— se un corpo A e un corpo fi sono separatamente attratti da un corpo C, 
allora A e B si respingono fra loro; 

— se A è attratto da C e fi è respinto da C (o viceversa), allora A e B si 
attraggono jyg loro. 

Tutta la semplice fenomenologia fin qui menzionata porta a concludere 
che in natura esistono due tipi diversi di «elettrizzazione», ovvero, come si 
usa dire, due tipi di cariche elettriche. 

Convenzionalmente si dice che txjrpi come il vetro, per strofinio ton 
lana, acquistano carica t-Mtrica positiva (o vetrosa). 

Corpi come l'ambra, o le materie plastiche o le resine, per strofinio 
acquistano carica elettrica negativo (o rtwiriosa). 

Con queste convenzioni sui segni delle cariche elettriche, gli aspetti 
qualitativi della tenoni ecologia di mutua interazione possono essere rias- 
sunti dicendo che: 

— cariche elettriche dello stesso segno si respingono; 

— cariche elettriche di segno opposto si attraggono. 

Prima dì procedere nello studio dei fenomeni elettrici conviene antici- 
pare, sia pure in termini elementari, alcuni fondamenti conoscitivi sulla 
struttura microscopica della materia; elementi che, del resto, sono già fami- 
liari allo studente. 

La materia esìstente nel mondo che ci circonda (corpi animali o ina- 
nimati; enormi come le galassie o microscopici come le cellule degli 
esseri viventi, o le molecole e gli atomi) è formata a partire da tre soli 
costituenti fondamentali, che dal nostro presente punto di vista possono 
essere considerati a tutti gli ettetti come elementari: protone p, neutrone n 
ed elettrone e. 



Elttirostatias nel moto 9 



La massa del protone m p è circa uguale alla massa del neutrone m„, 
mentre la massa dell'elettrone è circa 2000 volte più piccola; 

m f = 1,6725 * IO" 1 ' Ice 
m„= 1,6748 • 10 _!1 kg 



m, — 



1 



1840 



m, = 9,1091 ■ ]0" sl kg 



Massa, dimensioni geometri- 
che £ carica Pleurica delle par- 
ticella elementari 



Protoni e neutroni vengono anche detti nucleoni. 

Quanto alle dimensioni geometriche, il diametro di protone e neutrone 
è dell'ordine dì 1(T 1! m; mentre l'elettrone ha dimensioni più piccole della 
precisione di tutte le misure lino ad oggi eseguile, e può essere consideralo 
come puntiforme. 

Secondo la convenzione pili sopra enunciata sul segno della carica elet- 
trica, risulla che il protone ha carica elettrica positiva e J'eJettronc carica 
eleiirks negativa (fra di loro ugnali in valore assoluto)- Frno ad oggi, non è 
mai stata osservala alcuna carica elettrica che sia frazione della carica del 
protone (o dell'elettrone): essa può essere considerata come la carica ele- 
mentari:, Qvvero: 1a carica elettrica si presenta come una grandezza fisica 
uuuntizsatn, n neutrone e elettrìcamenle neutro, cioè privo di carica elettrica. 

1 Ire costituenti elementari della materia, unendosi in una grande 
varietà di combinazioni, danno origine alle varie manifestazioni che la 
materia assume nel mondo macroscopico. Tali combinazioni avvengono per 
effetto di due delle forze fondamentali della natura. 

— Protoni e neutroni si legano fra di loro in virtù della forza nucleare a for- 
mare il nucleo degli atomi. La carica del nucleo e positiva, ed è dovuta al 
numero di protoni presemi nel nucleo {numero atomico). La massa del 
nucleo e approssimativamente pari alla xomma delle masse dei nucleoni 
(protoni e neutroni) che costituiscono il nucleo. 11 numero eli nucleoni 
costituenti un nucleo viene detto nummi ili manna. 

— Intorno al nucleo, attratti da forze di tipo elettri™, orbitano elettroni, in 
numero pini al numero atomico (numero di protoni) nel nucleo. 
L'atomo appare, nel suo complesso, come elettricamente neutro 

La D eu tr aliti! elettrica dell'atomo rappresenta una manifestazione di 
una legge di carattere generale, che verrà meglio precisata dalle leggi del- 
l'elettrostatica: un sistema costituito da più cariche, manifesta una carica 
elettrica complessiva pari alla somma algebrica delle cariche costituenti. 

Gli atomi dei vari elementi chimici, che costituiscono gli ingredienti di 
tutte le sostanze conosciute, differiscono fra dì loro per il loro diverso 
numero atomico. Se a parità di numero atomico (cioè di protoni nel nucleo) 
cambia il numero di massa (cioè cambia il numero di neutroni) si hanno 
diversi isotopi dello stesso elemento. 

Nelle varie sostanze, è diversa l'intensità del legame con cui gli elet- 
troni (e in particolare quelli periferici) sono trattenuti in vicinanza del 
nucleo: da ciò deriva anche, come vedremo, la sostanziale differenza fra 
materiali detti conduttori e materiali delti isolanti. 

Lo strofinio fra due corpi, con il contatto locale che cosi si realizza, può 
produrre il passaggio di un certo numero di elettroni da un corpo all'altro: 
cioè dal corpo in cui gli elettroni sono meno fortemente legati verso quello 
in cui lo sono di più. Cosi ad esempio un pezzo di vetro strofinato con un 
panno di lana resta depauperato di elettroni: e partendo da uno stato ini- 
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zialmente neutro, resta carico positivamente. Per sua parte, il panno di lana 
guadagna un eccesso di elettroni e sì carica negativamente. 

Nei materiali come vetro, ambra, ebano, plastica, ecc. {isolami) le 
cariche elettriche trasferite pei strofinio restano localizzale. Mei metalli 
(conduttori) si osserva che le cariche elettriche negative sono libere dì 
migrare all'interno del corpo e non restano localizzate. 

Possiamo riassumere dicendo che le forze elettriche: 

a) sono manifestazioni della natura (attributo di carica elettrica) delle parti- 
celle che costituiscono tutta la materia, e di una legge di interazione fon- 
damentale fra particelle cariche (interazione elettromagnetica); 

b) si mauitèalano a livello macroscopico quando si distrugga in qualche 
modo (ad esempio per strofinio) la simmetria naturale tra cariche elet- 
triche positive e negative (neutralità elettrica della materia). 

Da quanto appena dello, si capisce che J'cicttfizKmone può anche tra- 
smettersi ila un corpo carico ad un corpo neutro mediante semplice con- 
tatto meccanico. Supponiamo, per esempio, di avere un corpo isolani^ cari- 
cato positivamente per strofinio, ed un corpo metallico inizialmente scarico. 
Si è già detto che il corpo metallico (neutro) possiede al suo interno un 
gran numero di elettroni (pari al numero di protoni complessivamente pre- 
senti nei nuclei) dei quali una parte, dell'ordine di uno per atomo, è prati- 
camente libera di muoversi. Se si pone il corpo carico positivamente in vici- 
nanza del metallo, gli elettroni, che all'intento del metallo si muovono libe- 
ramente, tendono ad addensarsi di più in vicinanza del corpo positivo verso 
cui, essendo negativi, sono attratti- Stabilendo il contatto meccanico, alcuni 
di questi elettroni sì trasferiscono dal metallo verso il corpo carico positiva- 
mente. Se a questo punto si staccano i due corpi, il metallo, depauperato di 
elettroni a partire dalla iniziale condizione di neutralità, risulta carico positi- 
vamente. Per coatro il corpo carico positivamente, avendo ricevuto cariche 
negative, tende a ridurre il -suo stato dì positività. 

Naturalmente, lo stesso meccanismo consente di ripartire per contatto 
la carica elettrica, inizialmente presente su un conduttore, tra il conduttore 
stesso e un altro inizialmente scarico. 

Un Fenomeno di grande Interesse teorico e pratico che si ingenera nei 
conduti ori quando questi siano posti in vicinanza di corpi carichi e il feno- 
meno della induziunz elettrostatica, che qui di seguito descriviamo. 

Consideriamo un conduttore C elettricamente scarico, sostenuto da un 
supporto isolante; e ad esso venga avvicinato un corpo C carico, ad esem- 
pio positivamente. 

In virtù delle forze elettriche che C, essendo carico, esercita sulle 
cariche microscopiche presenti in C, quelle fra tali cariche microscopiche 
che sono libere di muoversi (cioè gli elettroni) sì muovono, avvicinandosi a 
t": la parte A di C più prossima a C risulta carica negativamente; e quella 
B lontana risulta carica positivamente (l'opposto accadrebbe, ovviamente, 
se C fosse carico negativamente). Benché l'eccesso di cariche positive nella 
zona B non derivi dal moto di cariche positive, ma dalla migrazione di 
cariche negative da B ad A, ne) linguaggio comune si usa dire che caricele 
positive si sono portate in B (e che cariche negative si sono portate in A): 
noi ci adegueremo a questo modo di dire. 

Notiamo che le cariche positive, per conseguenza della induzione eser- 
citata su C dalla carica positiva posseduta da C, si sono portate nella posi- 
zione su C che ha la massima distanza da C. Pertanto se il conduttore C 
fosse collegato (ad esempio mediante un filo metallica) ad un conduttore T 
molto esteso (come la Terra) cosicché Csi estenda in pratica (ino all'infinito, 
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allora le cariche positive si allontanano molto tla C {idealmente verso co). 
Se i questo punto si interrompe il collegamento di C a T, il conduttore C 
resta carico negativamente; e se C viene allontanato da C, le tanche nega- 
tive si distribuiscono su C. 

ì.2. Carica elettrica e legge di Couiouift 

Per procedere alla definizione operativa della grandezza fìsica 'carica 
elcttrìca^conviene introdurre un semplice strumento, X elettroscopio sfoglie, 
costruito così come indicato schematicamente in figura. fa recipiente 
trasparente (ad osempio di vetro) penetra un'asta metallica M attraverso un 
opportuno foro che mantiene l'asta bloccai». All'estremità inferiore del- 
l'asta, neila parte intema del recipiente, sono appeso due leggere foglìolinc 
metalliche ./ libere di ruotare intorno ad un asse orizzontale O. Quando 
l'asta metallica e eie liricamente scarica, le foglioline si dispongono vertical- 
mente por effètto della forza di gravità. 

Se si tocca l'asta U con un corpo carico C (ad esempio metallico) fasta 
jW si carica anch'essa, e parte della carica posseduta da M si dispone anche 
sulle fòglioline: queste, essendo cariche dello stesso segno, si respingono 
tra di loro, è divergono di un angolo a che può essere misurato con la scala 
graduata S dell'elettroscopio. Dunque l'elettroscopio è in grado di denun- 
ciare l'esistenza dì cariche elettriche su C (siano esse positive o negative) 
attraverso la deflessione delle sue foglìoline quando C tocca M. 

Per procedere alla definizione operativa di carica si ammette che se 
due corpi uguali C, e Cj (ad esempio due sfere metalliche uguali) toccando 
M (inizialmente scarico: fogliolìne verticali) producono la stessa deflessione, 
allora su Ci e d si trovava la stessa carica elettrica (in valore assoluto). 

Con l'elettroscopio si constata anche che qualora una sfera metallica Q 
carica venga messa a contatto con una seconda sfera C. uguale alla prima, 
ma inizialmente scarica, allora la carica presente inizialmente in C, si suddi- 
vide in parti uguali fra C, e Q . Per successive suddivisioni si possono cosi 
produrre cariche che siano una frazione prestabilita dì una corica data. 

Poiché l'uso dell'elettroBCoplo ci consente di stabilire l'uguaglianza fra 
due cariche e di suddividere una carica elettrica in un numero arbitrario di 
parti, si può procedere ora alla indagine sperimentale degli aspetti qualita- 
tivi delle interazioni fra cariche elettriche. 

Una prima proprietà che l'elettroscopio coniente dì verificare con preci- 
sione modesta, ma cui nemmeno con gli strumenti più raffinali si è mai rile- 
vata eccezione, £ elle, in un sistema isolato, fa somma algebrica delle cariche 
elettriche lì mantiene costante nel tempo (legge dì conservazione della carica). 
Nei vari processi fisici (strofinio, contatto, ecc.) sj producono spostamenti di 
cariche da un corpo a un altro, ma non si realizza mai fa creazione di cariche 
elettriche la cui somma algebrica sia diversa dazerò. In particofare, nei proces- 
si di elettrizzazione per strofinio, se si genera una eerta carica sul corpo strofi- 
nato, una carica uguale e di segno opposto si genera sul corpo strofinante. 

Mediante l'uso di una bilancia di torsione, del tipo di quella usata da 
Caveodish per fa misura delle proprietà delle forze gravitazionali, sì arriva a 
stabilire la legge delle forze di natura elettrostatica, detta legge di Coulomb. 

Se due cariche puntiformi q\ e ?i vengono poste a distanza r nel vuoto, 
fa forza Jì, che & subisce ad opera di (uguale e opposta alla forza /n che 
?, subisce ad opera di q t : fi = -fu) può essere espressa come 
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Unirà dì misera delle cariche 
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dove: 

— le è una costante di proporzionalità (positiva) il cui valore dipenda dalle 
unità di misura; 

— ~r n è i] vettore posizione di rispetto a 41,, ed r tl è il SUO versore (r è il 
modulo di r 21 ); 

— <li<li è il prodotto delle due cariche. La(I.l] implica che se 9, e hanno 
lo stesso segno.^i è concorde con ed è dunque repulsiva; mentre se 
q, e o-i hanno segno opposto la forza è attrattiva. 

Come si vede ia iegie Coulomb è formalmente analoga alla legge di 
gravitazione universale, con la grandezza tìsica carica elettrica al posto della 
massa gravitazionale; l'unica differenza (ma non ó differenza di poco conto!) 
è che la massa gravitazionale ammette un solo segno e ia l'orza gravi taTinr 
naie è sempre attrattiva. 

Una voli» «labilità la Torma [1.1J della legge della [orza elettrostatica, 
la sua espressione potrebbe essere semplificata scegliendo le unità ili mi- 
sura in modo che sia in essa k= 1- A tal line, la carica unitaria dovrebbe 
essere definita come quella carica che posta nel vuoto a distanza unitaria da 
una carica uguale subisce una Ibiza unitaria. Ciò viene fette in citelli in 
alcuni sistemi di unità di misura (sistema c.g.s. elettrostatico). Tuttavia gli 
ordini dì grandezza delle cariche die si presentano in molli problemi pratici 
sono tali da essere espressi, in tale sistema di unità di misura, da numeri 
non facilmente maneggevoli. Nel sistema di unità dì misura SI, l'unità dì 
misura delle cariche è il Coulomb C, definito come quella carica che attra- 
versa in un secondo itti conduttore percorso dalla córrente di un Ampere (A}; 
questa definizione verrà ripresa e precisata nel capitolo dedicato alle cor- 
remi elettriche. Nel sistema SI (detto anche MKSA: metro, kilogrammo, 
secondo. Ampere), la costante fc che compare nella [1.1) assume valore pari 
Nm 2 „ I 



a fc « 9 - 10? 
[1.1] assume 



la forma 



. Si conviene tuttavia di porre fc = 



4its t 



, per cui la 
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dove e„ (detta eostante dkleUrìca del vu»to) assume il valore 
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Esempi 

Confronto Fra forza elelLrosta- EX1, Valutare, e confrontare la f&nù gtOPìtasonate Fq 'e ia fona elettrostatica F E 
tica s forza gravitazionale che elettrone e protone si scambiano in un atomo di idrogeno, sapendo che fa 

lóro carice elettrica é e ' « 1,6 ■ 10~ K C e che il raggia dell'orbita è 

f» =" 0,5 ■ 10~' B m. 

Si ha: 



G m*. rn. 



£teltn»ut!tca nel moto lì 



Sostituendo i valori numerici, e ricordando cbs G = 6,7 10 " ^ ^ . ha 



Si ria dunque: 
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Cttfiie si vede, la (or/i firavìiazionalK; piir '.escmtiudoji uriche Ira partiralle 
OTbuitàrniólièlearieliÈ, gioca un ruolo del tutto (rosichile rispetto alla forza elettro- 
statica- ; ; ■'. . ' ' . . ' 

■ SAX. Immaginiamo che tm starnuto di idrógenv tenga eamplaìtimèMe icnisaio, e il 
'■' gès ài prato/ri così ottenuto venga dispaiti) ih ap'ctrHtisiiiOK. Analogamente, II 

gàé M.èlettrahi viene disposto ìn-iitt. alito cdntenitofe. Ée questi due contenitori Ordini di grandezza delle forze 
vèrfebnó posti alla distanza di 11} metrf, con' che forza si attraggono! elettrusUiiche 

: Un;grajmtno ti! idrogeno contiene an numero di atomi (e dunque di pmtonl) 
pari ai liumero di ytvogadro N = 6- IO 53 , la carica ff«Mibnutà nel contenitore di 
plotoni t dunque 

« . A- r 6 • i0 M .1,6 - ir" = IO 5 C 

e la ste$S3 carica (negativa) sì trova nel contenitore -di ^dett^rotitr La forza di mùtua 
attrazione e -dunque . ; ." L \ .. 

: LCerhetfM;yctle,"i!l tratta di un» liir/a assai intensa, pan al pisi) di una massa di 
centofa'^ utaiardi iii tonnoBaie. L'espcri mentS'tftmìiBtiialii I" tipetto esempio non 
à yrati.-amcntc hit Ink. Intatti forte dell» -Sesso otdiiie di granikcra (ma repuislv?; 
"sì è^pìleario anche Ira l protoni contornili bei jrimo Icontiantet»; cosi corno tra ili 
cÌc^*«ii;tonWiniu;nfcl secondo: per cut non à-cràurantentc rsiiiziaoile im conteni- 
tori capace >àl - mantenerti localizzai;!-. ^ ! - - 



Abbiamo fino a qui partalo di interazioni fra cariche disposte nel 
vuoto. Va notato che praticamente la stessa forza si esplica anche fra cari- 
che disposte nell'aria. In tutto questo capìtolo limiteremo la nostra atten- 
zione all'elettrostatica nel vuoto, che dunque descrive con approssimazione 
estremamente elevata anche le interazioni fra cariche disposte nell'aria. 



1.3. 0 cacalo elettrico 

Consideriamo una carica puntiforme Q, disposta in una certa posizione 
{fissa in un sistema inerziale) nello spazio. Se una seconda carica q viene 
posta, torma, in presenza della prima, essa subisce una forza Fdata dalla 
(1.2]. F dipende dalla posizione occupata da q; ed è, in modulo, proporzio- 
nale a q. 
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Campo elettrico generale da 
una. carica puntiforme Q fissa 
nello spazio (rispetto a un os- 
servatore inerziale) 



Il rapporto — è dunque, in ogni posizione, indipendente da g. Se q è 

una carica qualunque puntiforme, posta nella posizione r s z), il rap- 
F 

porto E = — - viene detto campo elettrico generato nella posizione / dalla 
carica Q: 



E(x,y,z) = — 




carie? puntiforme 
positiva 

Linee di fòrza del campo cicL- 
Iriuj 



Le dimensioni fisiche de! campo elettrico sono quelle dì una forza 
divisa per una carica. L'unità di misura usuale è il Voli/m eh* verrà intro- 
dotto nel seguito. 

Misurando punto per punto ii vettore {•'., può essere detcrminata la 
configurazione spaziale di tale campo vettoriale; coniìgu razione che in 
forma grafia può essere espressa disegnando, secondo le convenzioni 
usuali, le linee di foc/a (o linee di llusso) di E; e in forma matematica scri- 
vendo le equazioni che specificano il vettore E in funzione delle coordinale. 
Nel caso particolare che abbiamo fin qui consideralo (campo generato da 
una carica puntiforme Q fissa nello spazio vuoto) l'espressione matematica 
di E discende immedialamentc dalla [1.11; supponendo per semplìcilà che la 
carica Q sia disposta nell'orìgine del sistema di riferimento, E ha la forma 
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carica puntiforme 
negativa 

Sorgente di! currìpo 



Per la rappresentazione grafica 
dei campi è usuale la conven- 
zione delle Unse di forza. Le li- 
nee (ti forza sono linee di flus- 
so: in ogni punto il campo è 
tangenziale alla linea di forza. 
Inoltre, in ogni regione del 
campo viene disegnalo un nu- 
mero di linee di forza tate che 
fa laro densità sia proporziona- 
le all'intensità dei campo. 



Con if pedice ad E u indichiamo che si tratta di campo elettrico nel vuota. In 
pratica, possiamo affermare- che la presenza della carica Q modifica le pro- 
prietà dello spazio circostante, come mostrato dal fatto che ponendo in tale 
spazio unii carica di prova q, quest'ultima risulta sottoposta ad una fot/a di 
tipo elettrostatico. Tale modificazione C: misurata punto per punto dalla 
erantlK/ja vettoriale campo elei/rito fi, definito come la forza subita dal- 

F 

l'unità di carica, r> meglKKO/w rapporto —fra Inforza F subita dalla carica 

di prava q ? lo ranca g stasa. 

La carica Q viene detta sorgente del campo elettrico. 

il concetto di campo elettrico può essere immediatamente ed util- 
mente generalizzato *1 caso che la sorgente non sia rappresentala da una 
unica carica puntiforme Q, ma da un insieme discreto o da una distribu- 
zione continua di cariche. 

Consideriamo dunque un insieme (discreto o continuo) di cariche, che 
chiamiamo sorgenti, ferme in un riferimento inerziale. Se nello spazio cir- 
costante viene posta, ferma, una_carica di prova q, questa risulta soggetta a 
una forzai In generale, la forza F non è proporzionale alla carica di prova a. 
Infatti se le cariche sorgenti sono disposte su corpi estesi (o se comunque 
qualche còrpo esteso è presente nelle vicinanze) allora la presenza della ca- 
rica di prova q può modificare la distribuzione delle cariche microscopiche 
presenti su tali corpi: sui conduttori, possono aversi spostamenti macrosco- 
pici di cariche (fenomeno dell'induzione); negli isolanti, pur essendo 
impossibili migrazioni macroscopiche dì cariche, possono aversi comunque 
fenomeni di modificazioni localizzate nelle distribuzioni di cariche (nel 
terzo capitolo, discuteremo diffusamente il fenomeno della polarizzazione). 
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In ogni posizione j = (x, y, z) si definisce comunque // campa elettrico 
generato da quella distribuzione delle cariche sorgenti crune i! /-apporto — 

purché la carica dì prava q sia abbastanza piccola da produrre una perturba- 
zione trascurabile nella configurazione delle cariche circostanti Più precisa- 
mente, il campo elettrico E è definito come 



E(r) = lim — 
q 



[1.5] 



Campo elettrico generato da 
una distribuzione qualunque 
(stazionaria) di cariche sor- 
genti 



It modtilu E di É viene dello intensità del campo elellrieo. 

Il «incetto di campo fc di fondamentale importanza, teorica e pratica, 
per lo descrizione e l'interpretazione delle interazioni a distanza, lo partico- 
lare il campo elettrico è non solo adeguato a descrivere io termini compatti 
la forza esercitata, su una carica di prova ovunque disposta nello spazio, da 
una configurazione fissa delle cariche sorgenti (campo cleltroxlaticà). Esso è 
indispensabile nache, come vedremo, per descrivere la cordigli razione elle 
l'energia elettrostatica assume nello spazio; c nel caso di sorgenti mobili, 
esso descrive correttamente (insieme ai campo magnetico che a suo tempo 
intrudili remo) la propagazione di energia nello spazio (in particolare nello 
spazio vuoto). Gli effetti prodotti dalle cariche sorgenti possono allora 
manifestarsi, con intensità significativa, anche in porzioni di spazio molto 
lontane da quelle occupate dalle sorgenti; e il ritardo con cui tali effetti si 
manifestano può essere interpretato in termini del tempo che il campo 
impiega a propagarsi nello spazio. 

Il campo elettrico resta allena una grandezza fisica significativa anche a 
prescindere dalla sua connessione con la fenomenologia relativa alle sor- 
genti che hanno generato il campo stesso. 
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1.4. Campo elettrostatico gcnuralu (fa sistemi dì eriche cc-n distri- 
buzione spaziale Qssh e nota 

Salvo esplicito avviso contrario suppuovjno sempre di porei in Un 
sistema di riferimento inerziale. 

Consideriamo due cariche sorgenti puntiformi, fórme, Q, e Q 2 ; siano r l 
ed ? 2 i rispettivi vettori posizione, costanti nel tempo. Supponiamo che 
nelle vicinanze, ad esempio nella posizione specificata dal raggio vettore r, 
sia posta una carica di prova q. 

Sperimentalmente, Si verifica che la forzù subita dalla carhv q è pari 
alla somma (vettoriale) delle forze di Coulomb esercitate su q singolarmente 
da £>, e da Q 2 . Per conseguenza, il campo elettrico E (7) generato nella posi- 
zione generica r dal sistema costituito dalle due cariche Q, e Q u è pari alla 
somma vettoriale dei campi elettrici generati in 7 separatamente da Q, e da 
Qj. Questo risultato è detto princìpio di sovrapposizione per il campo elet- 
trico. 

Tenuto conto che la distanza di q da Q\ è data da r— r L (e analoga- 
mente la distanza di <; da Q, è data da r— r\\ usando la[D] si ricava imme- 
diatamente il campo elettrico E 0 (7): 



1 



4 ne, \r~r,? 



h) [1.61 




Principio di sovrapposizione 
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La [1,6] può essere immediatamente generalizzata al caso che il sistema 
delle sorgenti sia costituito da n cariche puntiformi 2, disposte ciascuna 
nella posinone di raggio vettore J>; si ha: 



Campo elettrostatico generato 
da una distribuzione discreta 
di cariche puntiformi 



= rt ii a -, 

4ltl„ )_i | r, I 



Proiettando la [1.7] sugli assi cartesiani, si ha 
1 



) Qj (X— X,) 

£ " (X ' y ' Z) = 1^7 i | l(x - I,) 1 + ù» - ^) ! + (z - z,) 5 ]" 1 
* Z) = 4 * e. h Kx ~ *,? + (F " + C* - 



£„(x,y, z) 



[1.7] 



[1-8] 



i +0 = 0, 

p 



D 

è _Q 



= Q 2 




Esempio 

EJ.3. Z>i« cariche puntiformi, di pari mudato Q ma segna opposto; man poste lunga 

l'asse z simmetricamente rispetta all'origine, a distoma -y dall'origine stessa. 

Calcolare II campo elettrico da esse generato nel punte P dell'asse delle y posta 
a distonia Ddall'origine- 

Usando 1 simboli, introdotti nella [1,7]. e. [O]. si ha: . 

. . .. / «• (v,y, zi - ft, lì, li) 



da cui 



I'?-?l| = V(*-*i)' i +-0'.-J'i) 2 + (i -*!)'..= 



e analogamente 



Per semplicità di nutazioni,' Indichiamo con à la quantità 



ElettmsfatlcG nel ruotò 17 



Inserendo i valori numerici nelle (l.SJsi na. iuaquci-» - - - % 

„ . 1 1^-^-^ 



] 


4 ! 


4kc, 


A 1 


l 


] 







TlQD~QD) = 0: [1.9] 



Un sistema dì due cariche fisse, puntiformi, uguali io modulo e opposte in 
segno, «iuu> JV.to tf./y>/o elettrice . e il vettore; p — Q (f (eoa orientato dalla carica 
negativa Xquclf«: positiva) B'fle1tp;mtorti(.»w;*lirUrii»;deJ dipolo. In termini di A il 
"campo élcttricp; Sella; posizione considerata (wi. -JÙÌ) può «ssére wrirto iit fibrina 
Tettai e. some ■ " . , 



: Coinè si vede, anche nei .caso di . un sistema cosi semplice come un dipolo 
elettrico, il calcolo del campo elettrico mediante la [t-S] piiò risultare abbastanza 
laborioso. 

li calcolo del campo elettrico può risultare talvolta più semplice ricorrendo a 
considerasioni geometriche; ad esempio nel caso in esame il risultato poteva essere 
ottenuto . geometricamente così come risulta dalla seconda figura di pag, 16. 

NeJ caso del dipolo, ìe linee di forza del campo elettrico hanno l'andamento 
qualitativo mostrato in figura. 

Analogamente, nel caso di due cariche puntiformi positive le linee di foria del 
campo eleUricó avrebbero l'andamento qualitativo mostrato nella seconda figura. 



In generalo, nella pratica si ha a che iaiti con numeri mollo grandi di 
cariche puntiformi (ad esempio elettroni); e l'uso del formalismo relativo a 
distribuzioni discrete diventa impraticabile, À (itolo tli esempio, si pensi 
c!ie 1 tran 1 di rame contiene circa 2,5 ■ W elettroni. 

Per ovviare questa difficoltà si introduce il concetto di distribuzione 
continua di carica descritta da una densità spaziali; di carica p definita dalla 
relazione: 

' dq=> p(x,y,i)dt [1.10] 

dove di = dxdydz è l'elemento di volume attorno al punto dì coordinate 
x, y z, e dq è la carica contenuta in tale elemento di volume. In realtà, a 
stretto rigore la funzione p (x, y, i) sarebbe una funzione fortemente varia- 
bile nello spazio e nel tempo, essendo diversa da zero e di valore assai 
grande nelle posizioni occupale dagli elettroni (e dai nuclei); e nulla negli 
spazi interatomici. Nella pratica però questa struttura «granulare» si perde 
perché tutte le misure si riferiscono a medie effettuate su volumetti dx che, 
per (luanto piccoli, cuntengono sempre un numero assai grande tli cariche 
microscopiche. 



Dipolo elettrico 

Momento di dipolo eleiRicn 




Densità di carica 
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Cam po elettrico generato dal la 
distribuzione di carica p 



Considerata dunque una distribuzione di carica «continua», che occupa 
la porzione di spazio r, il campo elettrico E nel punto P di posizione r, si ottie- 
ne come semplice generalizzazione della [1.7]: 



4 TI E, 



I f P (/jY) 
1 l?-?P 



(?— r') dx' dy' di 



L'integrale si intende esteso al volume i; ovvero a tutto lo spazio, tenuto 
conto che p è nulla (e dunque l'integrale non dà contributo} laddove non 
v'è carica elettrica. 

Analogamente, nel caso di distribuzione continua di cariche le fT,8] 
vengono rimpiazzate rfallc seguenti relazioni die forniscono le componenti 
cartesiane del campo elettrico: 




(x.y ,z ) 



Denari superliriali: di carica 



Densità Lineare di carica 



Campo elettrico generato da 
una distribuzione superficiale 
di carica 

Campo elettrico generato da 
una distribuzione Lineare di 
carica 



E M {x,y,z) -■ 



1 f S >(x',y,z')(x~x')dx:dy'tV 
471^ ' {(x~x-) 1 -Ky-y , f + (z--/Yì 1,ì 



lix-x-y+fy-yy + (z-or j 



4ke, 
1 



11.1 ì] 



_ i piv.y, fe- ^dx'd/dz: 



Ribadiamo ohe la P-ll] e la 11.12], cosi come accadeva per la [1.7] c la (1.8], 
sono utili al calcolo del campu elettrico quando la distribuzione spaziale 
delle cariche sorgenti sia costante nel tempo, e sia nota a priori (attraverso 
la conoscenza della densità p{.v,r,2)). 

Capita spesso che le cariche sorgenti, anziché essere localizzate in una 
legione tridimensionale ir, occupino un domìnio spadidc ben approssimato 
da una -superficie E {distribuzione sìiperficiaìé) a da una linea A (dìslribu 
zionc finente). 

In questi casi conviene introdurre la densità superfieiatto e, rispettiva- 
mente, la densità lineare J.; Kiandczze definite dalle relazioni; 



dq — o (x,y, z) dS 
dq = 1 (jc, y, z) di 



[[.13] 
(1.14] 



dove dS e di sono, rispettivamente, l'elemento dì superfìcie E e l'elemento 
di linea A; e dq è la carica posseduta da tale elemento. 
Al posto della [1.1 1J abbiamo allora le seguenti relazioni: 



i [ o- ry.y, z f H?- 



dS' 

dr 



U.15Ì 
11.161 



4*0 \?-?? 
e relazioni analoghe alle [1.12] per le componenti eartesiane del campo. 



Elertmslatica nel vuoto 1° 



Esempi 



£.1.4; Consideriamo una distribuzione uniforme di caricò su un supporlo rettittueo I 
: molto fungo (infinito} e di dimensioni trasverse trascurabili. Sia X la densità 
linea/e di caria uniforme e noia. Calcolare il campo elettrico E In un punto P 
a distanza R dal supporlo. 

Il campo elettrico può essere calcolato tome somma (integrale) dei campi elet- 
trici elementari dÉ generati io P da trattini elementari 41 della distribuzione lineare 
rettilinea Ognuno degli elementi Agisce nel piano inumiluàto da / e da P; e in 
Wle piano £i:icerà dunque anche il campò risultante [ dÈ. Notiamo inoltre che 
[>er ogni elemento dì u esiste un «ècoudo eleménto ^.siiiimelricc» ad esso rtspotto 
mi 0: questi dui elementi generano due contri buti .elementari ^£i e dEi al canino 
die hanno conifjrjnentb parallela ad Tugtmlc ed opp^u, pei cu) la loro-somma dK< 
iirtpsonalè ad 1 Éi^' " . .. \ '. ; \ : \ ■ i. : ! ; . ' : '; : ■ . 

Da ViVipìici considcraì-ioni geometriche -si ricava mullre:. 



: dì = dÉ, + d£ 2 = (liffii 1+ 1) eosB a =; 



; -Ine, ^ ":V 



dove « è il versore della normale ad / e di è il modulò «tffliune dì dt\ e d/ t ; si è 
tenuto conto del fatto che, per la legÉe dì Cnulonib; deve essere 

Per eseguire l'integrale £ = J rf£ esprimiamo di ed > in funzione ài B e della lun- 
ghezza J! (costante): Si ha: ! ° y.j^fi 



tosti 



/ Rtg9, Da cui, differenziando; 



di} 



Sostituendo pelili {t.17] e tenendo orini» che è , costante: 
- , • i - r. ['" ., a . RJf> cw'l. 



■ - ■ - < - 

■ òoVtl - 



di, v 



■r 



-f. 



(jssetyfaitiocbeil modulo del campo eleltfiédj al i'àoraeritàre .delia distanza fi, dirai- 
nuiftee io misura inversamente proporzionale 'Afa: riistStóa "ÌC; cantrariamente al 
caso di sorgente puntiforme in cui il campo è i$Vers>rneoie pitopòrziónale al qua- 
drato della distanzi. 

Il risultalo che abbiamo ottenuto, che è rigoroso nel caso che / sìa di lunghezza 
infinita, vale con buona approssimazione anche nel caio che sia R « I, 



Ì.ÀJS, Calcolare il campo elettrico generalo sull'asse da una distribuzione uniforme di 
carica distribuita su una spira circolare ; filiforme. - 

Sia lì il raggio del cerchio e 1 la densità lineare di carica. L'elemento di di cir- 
conferenza genera un campo d£ diretto cornei? e dato da: 



r - 



rrg- - 







de, 




\ r 


rjÉ 2 












dE, 







dE 



dE 



P 



dt 
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Interessa calcola» strio la componente àE l di dE lungo l'asse deiii spira. Inatti per 
ogni elemento dì esiste un altro elemento, diametralmente opposto, che genera una 
componente di campo normale all'asse x uguale e opposta a quella generata dal- 
l'elemento considerato. Si ha 

„. ... . I kdi 

dE t = dE Dosa = -jjj -pr coso 

Integrando su di lungo tutta la circonferenza, e considerato che, fissato x 7 sta r che 

« sono tostanti^ si ha - ,' «<»-■{■■■ 

:.. ; .. . : . > . 

, : , .. 1 a cose j ,, IztK Àcosa KR . .; " * 

Notiarao cht il campo * nullo sia psr x - 0 (eentro della star») die per-* -» w. 
Notiamo che per -ì >> Ji si- ha: ■■ " : 

... liR» V Q 1 :„- 

(2*i!A rappresemi! nifatjrta cariba totale posseduti dalla spira). A ttrande uiilaaia' 
La spira si comporta dunque- come una carica puntiforme. - ■ ■ ■ 




E.1.6. Calcitare ti campo elettrico $enTfaio da una distribuzione di mrica-u'nlfitrine- 
mente distribuita su. uii piano, a uno distanza D. dal piana 1 .. ste%so,_ Sla.,o. 
(ùnì/ormé) la densità superficiale di carica distribuita est piane-; 

Sia P il punto in. cui- si vuole. calcolare il campo; e D la distanza di P dal piano.. 
Suddividiamo il piano in land anelli concentrici (spire), con eentro, intoflao ad O 
(piede della : pdrpirtdicólare coiidotta da ..P. al piano). : : ; : ; 
. . ;,11. .(Stirpo [dE. jgepeiiUB ;&lià . ■ spini; di .raggio * vale : y ■ ■ ■ ■■ ■ ; ■ ; ■ ; _ ■■■■■ ■ ■ ■ ^ ■ 



!4< 



oliiRdk 
ine- ■ 



ih» 



dove.ii.'è, come il solito; il vèrso» nortinflfc ai pittno, 

• Notiamo iiilatlf cW li carica dQ posseduta dalla spira vale dQ\ - o 3** <*fi £ 
che.tuttì.i jùnli della 1 spirai travaso àtóajes^ diSJ«ttW*il puiitd;/?; à^.coeJ; 
.renle.raejitfi.jsorl qii jmo[^^frieH'ésémjfitó 'E.I.5, solo la cotnpoflsrrEe dE.i di dE 
PTtòéÒnàlè al jp^mnò, ^nìrlrjijàtee ; ai campo risultante' prodotto dalia -Spira. ■ ; : ; 

Per calcolare -il^ campo generalo dal?trrtero piano dobbianto o.ra^fipftjrnare su., 
tutte le spire:. A . tarlino, Sconviene esprime réit ed r In funzione d! Z> (twtóntÀ) e di *: 



fl = Z> ig n ; 



dit = 



.Sostituendo nella [U8] questa diviene; 

fio 



2 é„ 



sirice .da 



Integrando su da fra a = 0 e n '= ili si ottiene immediatamente: 



Campo elettrico generalo da 
tino strato uniforme piano 



Ektircsrctìeu nel vuoto 



Una distri bullone uniforme distribuita su un piano molto estesa viene detta 
!Hto M «ittforme. Dalla [1.19] vediamo che il campo elettrico generato da uno 
sitato uniforme * ortogonale allo strato, ed è uniforme in tutto lo spazio. Natural- 
mente, se lo strato è carico positivamente (o > 0), il campo è coocorde ad fi (nor- 
ma^ .uscente): e viceversa nel caso di carica negativa. 



1,5. teorema di Gauss 



Come abbiamo visto, il calcolo dui campo elettrico generato da una 
qualunque distribuzione di carica nula e costante (cioè indipendente dal 
tempo), anche- se talvolta laborioso, è tuttavia concetto il mente assai sem- 
plice: si tratta di suddivìdere le cariche sorgenti iti elementi puntiformi, e 
calcolate in base alla legge dì Coulomb il contributo che ciascun elemento 
fornisce ai campo risultarne. 

Va notato che affinchè là distribuzione delle cariche sorgenti sia nota a 
priori, è necessario che le cariche non siano libere di muoversi per effetto 
delle loro reciproche interazioni: condizione necessaria- e non sufficiente - 
affinchè ciò accada con buona approssiro azione e che le cariche siano dislo- 
cale su corpi isolanti. 

Diverso, e assai più complesso, è il caso in cui le cariche sorgenti siano 
dislocate su conduttori. In tal caso il prohlema dell'elettrostatica si presenta 
nei seguenti termini: sono noie le cariche totali possedute da ciascun con- 
duttore (o ì relativi potenziali, che più avanti introdurremo); e si vuole cal- 
colare non solo il campo elettrico generato nello spazio circostante, ma 
anche fa distribuzione che la carica posseduta da ciascun conduttore assume 
sui conduttore stesso. 

Per arrivare a risolvere queste situazioni più complesse, è necessario pro- 
curarsi alcuni ulteriori strumenti metodologici; cosa che faremo, in questo 
paragrafo e nei prossimi, introducendo la legge di Gauss e la grandezza fisica 
potenziale elettrico. Vedremo che quesii strumenti, idonei per impostare il 
problema dell'elettrostatica nella generalità necessaria per affrontare e risol- 
vere anche icasi più complessi, consentono spesso di risolvere in maniera più 
sempiì te e diretta anche i problemi - cui fino a qui abbiamo limitato ia nostra 
attenzione - relativi a distribuzioni di carica completamente noie n priori. 

Il teorema dì Gauss vale per qualunque campo vettoriale che sia addi- 
tivo e che. per sorbenti puntiformi, abbia modulo proporzionale all'inverso 
de) quadrato della distanza c sia diretto come la congìungente con il punto 
sorgente; esso è già stato da noi dimostralo nel testo di fisica I in relazione 
al campo gravitazionale, ma in vista del ruolo fondamentale che esso gioca 
in elettromagnetismo ne riprendiamo qui, seppur brevemente, la dimostra- 
zione. ^ 

Sia dato un campo vettoriale A(x,y, z); e, immersa nel campo, una 
superficie S cui si assegna convenzionalmente una faccia come positiva: nel 
caso di superficie chiusa, come faccia positiva si assume sempre quella 
rivolta verso l'esterno. frj<frft-> 

Consideriamo una porzione elementare dS della superficie: ricordiamo 
che l'elemento vettoriale dS è definito come ndS, dove h è il versore nor- 
male all'elemento di superficie (con verso uscente dalla faccia positiva) e dS 
è l'area dell'elemento di superficie stesso. Si definisce come flusso elemen- 
tare del vettore A attraverso l'elemento di superficie dS ia quantità: 




Flusso elementare 



d<S> (A) = A . dS = A ■ h ■ dS = AdS costì 
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Flusso attraverso una superfì- 
cie eslesa 



Teorema di Gauss 





dtl ■ 



dS costì 
- — 3 



dS, 



II flusso del vettore A attraverso l'intera superficie S è definito come Tìnte- 
graie dei flussi elementari: 



® S (A) = i d<5>(A) = \ À- dS 



[I-21J 



Le tenninokjgie relative al flusso derivano dall'idraulica, dove fl flusso del 
campo vettoriale delle velocità di un fluido attraverso una superfìcie 5 rap- 
presenta il volume di fluido che attraversa S nell'unità di tempo (portata). 

L'enundato lei letrcna di Gauss è il seguente: 

Il flussu del campo elettrostatico net punto E, attraverso una superficie 
chiusa qualunque S è puri alla somma algebrica (nel caso di' distribuzione 
continua di cariche, è pari all'integrate) delle cariche contenute all'interno di 
S, divisa per t„. 



11-22] 



Eventuali cariche disposte cstemamente alla superficie chiuse S non portano 
alcun contriòttta al flusso dì E 0 

La dimostrazione è assai semplice. Cominciamo intatti col considerare 
il caso in cui, alTirrtemo della superficie si trovi una sola carica punti- 
forme Q. 

TI flusso elementare attraverso l'elemento di superficie dS .è dato da: 



1 



4itE„ r 1 



— fndS = 



I 



4icc„ r 2 



cos» dS - 



dS. 



4jte_ 



dove con di'„ =- tfi'tos6 abbiamo indicalo la proiezione dell'elemento di 

superfìcie dS sulla sfera di raggio r e centro Q. D'altra paiti 1 ; il rapporto— ^7 

rappresenta l'angolo solido r/Q del cono, con vertice in V, delimitato ifai-' 
l'clemeDto di superfìcie dS; per cui in definitiva 



<**<£„) = 



Q 



4ice„ 



11.23] 



Integrando su tutta la superfìcie chiusa S sì ha: 

's 4ite„ Jj« 4ite„ e„ 



Carica puntiforme interna 



Infatti la superficie (chiusa) S copre intorno a Q l'intero angolo solido 
\dfì = 4it. Vediamo dunque che il flusso di £„ uscente dalla superficie S 
non dipende dalla forma della superficie, né dalla posizione che Q occupa 
all'interno della porzione di spazio racchiusa da S. Il risultato ora ottenuto 
Molte cariche puntiformi in- si estende immediatamente al caso in cui all'interno della superficie siano 
terne poste più cariche Q ( . Si ha infatti: 



EienmsMlica net votilo 53 



Abbiamo utilizzato il fatto che in ogni posizione il campo £<, totale è pari 
alla somma dei campi generati dalle singole cariche (principio di sovrap- 
p osinone). 

Integrando su tutta la superficie; 



irò - /, = " to , ri.»^ 

Consideriamo ora una carica (per semplicità, sia Q, puntiforme) che si 
trovi, invece, estema alla superficie S, Ogni cono di angolo solido dQ con 
vertice in & o nun intercetta la superficie i' (nel qual caso non si ha contri- 
buio al flusso) o la interceda in due elementi di superficie dSj e dS^. I llussi 
elementari dfy e rf* ; attraverso questi due elemenli di superficie hanno, 

per conseguenza della [1.13], lo stesso valore assoluto (■ ^ — ^ • = dilj. 

Tuttavia mentre id), è positivo (di < d®, è negativo (8i > k/2); per 
cui la loro somma è nulla. Dunque in ogni caso dalla carica Q e non deriva 
alcun contributo al flusso. 

Resta cosi completamente dimostrato l'enunciato del teorema di Gauss. 

Qualora anziché un insieme di cariche puntiformi si abhia uria distri- 
buzione continua di carica, la [1.24] si generalizia in maniera piuttosto ovvia 
assumendo la seguente forma: 



P.25J 



dove p è la densità di carica [1.10], e x è il volume racchiuso dalla superfi- 
cie S. 

Il teorema di Gauss è diretta conseguenza della legge di Coulomb, 
secondo cui ogni carica puntiforme produce un campo radiale proporzio- 
nale a l/r\ e il campo prodotto dalle varie cariche sì compone in maniera 
additiva; esso non aggiunge dunque nulla rispetto alla legge di Coulomb 
slessa. Tuttavia esso è di grande utilità non solo perché co nsent e, tramite la 
[1.22] (o la [1.25]) di calcolare le cariche p r esenti in wni fìssala porzione d i 
spazio una volta "Soffi"]! campo elettrico Esso cons ente anche, specie 
quando il problema sia dotato dì particolare simmetria, <ff calcolare il 
«jK HIK 1 gnanrt » vi» nnM_h i|istrihnTjnnr. di cariche, tosi come viene'iHu- 
sttato dagli esempi che seguono e^allp"THoTTcTipp ((razioni che ne faremo. 
Ma in più, esso può essere posto, come vedremo nel prossimo paragrafo, in 
forma «locale» anziché nella forma integrale [1.25]. La forma locale della 
legge di Gauss sarà il punto di partenza per porre il problema dell'elettro- 
statica in termini assai generali e matematicamenle efficaci, nonché per la 
generalizzazione al caso non stazionario. 




Carica puntiforme estema 



Distrtbuzìone continua ói id- 
riche 



Esempi 



EJ.7. 



Espressione dei campo elettrico generato- da tinà distritmzione dì cariche dotata 
di simmetrìa sferica. 



Una distribuzione di cariche con simmetria sferica è carauerizzata da una den- 
sità di carica del tipo 

. . . p - e C) ■ ■ ■ 



Campo elettrico generato d& 
una distribuzione di cariche 
dotata dì simmetria sferica 
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La densità di carica varia dunque in generale ila (moto a punto dello spazio, ma in 
modo tale da assumere lo stessi) valore nei luoghi dì punti equidistanti da un punto 
0 (cioè su ogni superficie sferica con centro in O). 

Per conseguenza di questa simmetria delle cariche, segue crie ariette il campo 
elettrico deve avere necessariamente simmetria sferica: esso sarà cioè duetto radial- 
mente (rispetto al centrò O), e il suo modulo è costante su ogni sfera con centro in 
O, e dipende pertanto' solo dal modulo r del raggio vettore f 

t„ - *..;•> ; 

Per conseguenia di questa simmetria, se come superficie S.per il calcolo del flusso 
si scaglie una sfera centrata in (5, il calcolo dell'integrale al primo membro delia 
[1.251 risulta particolarmente semplice: 

■ ■ ■ . - ■ , , ^Ja-r.iG 

Abbiamo tenuto cónto del latto- cut rf.j, ciisendo un elemento -di .superficie sferica. ^ 
parallelo a4 f\ ed inoltre Sei faUt> che su luti» la superfìcie sfianca S e cmiunte r.e 
dunque anche E 6 (/); che può essere portato fuori dal Kegno di inlcgntie. Per crarsc- 
Kuenza delia [t ifi], ia [1.151 diviene: 



JkIi 



p(r)^ 



da cui infine. 




4ne7? 



■lue,, 



<rf» 
~7~ 



[L2?l 



dove con ?(r) = i„p(r) rft abbiamo indicala la carica contenuta déntro ia sfera S 
con centro in O c raggio t. La [1.27.1 ci dice che a disianza r dal centra O. la distribu- 
zione sfericantenleiithmelriaì dì cariche produce un campo elettrico pari a quello che 
sarebbe prodotto da atte carica punti/orme q (ri disposta net centro O, ù pari affa cari- 
ca totale contenuta all'internò òstia sfera dì raggio r, .... 



Cmmderìàrtto una regióne sferica a di rasxm li. dotala di carica Q uniform?- 
mente dìfirifiuuà sul fw volume (dunitue p - ^ ~ ws!4<"?) : Caìctrlare 

(nel vuotojtt vampo £ a (rl presente ìniernonìente ed emeritamente -alla sftrrtì- 

CpésidCTÌamci una sfera i di raggio r, concentrica ewi la sfera S. Se r> ft, 
aiiora dentro s è contenuEa tutta la carica Q. 1-a [1.271 diviene allora: 

perr>«-; A» f "tÌ T 



Esternamente al volume da essa .occupata, una distribuzione sferica dì carica pro- 
duce lo stesso campo che sarebbe prodotto da una carica puntiforme di pari valore 
disposta nel centro, della sfera,\' ^-«t. v, ' ; .: i- ^-ci^tt) . 

Se t < internamente ad s si trova una carica a{r) pari a: 



0 4 j. 
#73 n A* 'T ' 



R 1 



La [1,21] diviene dunque: 
per r < R : ^(r) 



3 e... 



Elettrostatica nei vuoto 25 



Cóme si vede, "un guscio sferico come quello traHggCMW in figura min dà alcuo 
contributi al "campo elettrico presente al suo intèrno-. 

: Nel sua complesso, il campo elettrico E, Ir) generato nello spazio dalia distri- 
buzione sferica omogenea disaggio ft ha, in funzione di r, l'andamento mostrato in 
figura. 



£,1.9. Calatiùte In modo diretto, mediante la P-ISf, Il campo elettrico In un punto P 
' interno a un guscio sferico ài spessore trascurabile, dotato di densità di attica 
superficiale o uniforme. 



ConsMeriarod uri «ono elementare, con yeitice V? f< angolo solido dù; siano 
dS r s dS* gli elcinfcntì di superfìcie che il cono interdetta sulla sfera. 1 contributi dQ 
e dÉZ che dS' c d$" poitanp al campo elettrico in /■ sono, evidentemente, (lireni in 
verso opposto. Dimostriamo eh* essi; sono uguali in modulo, cosicché èssi portano 
ri!! ujntrihulK touie auilo al campo :n P. " 
'Si ha' intatti: ^ "■■■"'■'..:,:.; .;. . '7 . 



dFi 



1 



4tttv 
1 



IT 



•dS^ 



4iteo cosfl' 



■4SI 



i 



4jtE(, cosB' 



dÙ 



Nel penultimo passaggio, abbiamo scritto dS' in ferrami teu!i proiezione dS' r di 
dS' ttortnajrnenle a r t (dS'„ - dS'eosg'ì; nell'ultimo passaggio, abbiamo usato la 



definitone di angolo solido 



Analogamente si ha: 



1 



4ne„ cose* 



dQ 



£,2 l + fc__l(u-a- + ;.JL-i 

1 4lte( rf A-xtt, r\ 




D'altra parte, è coaft' = cose" <il triangolo /f 8 Ce isoscele); dunque dE' e - dEg. 
Integrando ini tutta la sfera, ai ha che il campo in f: È espresso in terinini di cbnlrr- 
bell'elementari che sono, a coppie, uguali ed Opposti li campa «frate in fc dun- 
que nullo.- ; ".'C' . " : , .,' . ; ,. 



K.i.10. In tino sfera con centro tn O t uniformemente carici/ coti densità di cariai p i 
■ pfatfcato un foto sferico tifi centro in- Q,i "àli%ieriia del aliale Vi ' il 'vùìtio. 
'"■ Siano! k) ed Ri rlspeuivùtnepte. ìt,&tgffi\'^ftsf^-,t:ÙX&gglù'dèt foro. 
Calcolare li campo elettrico EìnùnjpmtoP'ùie'rno^ 
P* -rateino al foro. .' ' ' • ■ ■ 

ui : problemi di questo tipo conviene ricorrere al principiò di sovrapposizione 
applicali l una distribuzione dì cariche equivalente a quella data, la distribuzione 
data equivale :i una sfera di centro 0, e raggio Jf i con (Jecsilà dì carica p uniforme 
su tutto i) suo volume; alla quale si sovrapponga ima distribuzione dì densità uni- 
forme — p limitala alla sfera di centro Oj e raggiò It, . La distribuzione data è cosi 
ricondotta alla sovrap posizione di due distribuzioni dotate di simmetria sferica, per 
lettati valgono le considerazioni precedentemente svòlte. 

: Poiché P h disposto esternamente ad entrambe le sfere, ogni sfera genera in 
esso io stesso campo che genererebbe una carica puntiforme disposta ai suo centro. 
Dunque: : . 












! o. 
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dove: 



T 



?, è il vettore posizione di F rispetto a Oi 

7j = /i — R è il vettore posizione di P rispetto a d 

A è ìlveitofe posizione di Oi rispetto a 0\ 



Ci = -y;«Jtì v p 

o ! = i ,,Jt J- < ~ f,) 




Anche petit punto /* jritcrau alla tavità si aprica H principio di sovrapposi/aone^ il 
campo % 0 ancora da lo dalla somma dei campì È; od #i generati da due cariche 
KunOfonni disposte riapctlivimente. in 0, ed 0,. il cui v*.\c\t e pero dato dalle 

sarichà.jfiii ;*;>st(ifisje :dj; ; ■ . 

fenica interna a wna «rem di-raggio A. ■ • 
■eoo- densità p) . v . . - . ■ ■■ 



' * : ' jà' \ (carica interna a una sfera di" rotaie.. 4, 



■ : 1 



4ire a 3 



' *» (Ti - l) * 



3c. 



■W-rrì) 



3«c 



Vediamo che u:càrnt>b all'intento della carità is uniforme <c sparita la dipendenza 
da ?ì Ì3) ed £ própbi/Wrialc illfi distarà» S fra ì centri delle due: sfere-. Nel caso 
particolare fcbe i due ceritri comeidano, U campo -eiettrico «((Interno della caviti è 
nullo (ft=<; 0^ oo^utéojéiité «tn quanti) avevamo YÌsW negli esempi 6.U ed. E.l!>. 



EXIli Cùmpa elettrica generino ila una distribuzione (lì carila uìùfb'rrne su un jìfà 
Rìttl/rieo abito Ì^P> (btitghezza infintili). " * 

- ; Sia h (epsj!«ité) ; lj ideali lineare- dì canca.disposta aut ilio.. Consideriamo una 
suirerfìcte dlioAicà Sf'raggjtire altezza.^) coa^siaié còl filo, ed *l>pltcisianso ad SS 
teorema di Gaigg. Sqr.raglivi di simmetrià, il campo elettrico * ortogonale al filo, 
ed è costante su ufeni p™to A del tortello cilindrico. ; 5i fca penando: 

; Vt^TO^I^l ti t L 

(il flusso e nullo attraverso le basi del cilindro dove È ± dS). D'altra parte la carica 
Q M contenuta iiilemaruente al: cilindro è; 

Q in - >. I, 

In virtù di quéste relazioni il teorema di Gauss (eq. [T.22)) si scrive: 

XI. 



da cui: 



.J?.W.= 
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E.I.1Ì. Canino generato da una distribuitone uniforme di carica disposta sii un pianò 
infinitamente esteso (stinto piano). ; 

Sia o (costante) la (tensili superficiale di carica. Consideriamo una superficie 
cilindrica 5: di sezione normale A con le generatrici ortogonali al piano, e appli- 
chiamo àS il teorema di Gauss. Per ragioni di simmetria il campo t% è ortogonale 
al piano (non si ha dunque contributo al flusso dafia superficie laterale dei cilindro) 
ed ha modulo uguale a parità di distanza dal piano.' Il Busso attraverso S è dunque 
soio quello, attraverso le sue basi, e vale$ (EJ = 2ii £"„. D^aftrocaliW ia carica con- 
tenuta in S è semplicemente Q" 1 = A • o, per cui 1a 1L22] si scrive in definitiva: 



Piano uniformemente carico 



*>* A : " O 



da crii si «etra pur B v fa stessa espressione ette bevami! Ólcolafci dirett*: 
ampie a partire d*Ha [U5J. Si cojifcrrna^rrWYiàmijrji»;, tlfcril campo elettrico è nai- 
fonde nei iue semispe/.i in cut 3 plano infttn; Stiddividé lu ■ smania. 




IJ.13. Doppia aliata piano. Consideriamo dui piani paralleli ' infiaìcamente esiexl, 
su .rèi sia disposta una densità di carica ti uniforme,, uguale In modulo na 
opposta In segna. Calcolare il campo elertrioi, generalo m/I" spazio àrea- 
aliate, sii internamente che esternamente all'intercapedine fra 1 due piani. 

Il Cionpo elettrico può essere calcolato facumènte a partiip dai risultati relativi 
allo strato singolo (Esemplo E.1.12,. ovvero eq. ft 15]) applicando: il principio di 
sovrapposizione. . ■ ^ . ; ' 

Ctiiaraiamo Si lo strato carico positivamente ed Ei il carrrpo elettrico da esso 
generato, ed S : ed £, lo strato negativo e il rispettivo campo.: £i ad h\ sono uni- 
formi nel rispettivi setnispazl, sono fra di loro uguali-in modulo, e sono orientati 
cosi come ^mostrato in figura. Come si vede; essi si annullano à vicenda nelle 
regioni ()) e' (3) esterne all'intercapedine; nrenlre ; all'interno essi 
dando luogo a. un campo risultante E„ ditnodukr * 



Dtvnio strato carico 



(1.2.11 



Si' 



ed orientalo dallo Strato positivo verso quello • n^uiv.». , : 

In mpruera del tutto analona si può calcolare -il róniiiri generato da due strati 
dotati di densità di carica o lurifiiErrié delio stesso segno;;*) ottiene il riwiltato 
mostrato in liguri 

EJ.14 Msttrandn. In una certa regione ili. sparili: le tanfpónenif cartesiane di un 
campo elettrico E», si trota eie esse pestano ex/tir espresse nella sapiente 

E w = kry ' . 
£„ - krz 

dove fc é una costante e r è la disianza dall'origine del punto P(x.y,z) nel 
i/ìiale si considera il campo, , h 

Calcolare la quantità di carica Q contenuta all'intento di una sfera dì raggio 
R è centro nell'origine degli osti cartesiani di riferimento. 

In termini vettoriali, il campo può essere scritto nella fórma: 

F,. ~ krr 



E, 



[ed 



■ oif 



Infatti x,y,i costituiscono le componenti del vettore T. Si tratti dunque di un campo 
radiale. 

La carica Q contenuta all'interno della superficie sferica S di raggio H pub 
essere calcolata facilmente usando il teorema di Gauss (et). [1-24]): 

Q ■ e°*s(ìy 

dove *$(£y è il flusso di È, attraverso la superficie S. Considerata la particolare 
simmetria del campo E„ il calcolo del flusso uscente dalla superficie sferica è 
immediato: . . ' 

»s(ÉJ = \éf>- \trt-' \ki ì dS- kR 1 \dS = kg 1 4»«' - tzkR' 
SI ha periamo in dell nitida: ' :° 



1,6. !j3 prima equazione di Maxwell 

La prima equazione di Maxwell esprime la di Gauss in forma 
locale, anziché nella forma integrale ff.22]. Rispetto alla espressione inte- 
grale, la prima equazione di Maxwell e soggetta ad alcune limitazioni, sulle 
quali richiameremo l'attenzione del lettore; tuttavia essa è per contro 
suscettibile di generalizzazioni e manipolazioni matematiche che ne fanno 
uno strumento irrinuECiabile per affrontare nella sua generalità il problema 
dell'elettrostatica, e più in generale i problemi di elettromagnetismo. 

Cominciamo col dimostrare un teorema di matematica, detto teorema 
~ della divergenza, che ci servirà per ricavare la prima equazione di Maxwell. 

Consideriamo un campo vettoriale E(x,y,z), definito entro un dominio 
spaziale all'interno del quale le componenti di E siano derivabili rispetto 
alle tre variabili x,y, z. Ci proponiamo di calcolare il (lusso di E uscente da 
un volumetto elementare di forma paratlelepipeda e dimensioni lineari 
dx, dy, dz. Cominciamo col calcolare il flusso elementare uscente dalle facce 
H ortogonali all'asse x 

d^iscci - E • <& - ~ ^.W,*) * <fc 

dove x è il valore della coordinata x all'altezza della feccia ABCO; y, z sono 
il valor medio delle coordinate yei sulla faccia ABCD. 11 segno meno de- 
riva dal fatto che la normale ft uscente dalla faccia ABCD ha verso opposto 
all'asse x. Analogamente si ha, per il flusso attraverso la fawia EFGH: 

(/*Efcfl= dxj,z)dydz 

A meno di infinitesimi di ordine superiore, si ha: 

UE - - ■■ :> < 

EAX+ dxj,z) = E,(x,y,I) + -^-(x,y,I)dx '.r,-. ,. . - 

e dunque 



d$Mui = Z,(xj,zldydi-r —*-dxdydz 
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dà cui strade; 



ÒE I 
dx 



-di 



dove di — dxdydzè l'elemento di volume, lo maniera analoga si trovano i 
contributi di flusso attraverso le coppie di facce ortogonali agli assi y e 2, 
ottenendo in definitiva, per il flusso totale rf*, l'espressione: 

rf<D = + + li dT ■ * ri,»] 

\ 3x 3j> 8z / ,-.(.,„■ ,-n-..,^ l .i t r. 1 j 

io-I .' i'-',is..< -j.. 

Si definisce divergenza del vetture £ ( e [ a sl ìndica, con div£) la quan- Diverger™ di un vettore 
t\th;U '.>'/, i 



-s be* et; 

div£ - — *- + -r 2 - + -~ L - 
?)x ày oz 



IJ.30J 



per cui si scrive: 



d<b = dìvÉdx = àivÈ dxdy dz 



che è l'espressione che assume il Dusso uscente attraverso le facce del volu- 
metto elementare rft. A partire da questa relazione, si ricava fàcilmente, per 
semplice integrazione, il flusso uscente attraverso la superficie 5 che rac- 
chiude un volume finito t. Va intatti osservato .cbe la somma dei flussi eie- 
mentari d® dà contributo nullo per tutte le superfici elementari interne ad 
iV, ognuna delle quali e attraversata due volte, ma in versi opposta, quando 
si calcola il flusso uscente da due volumetti contigui. Integrando, si ottiene 
dunque in definitiva: 



E-dS=\ divi' di 



[131] 



Ilflus.111 di un vetture F attraverso una superfìcie chiusati è pari all'inte- 
grate delia divergenza di E calcolato sul volumi: 1 racchiuso da .9 (teorema 
della divergenza) 

Notiamo che ]a divergenza è un operatore differenziale c j, e applicato al 
campo vettoriale E fornisce la funzione scalare 4ivE. Un formalismo com- 
patto ed efficace per esprimere il teorema della divergenza (e più in gene- 
rale per esprimere le equazioni dell'elettromagnetismo) si basa sull'introdu- 
zione dell'O/warore differenziale vettoriale detto operatore nabla V: 



.0 f à f. 



[1.32] 



Teorema della di^tr^etiza. 



Operatore differenziale 
nabla V 



dove i, j, è sono i versori degli assi coordinati. In termini dell'operatore 
nabla, si può scrivere: 



div2T= V-E 



[1.33] 
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La divergenza di un vettore può essere scritta come prodotto scabre [ira 
l'operatore nabla e il vettore stesso. Tenuto conto delta [1.33], la [1.31] può 
essere scritta come: 

■pt S j £-dS = J V-É-dx [1.34] 

Accoppiando il teorema della divergenza (eq. [1.31] o [1.34]) con il teorema 
di Gauss (eq. p.251), si ha: 

Poiché il teorema di Gauss vale qualunque sia la superfìcie chiusa di inte- 
grazione S, Iti [1,35] deve vfdere qualunque aia il volumi; r. di integrazione; 
ciò implica l'uguaglianza delle funzioni integrande. Dunque: 



divff„ = — p(x,y,z) 



Piima equazione ili Maxwell ovvero, usando il formalismo dell'operatore nabla: 

, [Ué.a] 



H I 



La [1.36] costituisce la prima equazione rli Maxwell. Questa equazione 
è sostanzialmente equivalente alla legge di Gauss, dalla quale è stata 
dedotta senza aggiungere altra ipotesi se non quella che valga il teorema 
della divergenza- Ciò richiede, tuttavia, che il campo vettoriale E sia deriva- 
bile in ogni punto del dominio considerato: ipotesi che non era richiesta 
per la validità della leggu di Gauss. In effetti, negli esempi considerati nel 
precedente paragrafo, ci sono capitati molti casi in cui il carnpo elettrico 
presentava discontinuità: ciò succede quando la densità di carica è localiz- 
zala in porzioni di spazio di volume trascurabile (ad esempio assimilabili a 
una superficie, come nel caso dello strato, o del doppio strato). In allri casi 
(come nell'esempio E.I.8), il campo elettrico, pur essendo ovunque conti- 
nuo, presenta su una determinala superfìcie (sfera di raggio R, nel caso 
dell'esempio) una angolosità, per cui non ammette derivate su tale superfì- 
cie. Ciò accade quando la densità p subisce una discontinuità, passando ad 
esempio bruscamente (come succede in E.I.8) da valori finiti dentro e sulla 
sfera a valori nulli fuori della sfera stessa. In tutti questi casi, il teorema di 
Gauss è applicabile ovunque senza alcun problema nella sua forma inte- 
grale (eq. [1.22], o eq. [1.25]); mentre la R.36] può essere applicata solo 
all'interno di ognuno dei domini spaziali in cui il campo elettrico è ovun- 
, . , que derivabile, raccordando poi fra di loro le soluzioni ricavate all'interno di 

enfi] *" ciascuno di tali domini mediante opportune condizioni al contomo sulle 

ton-rsrn superfici di separazione. Esempi di applicazione di questa procedura ver- 

ranno trattati nei prossimi capitoli. 

A fronte dì questa limitazione, che la [1.3*1 ] presentii rispetto alla [1.25], 
vedremo però che la [U61 consente di scrivere il problema generale del- 



l'elettrostatica in termini di una equazione differenziale assai compatta ed 
efficace (equazione fondamentale dell'elettrostatica), y IC 

Osserviamo inoltre che ìa [1,25] collega fra di loro grandezze fisiche cal- 
colale in posizioni diverse: il campo elettrico sulla superficie Salii densità di 
carica (> nei punti interni alla superficie S stessa. Ciò non pone alcun pro- 
blema fino a che le grandezze in gioco sono costanti nel tempo; tuttavia la 
generalizzazione ai caso non stazionario non è immediata, considerato che 
una eventuale variazione nel tempo - ad esempio - della densità p dentro la 
superficie non può tradursi in una simultanea variazione del campo elet- 
trico sulla superficie, visto che nessun fenomeno fisico può propagarsi 
istantaneamente (cioè con velocità infinita). 

Al contano 'la [1.36] è una equazione locale, che lega cioè fra dì loro 
grandez7£ (uriche diverse calcolate nella stessa posizione. Essa si presta par- 
tanto a immediata jjuneralizzaaoné al caso non stazionario, introducendo 
semplicemente la dipendenza <Jfd tempo delle grandezze che in essa com- 
paiono. In effetti, la [1.36] costituisce non solo reqnazionc fondamentale 
dell'elettrostatica, ma è anche uno dei fondamenti delie più generali leggi 
deil'elettromagne tismo. 



SE sempi 

EJ.15. Calcolare la divergenza del campo vettoriale fr^ kr, ion h cesteria. 
Si ha evidentemente: 





kx 


/,■= 


ky 


./« = 


ki 



e dunque: 

Calcolare 1! fluito dui nitori ?v kì uscente dóììà sfarai xari- centro' riéli'ori: 
■■ line e raggio R. Vertficdrt la Validità dti tforsma della divergenza; 

" Si hai " ' '"" ". V : " [ ■ , ■ ■ - ' ' "" " 

■*!■.(?) =rj kr-dS= \ s kRdS= kR^'js_= kkinft' 1 = kixJt 1 
J divf.it ■ = \ lk <^ = Ìi<\fc =-3k-j-HR ì = kiicB> 

L'uguaglianza fra queste due quantità verifica la validità, In Questo caso, del teo- 
fama della divergenza. 



E.I.17. Un campo elettrostatico nel vuoto ha, in coordinate cartesiane, l'espressione: 

È, = iAx 1 

dove f é il versore dell'aste delle ascisse e A unii costante. Calcolare la den- 
sità votwrnica p detta carica elettrica che produce il campo. 
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[1 problema può essate risolto usando la prima equazione di MaxweJl, che sta- 
bilisce una reazione locale fra il campo elettrico E A e [a densità di carica p 



Raggio atomico 



Densità di massa della materia 
nucleare 



Essendo = (^x^0 + QX si ha 

. .. : ; f.£, arf j V ^^ + ^ + ^= 2 ,/ 

3x oy 02 

Dunque la densità- di carica p ha l'espressione: 

...... p ■= t„V • £„ = 2c^Ax . 

La densità di carica^iijiKurntì valori coitbin'ii su atriiti a scostante, dee" su piani paral- 
lèli ài piano >j. - :■ 



L1.1S, StmHiai trottolare della materia. 

Nel. littragrafy 1, T ahhiump riservato che la materia, essendo coe Lit aita di" àtomi 
e di molecole, ija struttura" granulare. A dispetto di ciò, nei paragrafo 1.4 abbiamo 
introdotto una funzione continua (la densità di carica p) per descrivere la distribu- 
zione spaziale della carica: abbiamo visto infatti, a commentò della definizio<ne 
[LIO], che ogni volumetto di dimensioni significative dal punto di vista macrosco- 
pico, contiene comunque un numero estremamente elevato di cariche microsco- 
piche. 

Nei precedenti: due paragrafi, abbiamo considerato alcune situazioni risiete 
nelle quali la. densità di carica è stata schematizzata come una ftn^ìatte dotata di 
discontinuità su particolari superficie o addirittura nelle quali la carica era localiz- 
zata completamente su domini bidimensionali (superfìci geomètriche), dotati dun- 
que dì volume nullo 

Forniamo in questo «ampio alcuni ordini di grandezza .delle dimensioni 
lineari- che- intervenefiDO alia -acala atomica^ a gìustificazkwi del; fatto che le sud- 
dette Bchrtnafizzazibhi sono' pienamente adeguale. & UéhCii vertala di^lrifcurforie di 
carica a. '«vello macroscopico 

In un altimfj iti pirbunio, il nucleo è cosliiuitó .da 6 (if.oiotvi :S f> neutroni 
(nujiiértì atomico Jv. = 6 numero di ' massa 'A ; i z},' erjiri4nforn'ti : . ima; à. rjiivòl& eléi : 
irofllÈui n costituita da sei .elettroni la cui massa * circa 2000 volW pli): pl«tìa iifeH» 
massa del mlcleo. "'■ .. ...,..;..,..,.!.......;.. . .v.. . . .. 

Le dimensioni Ìlncarr(raa£io fi) del nucleo 
.mente, esprèsse. 'trami te. 'là .relazione., empirica.. ........ .1'. . .. : '. '. ..... .. 

R -"fi, A m ' 

dove R c <* 1,5 /=* 1.5 .'■ li) -15 m (1 /= 1 fermi m I0~" m). Net 'taso del carbonio 
(A = 12), risulta R = 3,5/ Osserviamo per inciso che, essendo w - 1,67 ■ fcg 
La massa di ogni nucleone; la densità di massa Ò del nucleo atomico e dell'or- 
dine di 



lì - 1,67 ■ 10; 2J kg 



1,8 10 



iO~~Jrjt 



10" 



10 



(centomila, tonnellate . per millimetro cubo!). 

11 raggio^ della nuvola di elettroni (il raggio del] storno) è mollo più grande 
(circa 100.000 volte maggiore) del raggio dei nucleo; esso è. infatti .deilL' ordine .di 
10" " m (l(T w -m = 1 A~ uh Angstrom). Questo valore del raggip atomico è tutta- 
via molto minore delle lunghezze . significative noi problemi, ma croscopicL. 
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La materia si presenta el etilicamente carica per conscguen7.a di variazioni, per- 
centualmente assai modeste, della popolazione di elettroni mei suoi atomi. Queste 
v^riazioni si manifestano* in corrispondenza delle superfìci che delimitano i vari 
materiali* su spessori confrontabili con il raggio atomico, cioè su spessori dell'or- 
dine dell'Angstrom. Si tratta di spessori che sono in effetti trascurabili rispetto alle 
dimensioni caratteristiche degli oggetti macroscopici. 



1.7. lì patemi&te elettrico- 
li campo elettrico generato da una carica puntiforme Q ì> espresso dalla 
legge di Coulomb (cq. 11.4]): 



4ne„ 



[1.41 



Se moltiplichiamo scalarmente te Li.4] per uno spillamento elementare di, 
e noi integriamo lungo una qualunque traiettoria ijhe porti da una posizione 
r A a una posizione B, Si ha: ; -j- ■' ; * 



■rdr- 



lj 4itp„ r w 4 

-i ì 4ti£„ I <i- J> - 4jie„ L r À r„ \ •' 



1 



- f , I 




11 campo ckUrostatìco è c<m- 
serva tivù 



f, ' 1 J 4 «5, L r l* ■ 4j[e„ ,_ .„ „ j s 

* ncf*rt I >> T èwii.\Y* 

Questa relazione mostra che il campo elettrico generato da aria carica pun- 
tiforme e un campo conservativo; il suo integrale di lìnea fra due posizioni 
A e B dipende infatti solo dalle posizioni Jet non dalla particolare traiet- 
toria che si segue per andare da A a B. 

Ponendo V„(r) -± ■■- — I C (con C costante arbitraria), si ha: 

Ovvero, sei £ è una posizione di riferimento e P la posizioni generica di ì,a.,.i^„ 



Ai 



- -SWEduialiL.-i.lj^L 



ti niD/fone (x,j>, 2), di cui la [1.39] (o la [138]) rappresenta la defìnizio: 
viene detta potenziale elettrostatico generato dalla carica puntiforme Q. Il 
potenziale V,{x,y,z) corrisponde aSTenergia potenziale già introdotta per i 
campi conservativi, con la precisazione che ci si riferisca a una carica unita- 
ria (con le cautele specificate a commento della [1.5]). Le dimensioni fisiche 
del potenziale elettrico sono quelle dì una energìa fratto una carica elettrica; ( s ' e " ^ 
l'unità di misura nel sistema SI è detta Volt, ed equivale a un Joule fratto 
Coulomb: 




Potenzile elettroslat i co 
energia potenziale per unità di 
carica 



i 



1*1 = 



[Energia] Joule 

[Carica] ~ Coulomb 



s Volt 



■r ) 

Volt, unità di misura del po- r 
te oziale elettrico ^tó-^ 



iZtettfusùitica itti vuoto 35 



esso ammetterà dunque un potenziale V a legato al campo dalle medesime 
relazioni pJSJ (ovvero 11.39]) e [I.+O] (ovvero [1.41]). 

Se le sorgenti hanno urta distribuzione costante e nota, in domini limi- 
tati dello spazio, cosi che si possa porre uguale a zero la costante additiva 
arbitraria, allora l'espressione esplicita del potenziale V r Jx,y,z) si ottiene 
per immediata generalizzazione delle [1.42); 



Mr) |7- ri 



per distribuzione discreta 



per distribuzione continua 
su dominio tridimensionale 



[1.43] 



11.44] 




a&j,£) dS' 



per <lìitriliu7j(ine contìnua 
su dominio bidimensionale 

per distribuzione continua 
su dominio unidimensionale 



]I.44.a] 



(I.44.b] 



Pritìcii^n di sovl apposizione o 
addiiiviti dei potenziai i 



dove r è il vettore posizione del punto dove si calcola il potenziale; F, è il 
vettore posizione della carica iesìma; ? - (x',y',^) è la posizione delPele- 
mento di carica dì cui si calcola via via il contributo al potenziale; p, o, 1 
rappresentano la densità di carica, rispettivamente volumica, superficiale o 
lineare; dJ, dS\ di' l'elemento di volume, di superfìcie o di linea su cui si 
esegue l'integrale. 

Queste relazioni sono le analoghe della [1.7], [1.11], (1.15] e [1.16] per il 
campo elettrico. 

Osserviamo che il potenziale V, è una funzione (scalare), che ovvia- 
mente risulta dipendere in generale dal vettore posizione r (e dunque dalle 
coordinate cartesiane x,y,z) e non solo dal modulo r di r. Il tallo che il 
potenziale sia unti funzione scalare, rende il suo calcolo meno laborioso di 
quanto non sia il calcolo del campo elettrico È, attraverso le relazioni intro- 
dotte nel par. 1.4, Quando sian o n ote a pri ori le distribu zioni di carica, il 
nietodojiiù. efficace j>eTca(colare ircamjo ejèttrico e ".uelli Ttfi calcolare il 
F^enWeJwmite ji,|J.4J],<s i le [Ì.44J e _da_gues_tu ; il camjiojsletoico traete 
la JI41 ji 'anzìché calcolare direttameo tc'Ù campo elettrico attraverso la [L7], 
[1.11], [1.15], 0.161- 

Osserviamo anche che nel caso più generale possono essere presenti 
sia distribuzioni discrete che distribuzioni continue (sia volumiche, sia 
superficiali, sia lineari), e si_rfotfrr™1 e è allora somma d w pntfmTìali flag- 
ra ti separatame nte d^_o^nijtjpp.,i^,^tnfeusioiie- ( Pi-,., t. pi? "<*.' joCrtf;^*..», r*") 

Quando [e distribuzioni delle cariche sorgenti non ci siano cote a 
priori (ciò accade ad esempio se esse sono dislocate su conduttori), la 
[1.43] e le (L44I non sono più utilizzabili per il calcolo del potenziale; 
discuteremo più avanti (cap. IT) le tecniche che possono essere impiegate 
in questi casi. 
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derà dunque solo dalla coordinata x. Quanto alla dipendenza di V„ da x, si 
ha dalla IL<t4.a]: 



Per R — 0. questa espressione vale — — ; mentre per R -* tn essa tende a 

/ Cu 

infinito. Per cui la relazione precedente ci fornisce, per il potenziale, 
l'espressione formale 



KM - 



2 e. 



Distribuzioni 
estendenti iill 



ili carica che si 
'i riunito 




Espressione, .questa, priva di Significato matematico. Questo difficoltà nel- 
l'uso delle 11.44} si imonlra tutte le volte iti cui la distribuzione delle cariche 
sorgenti si estende Jino all'infinito: difficoltà che potevamo aspettarci, consi- 
derato ctie nello scrivere le [1.44] abbiamo ipotizzato citò Ogni elemento di 
carica fornisca al potenziale Un contributo che si annulla, ali 3 infinito; ma al l'in- 
lìnito è situata h. maggior parte della carica che genera il potenziale stesso. 

Le (1.44], cosi come sono scritte, sono utilizzabili solo qualora tutte le 
sorgenti siano localizzate in una regione limitata dello spazio. 

Questa non pare una limitazione significativa, considerato che, nella 
realtà del laboratorio, non esiste distribuzione di carica che si estenda fino 
aifin finito. ^' 

Tuttavìa quella di considerare distribuzioni che si esteodono all'infinito 
è una schematizzazione utile in molti problemi; e conviene sviluppare una 
espressione alternativa per le P-44], che sia utilizzabile per distribuzioni che 
si estendono all'infinito. 

All'interno della distribuzione di carica p, consideriamo l'elemento di 
volume di!, il cut vettore posizione ÌF. 1 contribulo che esso fornisce al 
potenziale V t (T) nel punto P è: 



1 



4nt 0 \7-T\ 



H-46Ì 



I*i costante arbitraria, a meno della quale il potenziale c definito, È stata 
scritta come dC, poiché essa è in generale dello stesso ondine di dK- 
Per arrivare; alla [1.44], avevamo supposto che ognuno di questi contri- 
buti fosse tale da non fornire alcun apporto al potenziale all'infinito; cioè 
avevamo supposto che fosse nulla la costante dC. Poiché ciò ingenera la 
difficoltà che abbiamo più sopra riscontrato quando la distribuzione si 
estende all'infinito, scegliamo ora la costante dC nella precedente relazione 
in modo che dV„ sia nullo, anziché all'infinito, in una posizione di riferi- 
mento />„, peraltro arbitraria, di vettore posizione r„. Osserviamo che la 
costante dC è - per definizione stessa di «costante» - indipendente dalla 
posizione r dì P~, tuttavia essa dipende in generale dalla coordinata f' del 
particolare elemento di volume ihf di volta in volta considerato. Ponendo 
nella [1.46] f = r„ e imponendo che in tale posizione sia dV„ = 0, si ha: 



Eictfwstatica ne! vuoto 39 



da cui; 

„ r _ 1 

de = — ~ p ^7 
4ne„ k„-r| 

Sostituendo nella (1.461 e integrando su tutta la distribuzione delle cariche 
sorgenti, otteniamo: 

e relazioni analoghe nel caso die la distribuzioni! di carica sia una distribu- 
zione dì superficie o una distribuzione lineare. La p.471 sostituisce la [1.44] 
nel caso che la distribuzione delle cariche sorgenti si estenda fino all'in- 

fÙNtlL 



Esempi 

| Vliìazare fa [I.47J per calcolare il potenziale generato da ima distribuzione 
' superficiale unifórme di densità superficiale (costante) o su un piano infinito. 

Si traila dì ricavare, direttamente, la fL45). Usando i simboli definiti in figura, 
e inipònebdé che il pcrteatiale si annui b' in A (e dunaue sia ?„ = OA), abbiamo: 



Per coi la [L47J diviene: 




Ri ?.«„ ^ \jR ! + .x' ! 



TiatEandosi di una distribuzione superficiale, al 
adS - v2n/tdjt. lisegucndo l'integrale si ter 



pósto . di pi/V, abbiamo, posto 



Nell'ultimo : passaggio, abbiamo tenuto conto dd fatto che: 

U 'primo passando si ha molttpUcando punneratore e denominatore per 
f/R? + P'+K). 
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E.I.23. Usando la [L47J, calcinare il potenziate generato da un fiìo rettittneo unifor- 
memente carico (densità lineare X). 

Scegliendo come punto in cui V n = 0 un punlo arbitrario P Q a disianza s 0 dal 
filo, 'usando ì simboli definiti in figura la 11,47] si scrìve 




e soslituuTidn nèlla relazione precedente si ottiene enti sempiici fhtvsut&i: 



1.8. Alcune considerazioni sul significata dì gradiente 

La definizione di potenziale elettrico comporta che esso sia legato al 
campo elettrico dalla relazione differenziale [US.a]: 

É„-dJ=- dV, /TJS.a] 

Ciò implica die il campo elettrico possa essere ricavato, a parlile dal poten 
ziale V c , applicando a questo un oppoilunn operatore differenziale; opera- 
lore che abbiamo chiamato - a parte il segno - gradiente di V, (grad f„; 
vedi eq. 1.41]): 

t, = - Brad K L1.41J 

Combinando queste due relazioni si ricava la re)a?.ione che intercorre fra il 
gradiente dì una funzione e il suo differenziale 

tela/ione Tra il gradiente gj5 d r/ . jj— jy^ rj 48] 

gSltl K„ e il differenziale dV„ 

La [1.48] costituisce, in effetti, la definizione dell'operatore gradiente. Se * 

siamo in coordinate cartesiane, allora 

e inoltre 

di = {clx, dy, dz) 
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per cui la [1.48] si scrive: 

(grad CJ, ■ dx + {grad V 0 ) } ■ dy + (gnu! CJ ; ■ di = 

-■2— 

relazione che deve valere per qualunque valore di di = [dx, <fy, di); da cui 
si ricava, per confronto fra il primo e il secondo membro, l'espressione 
delle componenti cartesiane dell'operatore gradiente: 



Componenti cartesiane del 
sradiente 



(grad. fU = 



ar„ 

Si 



iV 

(grad. CJ, - 



(grad. f„), - 



a? 



coerentemente con quanto segue dal confronto tra la [1.4(1] e la [L41]. Qua- 
lora nel problema si usino le coordinate polari, allora: 



ir 



3K, 

ae 



e inoltre 

df = ((/r,r(/e,/-sin9 </<(>) 
per cui la [1.48) diviene 

(grad Và,- dr+ (grad fg„ r<ie + (grad l'arsine d<o = 

dr a« &> 

da cui per confronto fra i coefficienti di dr, </G, 4<f al primo u al secondi 
membro; 




(grad fU = 



ar. 



(grad - — — — 

i ar 

(grad = -^-^ 



[1.501 



Componenti poi uri 
del gradiente 



Queste rappresentano le componenti de! gradiente in coordinate polari^ cui 
conviene ricorrere (anziché alle componenti cartesiane) quando il problema 
abbia particolare simmetria in tali coordinate. 

Ma torniamo ora alla [1.+8J esprimendola, anziché in termini di compo- 
nenti, in termini dei moduli dei vettori che in essa compaiono. Si ha 



dV, = grad V„ ■ di ■ cosfi 



iii 
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Derivata direzionale di una 
funzione di più variabili 



grad V„ 




grad V b è ortogonale allo su- 
perflui C4|u [potenziali 



La derivata direzionelc è mas- 
sima orlogonal mente alle su- 
peraci equipuleniiiali, e in tal 

caso " = grad f a 
ttn 



• IL campii elettrifo è orlOGO- 
nate alle super lì ci equipoteiv 
ziaii 



dove a è l'angolo ohe fra loro formano il vettore grad V, e lo spostamento 



elementare di. Dividendo ambo i membri per di, si ottiene il rapporto - 



di ' 



the rappresenta la variazione per unità di lunghezza della funzione K„ luogo 
la direzione / di di (derivata direzionale di V a lungo la direzione ì): 



dV» 
di 



— grad Y, * cos a 



P-51] 



La (1.51] ci di«i! che la derivala direzionale di V„ parallelamente ale data 
dalla proiezione su I del gradiente di f a , 

in un» posiziono generica P il gradiente di V, è un vettore, in gene- 
rale non nullo, le cui componenti cartesiane sono date dalle [1-49]. Se a 
partire da P ci si sposta di un tratto di ortogonalmente a grad K„ (cosicché 
AV 

a .= n /2=s cos ri = 0), si ha — f- — 0, cioè Y n - costante. Ciò significa che 
al 

grad Y t ì diretto ortogonalmente alle supcrfid V, - costante, cioè ortogonal- 
mente alle .tupeifid equipoimitalt. Se anche di e diretto ortogonalmente 

dV, 

alle superfici equipotenraali {cosa = 0) allora la derivata direzionale . 
risulta massima, e coincide con il modulo del gradiente: 



dV„ 
dn 



= grad V, 



11.52J 



Osserviamo anche che il reno di grad V tl è nella direzione (ortogonale alle 
superfici equìpoterizìali) in cui il potenziale aumenta con la sua derivata 
massima. 

Nel caso particolare in cui V 0 rappresenti il potenziale elettrostatico, 
tenuto conio della [I.4I] (È, è appasta a grad TJ: 



E. grad V t 



LUI] 



Si ha da quanto fio qui detto che il campo elettrico E, è ortogonale alle 
superfici equipotenzutti, nel verso in cui il potenttaie ciettro&Hitlco diminuisce 
con derivata direzionale massima {in modulo). 



-1. 



1.9. TI (tSpulo etettrico 

+ q _ Nell'esempio £.1.3 abbiamo già calcolato, £n jina_EafticolareposÌ2Ìone, 

il campo elettrico generato da un sistema costituito da due cariche q uguali 
ed opposte poste a distanza fìssa pari a & l'una dall'altra; sistema che 
abbiamo chiamato dipolo elettrico, caratterizzandolo con il suo momento di 
dipolo p = q 6 {6 orientato dalla carica negativa alla positiva) 



p = q 6 [momento elettrico] = [Coulomb] • (metro) 



(153] 



Il dioolo elettrico è [a più semplice fra le distribuzioni di cariche, 
subito dopo quella costituita da una singola carica puntifórme. Lo studio 
delle azioni elettrostatiche esercitate o subite da un dipolo elettrico, cui 
dedicheremo il presente paragrafo e il prossimoi, è di particolare rilievo 
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perchè ad esse sono riconducibili le interazioni elettrostatiche più semplici 
cui sono soggetti sistemi microscopici elettricamente neutri (atomi o mole- 
cole non ionizzati). 

Calcoliamo in primo luogo l'espressione del potenziale elettrostatico 
generato dal dipolo a distanze r molto maggiori delle dimensioni lineari del 
dipolo stesso: r » ò. 

Il potenziale V nel punto P è dato da (vedi eq. [1.43]): 



Pli.y.z) 



K(P) = 



1 



Per r » o sono valide lo seguenti approssimazioni: 
r + r « r* 
r. — r + = 6 cosa 
per cui 11 potenziale V{P) può essere scritlo come: 

qh C05B p cosa pitico»! a 



4jte„r J 4ji£ (1 / j ^tie,^ 



ovvero: 



V(Pì- 



4ltE. 




[I 541 



Potenziale generalo da un di- 
polo a i » f> 



Ricordiamo che questa espressione del potenziale include la condizione che 
il potenziale sìa nullo all'infinito. Osserviamo anche che mentre il poten- 
ziale generato da una carica puntiforme detresce come 1/r per r -» o° , i] 
potenziale generato da un dipolo decresce come Ur*. 

Noto il potenziale f tl possiamo ora calcolare il campo elettrico E, sem- 
plicemente applicando a V„ l'operatore dì gradiente: (ale procedura molta 
in questo caso più immediata se si opera in coordinate polari. Scegliendo 
l'asse 2 coincidente con la direzione di j>, l'angolo a che ? forma col raggio 
vettore 7 coincide cqn l'azimut B del punto P in cui si calcola il polonzinle; 
ia II.54J diviene: 



1 p costi 

4tIE<, Z 2 



Applicando a questa espressione di V„ le [1.50] si ha: 

9F„ 1 2j>cos« 



£ or = -(gradFJ r = 



&> 



E,,, = - (grad V a ) t — — ^ 



4jie 0 r 1 

1 psiPB 



[1.55] 



Osserviamo che il campo elettrico giace nel piano ir (cioè nel piano pr) 
come 5 evidenziato dal Tatto che £„. -- 0, 




Camp» elettrico generato da 
un dipolo espresso in coordi- 
na tf polari 
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Esempio 

E. [-2 4. Calcolare le componimi innestane ite! campo elettrico generato da itfl dipolo, 
esprimendo il risultato in coordinate cartesiane. 

Tenuto conto chi e = -j x 1 + y 1 + z 1 e rcosfl = z, il potenziale [1.54] assume 
in coordinate cartesiane la seguente espressione: 



Campi) elettrico ècnc-ratu da 
un dipoli) espresso in coordi- 
nai*: cartesiane 




.1*2 



Ante (j ! + y 1 + 
Applicando le (1.49] si ottiene ftidl mente: 

É<3? = 



4rc (i 3 + y' + i*>" 
e _ 1 ? z 



4 BC „ ( J c 2 +y+i¥ r 

ripeto è pamlicia o atuipamllela ai momento p ttel dipolo^ 



K.LÌ5. Jroi'are fe jwstzinnl in oh /j direzione del campo élfarSco generalo da WJ| 
Fìù ^melicamente, ]e [1.56] pcissona eìrserc scritte come C 



E** — 



3 Jt£ 



4ns, 
f 3 yz 



-1nc„ 



[I.S6.al 



e .... '-JJ£+L\ 



con ^ x'- t- y ì +"?. Le Jl.^fi] sono strhtc nell'ipotesi the 5 sia posto nell'ori- 
gine, or'tenlato parai Iclamenlc all'iisse z. Pertanto lo posizioni cereale Wno ipicHe in 
cui = 0 [ma •/ 0) Ciù accade; 



a) nei punti situati sull'asse z (x - (1, v - 0). 
In tali punti si ha fa, = 0; ed essendo inoltre r -- 



i, si ha 



2; 1 



2n:£ th 



Allontanandosi da] dinolo, il campo diminuisce come poiché £ w > 9, il 
campo e parallelo al momento p. 

b) Nei punii situati sul piano jtv (z 0). 
In tali punti si ha E» — B v - 0, ed inoltre 

Anche su tale pir*no„i) campo diminuisce come allontanandosi dalla posizione 
de! dipolo; essendo £„■ < 0, il campo è amiparaJlelo a p. 

Ricordiamo che le esuressi(>ni [1.56] (così come le equivalenti [1.55]) sono 
valide, per le approssimazioni fitte, solo fino a che ci si trova a distanza molto 
grande dal dipolo (r » 6). 



Le linee di forza del campo di dipolo sono, per un dipolo disposto 
lungo Tasse z, del tipo di quelle riportate in figura sul piano yz. Le linee di 
■ forza nello spazio si ottengono per rotazione intorno all'asse z. 

Osservazione: Consideriamo la funzione V{i)= ed applichiamo ad essa 
l'operatore di gradiente. Ciò può essere fatto ricorrendo alla espressione 
cartesiana 11.49] dell'operatore gradiente, tuttavia il calcolo risulta assai più 
immediato utilizzando l'espressione polare [1.50]: 

QV _ Jò_ I J_\ _l_ 

r ae r m \ W 

rsinft Oiu /-SÌnfi 3ip \ 1 1 

Relazioni che possono essere sintetizzate nella seguente espressione vetto- 
riale: 

erad(-^) = -- [LJ7] 

Utilizzando la [1.57] nell'espressione [1.54] del potenziale generato da un 
dipolo, otteniamo: 

= -T-^ = - -+~p-vii {-) = -"p — P ■ « (-) 11581 

Questa espressione del potenziale generato dal dipolo ci tornerà utile nel 
terzo capìtolo. 



LIO. Azioni meccaniche su dipoli elettrici Sri un (.-ampo elettrico 
e stemo 

Consideriamo un dipolo rigido con momento di dipolo p, immerso in 
un campo elettrico esterno descritto dal potenziale V t . Ad opera del campo, 
il dipolo è sotloposto ad azioni meccaniche. Come per ogni altro sistema 
.rigirio, iati azioni meccaniche sono completamente descritte dai risultante F 
e dal momento risultante M delle forze. 

Allo scopo di chiarire gli aspetti fisici essenziali del fenomeno, con- 
viene esaminare, innanzi tutto, alcuni aspetti particolari sui quali ragionare 
con procedure dirette e già acquisite. Successivamente svilupperemo consi- 
derazioni più generali che daranno luogo alla formalizzazione compieta del 
fenomeno. 

Consideriamo dunque il caso semplice in cui unjiipoio elettrico dì mo- 
mento p sia immerso in un campo elettrico uniforme E,. Come evidente dalla 
figura, sul dipolo si manifesta una coppia di forze di momento M = px 
mentre il risultante delle forze risulta essere nullo. Nel caso in cui il cam- 
po elettrico non sia uniforme, oltre nd una coppia di forze, si manifesta 
un risultante non nullo delle forze. Nell'ipotesi che la disianza fi tra le 
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/cariche del dipolo sìa piccola «spello alle altre distanze in poco, il lisul- 
/ tante delle forze avrà l'espressione: 

F= h + h = (-q)È(x,y,z)+ qÈ(x+ dx,y+ </>,z+ di). 

La componente F s del risultante, a meno di infinitesimi dì ordine superiore, 
avrà allora l'espressione: 




Energia potenziale dì un dipo- 
lo di momento p immerso nel 
campo elettrico esterno £^ 



= 8 • grati f, = p - grad £, . 



Per le componenti yeìsi ottengono relazioni analoghe, così che sinte- 
ticamente si può jscrivere: 

f=^-grad>£^(p-V)£, 

dove l'espressione (/>■ grati) indica l'operatore differenziale: 

(p ■ grad) = P,-fa-+ P, "gjr + P* UT ■ 

Allo stesso risultato si giunge considerando che, trattandosi di forze 
conservative, esse ammettono una funzione energia potenziale U; ed f ed 
Af devono essere deducibili da U una volta che questa sia nota. L'energìa 
potenziale U del dipolo, d'altro canto, è immediatamente esprimibile in ter- 
mini del potenziale V„, ricordando che V, rappresenta l'energia potenziale 
per unità di carica. Con ovvio significato dei simboli, si ha dunque: 

t/= E/ H + U w = -q-V a (T) + q. (■;<?+ 8) 

Ponendo K„</+ 8) = V„{r) + dV t , questa relazione diviene: 

V=-q-K(f)+q r,(r) + qd^=q àV a 

D'altra pane, usando la [1,48] (ponendo in essa d! — 5) la precedente rela- 
zione può essere scritta in termini dei gradiente di V s : 

V = q ■ dK = q ■ grad e o ■ à = grad K e • i<t = - É„ ■ p 

avendo ricordato che E„ = — grad V„ e p — q - 5. Dunque jn definitiva 
l'energia potenziale del dipolo immerso nel campo elettrico £„ è espressa 
dalla semplice relazione: 



V=-E„-p 



fI-59] 



Urta volta nota Pe&piessione dell'energia potenziale U r possiamo ora ricavate il 
risultante F dell? forze e il loro momento risultante M. Ricordiamo a (al line che il 
lavoro elementare dL compiuto dalle forze che agiscono su un sistema rigido 
quando questo compie uno spostamento elementare caratterizzato dalla traslazione 
dì e dalla rotazione tffl = J d$ (à = asse di rotazione; rfft = « spostameiita ango- 
lare» elementare) è dato da: 
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D'altra parte, h dL = — dU y dove 4V può essere posto Della forma; 

è la derivata direzionale dell'energia potenziale U nella direzione dì\ e-r^- è la 
derivata di 1/ rispetto all'angolo 8. Per confronto fra le due precedenti relazioni si ha; 

[!.<*>] 



Fili ^-dl 

3/ 



m ■ ti e = ■ 



rf9 



Osserviamo ora che nella relazione U^-— — È*, - p =>■ - ^ ■ p - costì la dipcn- 
densi dalla posizione è contenuta solo in E v ; mcnlre la dipendenza dal % compare 
sólo tramite tos*. 

Feriamo si ha, usando la 1X48]: 



■ grad {£„ ■ p) • di 



[1-6)1 



rf8 ■- 



- (- E, ■ p ■ crjsd) d« = ZT t • p • sinS ifft =■ (£ x p) rfd 
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Confrontando queste due relazioni con le [1.60] otteniamo il risultato cercato: 



F= grad 



(p cost) 



[I-62J] 



[I.62.b] 

"X. 

Qssurviamo cne la [l.tì2,a], scritta eomponente per componente, assume la forma; 







yjc 


p - 




, Ofi'n, 










ag, 

av 


? - 




p + -^ 




11.631 


*■ --2- 




■02 


p = 


aj 7,1 + a? 




Pi 





Ricordiamo ehe, essendo il campo E 6 conservativo, deve essere: 



3E„ 
te 



8g M . 



3£„ 

cu 



3j 



Sostituendo queste relazioni nella prima delle [1,63], e le altre analoghe nella 
seconda e nella terza di (ali relazioni, si ha: 



35» 
te 



8> 



3; 



■ p ; = (grad fjf 5(f.7)f„ 



te 



3v 



3z 



Risultante e momento risul- 
tante delle forze esercitate dal 
campo sul dipolo. 



Le [1.631 « [1-6+1 rappresentino relazioni fra di loro equivalenti perjl calcolo della 
fona risultante che il dipolo subisce ad opera del campo estemo esse esplici- 
tano, componente per componente, la [1.62.a], 

Notiamo che il risultante delle forze agenti sul dipolo e diverso da zero solo 
qualora il campo f 0 dipenda dalle coordinate (o mepjio dipenda da almeno una 
delle coordinate). Nel caso in cai il campo E„ ilo uniforme, l'unica azione mecca/oca 
elle si esercito sul dipolo è equivalente a una coppia di momento Jf=f n E,. 



Esempio 

TU» UBtri^ti^triM-di^me^o.p^^^ié-n^atoa mantenere /iss* la sini 
tanfiimn^ìoiir (posOlone e orientamento). Sulla rena individuala da' et, e nei 
imi positivo, 'fi distoma d» ì è.di&posto ut! staindt dipo/O -di tiio- 
jnuntO. fa = <Tì &- Quafutrimo è mantenuto in /jóiiiiortf Jìw mù V Juo onay 
tameàlo é /icwro- Inizialmente; roriéntmertlo di p 2 è opposto a quello di p/, 

■ • - ' Qua!?' nrienutmonm ra^hiitge iij att'equmbrio, è di quante e vàtwiu fo iuji 
energia potenziate?. A quale fona risultante F è umetto p"j ài! opttà di p, 
nella situazione finale? 

Il campo elettrico £ t generalo dal dipolo p, nella posizione occupata da ' Àpub 
essere calcolato usando la [L56:a); ponendo in esse x = y-~. 0 e z = r - d si ha; 

f„ = o - ■) e. - t;.t: ~ 

Inizialmente p\ è diretto in verso opposto all'asse z, per cui: 

= 0 Ph - 0 <*■ - • ?; 
L'energia potenziale; ài pi nel campo È,, vale dunque: 

Airetjuiliprid, y\ assoine la configurali une di er.cr«i£ v :-.ir.ma\c ramina, che è 
qutìta direna concordemente ?. K,. ih cui: 

In tale «mliguniiiìone e: , - 

La variazione di energia è dunque: 

(/fin - Um j^T < « 

Pei il calcolo delia fòrza, usiamo le [1.631 ponendo in esse jier fi, le [1.5tì.aj e 
per pi ie (1.65): ' 
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I-seguendo la derivale parlali dì questa funzione, e calcolando tuli derivate nel 



punto x = 0; >> = 0; t = d si ottiene: 

F, = D 

F y =. 0 




Si tratta di una forza diretta in verso opposto all'asse z, e dunque attrattiva, È 
una forza proporzionale all'inverso delia quarta potenza della distanza d, e dunque 
decresce molto rapidamente aM 'aumentare della .distanza sUissa. 



1.11. Svita pi» ili serie iti muJUpnSi 

Consideriamo unti distribuzione di carica, descrìtta dalla funzione den- 
sità f>(x,y,i) t contenuta in uni regione limitala di spazici. Supponiamo che 
la distribuzióne sia mediamente neutra, cioè che contenga nel suo insieme 
tarila carica positiva quanta carica negativa; in formule: 



Consideriamo una supefìeie chiusa 5, per comodità sia essa sferica, che con- 
tenga la distribuzione di carica al suo interno. Per il teorema di Gauss (eq, 
(1.25]) t! flusso del campo elettrico uscente da S.è nullo. Se la distribuzione 
di carica ha simmetrìa sferica {in tal caso S può essere presa concentrica 
con essa) per ragioni di simmetria segue che il campo eie lirico su ogni 
punto dì S (che per altro è generica) è nullo. Una distribuzione dì carica 
mediamente neutra, se dotata di simmetria sferica genera al suo esterno un 
campo ovunque nuHo. 

Se la disi ri bufone di carica, benché neutre, non ha simmetria sferica, 
, questa conclusione non vale piò: il flusso uscente da S 4 ancori nullo, ma 
ciò può essere dovuto a una compensazione di porzioni di 5 in cui il flusso 
è negalo con altre in cui esso è positivo. Del resto, abbiamo visto, col 
dipolo elettrico, una situazione concreta in cui ciò accadeva, In generale, 
non é detto che un sistema complessivamente neutro dal punto di vista elet- 
trico, generi intorno a sé un campo elrirriai nullo. 

Naturalmente, tutte le caratteristiche del campo generalo da una deter- 
minata distribuzione di carica sono contenute nella sua espressione 11.11], o 
nell'equazione di Maxwell [1.36]; ovvero nell'espressione del potenziale 
(1.44}. Tuttavia, poiché il calcolo esplicito del campo attraverso tali relazioni 
. è usualmente piuttosto laborioso, conviene caratterizzare una distribuzione 
di carica p{x,y,z} con alcune sue proprietà di insieme che consentano di 
calcolare in maniera più immediata le caratteristiche del campo - o del 
potenziale - che essa genera a grande distanza; cioè a distanze ? molto 
grandi rispetto alle dimensioni lineari della regione di spazio in cui la distri- 
buzione di carica è contenuta. 

Ciò può essere fatto sviluppando la distribuzione di cariche in serie di Sviluppo in serio di multipoli 




multipoli. 



Consideriamo dunque una distribuzione di cariche p(jc,y,z) contenuta 
in una porzione limitata di spazio, ma senza più porre la condizione che 
essa sia mediamente neutra. Analizziamo le caratteristiche del potenziale 
K(r) che tale distribuzione di cariche genera a grande distanza, Benché noi 
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qui ci riferiamo, per fissare le idee, a una distribuzione contìnua di volume, 
le stesse conclusioni valgono per una distribuzione discreta, ovvero per 
distri buzzoni superficiali o lineari. Partiamo dalla equazione [1.441: 



ovvero, in coordinate cartesiane 

l'cr l'ipotesi die ci doviamo a grande distanza (r » r 7 ), il (attore 
/= j. :_| y y - [(*- *Y + 0--/) 1 + (* - ^T" 1 

che compare ntlln [1-675} può essere sviluppato in serie intorno al punto 
? = tv,/,!') — ti. Arrestiamo per il momento tale sviluppo 01 primo 
ortfine, cioè poniamo: 

/{yy^> - /fo) + ~ (0) ^ + (o) y + (0) - / W7i 

Tenuto conto della definizione di / si ha; 



Carica totale q e momento di 

cirpoJo p dì una distfibuziune ^(qj = [x 2 + y 7 + z*$~ m ^ 
dì carica f 



-^-(0) = *-)' + (y-/) 2 + (2- j , ) , r w |, v ^ n =• -7- 

(o) = |d - i > - x- ^ + c - /)= + (z - ^-'"Uv-. - -7- 

Sostituendo te II.S81 nella [1.67] abbiamo: 

1 , l/' pì 

|7-?l 



[L6SJ 




[l.fi9] 



Tenuto conto della [1.69], la 11.44] può essere scritta nella seguente forma 
approssimata: 

f r (?) _ T L-J- + -J-Ìll 11.701 

dove 

q = \p<H. [1.71]' 
p=jpr'(/T' 11.721 
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q rappresenta la corifa totale contenuta nella distribuzione; e p è detto 
momento di ttìpaio della distruzione stessa. 11 primo termine della [1.70] è 
detto termine di monopoto e il secondo termine dì dipolo. 

Se la distribuzione è una distribuzione discreta, allora q - E q, e 
p — tqt F f , con ?, vettore posizione della carica i-esìma q t . Nel caso partico- 
lare di un dipolo, è facile verificare che p coincide con la definizione [1.53]; 
essendo inoltre q = 0, la [1.70] coincide con la [1.541. 

Nel caso generale, ia [I.70J ci dice che il potenziale generato a grande 
distanza da una generica distribuzione di cariche può essere scritio> in prima 
approssimazione, conte somma dei potenziate generato da una carica punti- 
forme pari alla carica totale q contenuta nella disLrib imone data, più il 
potenziale generato da un dipolo di momento p pari al momento di dipolo 
della, distribuzione stessa. 

Poichó, all'aumentare della distonia, il potenziale di dipolo diminuisce 
come Ur 1 mentre il potè urlale di carica puntiforme diminuisce come l/r, in 
generale il termine di dipolo costituisce Un termine corrcltivo, non di rado 
trascurabile, al potenziale. Se tuttavia il sistema è elettricamente neutro 
(S = 0), il termine di dipolo rosta il primo termine - cioè il termine domi- 
nante - nella descrizione tic] potenziale. 

In particolare, le molecole sono, nel loro stato fondamentale, elettrica- 
mente neutre; tuttavia molle dì esse hanno una distribuzione spaziale dei 
loro costituenti carichi (nuclei ed elettroni) tale che il loro momento di 
dipolo è diverso da zero (molecole polari). Le forze intermolecolari sono in 
larga misura determinate dalla interazione dì dipolo di molecole polari. 

Esempio tipico di struttura polare si ha nella molecola d'acqua, nella 
Cjuale i legami idrogeno-ossigeno formano un angolo di circa 105", dando 
luogo a un momento di dipolo: 

p (H 3 0) = 6 ■ 10" M C m 

Anche le molecole biatomiche possono essere molecole polari; ad esempio: 

/i(HQ) a 3.5- IO- Jll C-m 
/><CO) - 0,4-10 M C-m 

Nella maggior parte dei casi, l'approssimazione di dipolo fornisce una 
descrizione sufficientemente accurata delle interazioni elettrostatiche a 
grande distanza Ira sistemi di cariche. 

Può capitare tuttavia che si debba ricorrere ad approssimazioni più 
accurate, introducendo nella [1.67] anche termini successivi dello sviluppo, 
a cominciare da quelli alle derivate seconde. In particolare ciò succede, evi- 
dentemente, quando si abbia a che fare con sistemi per i Quali siano nulli 
sia la carica totale q che il momento di dipolo p, L'iotroduzìone dei termini 
successivi dello sviluppo non comporta alcuna particolare difficoltà concet- 
tuale, tuttavia essa è abbastanza laboriosa dal punto di vista dei calcoli. Per 
dettagli al riguardo rimandiamo a testi specializzati. 

Qui ci limitiamo a riportare il risultato che si ottiene calcolando il ter- 
mine successivo dello sviluppo, detto termine di quadntpolo. Tale termine 
decresce come 1/r 1 al crescere di r in ogni fissata direzione r; esso può 
essere posto nella forma: 



Termine di monopolo e termi- 
ne di dipolo 



Approssimazione di dipelo 



Molecole polari e forze inter- 
ni olet^tari 




molecola d'acqua 



Termine di quadri! polo 



Veti) - 



l 

4jie„ 



[1.73] 



dove Q(f) può essete calcolato tramite la relazione: 




r=f-r rappresenta, lo ricordiamo, i) vettore posizione del punto in cui si 
calcola il potenziale. 



Esempio 

E.I.27. Una distrifitaione di cariche discreta e formata da quattri canate puntiformi, 
dee positi*?, e due negative, ma tutte di pàri vahre ustplmo pari a </ 0 . 'iati 
cariche .«no disposte còsi come mostralo in figuro, tutte a dlsttmia d dall'art- 

Giostrare che ver Questa distrihtalone sono nulli siti il termine di manopola 
che quello di dipolo, 

l'alé distribmwne è detta, In effetti, quadruplo elementare. 

Calcola/e. usando la [!J1J e la 11-74]. il potenziai? in. un punto disposto 

tango l'asse y, a distatila D » i dalt'óripne. 

Poiché si tratta (li una distribuitone discreta, gì! integrali nella [1.71], 11.71] e 
[1.74] \rnnno sostituiti e™ sommatorie; si ha pertanto: 



v p-. •= !.<>• = e . 

È cosi dimostrato che a = 0 e p = 0, Si ha inoltre dalla terza delie [I.75J: • 



q = I Hi 
P = Ifliff 



P.TS1 




Coi dati del problema, si ba 






Ponendo r = 0, la [1.73] diviene dunque: 



Vy\7\ = 'fo(0, fi, 0) = 



4ltCn 



the riHT>onde al qitesUii del problema. 
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I.t2. Rotore il un campo vettoriale, SvsiuTvpt derivanti dalia con- 
servatività de! campo elettrostatico 

Come abbiamo visto, il campo elettrostatico è un campo conservativo: 
ciò segue dal fatto die in virtù del principio di sovrapposizione un campo 
generico può essere espresso come somma di campi generati da canea pun- 
tiforme; e che ogni carica puntiforme genera un campo del tipo È 0 = E s (r) • t, 
cioè un campo centrale dotato di simmetria sferica. Osserviamo che per la 
conservatività del campo non è essenziale che il modulo E c (r) del campo 
generato da carica puntiforme sia inversamente proporzionale al quadrato 
della, distanza (legge di Coulomb); cosa invece necessaria per la validità 
della legge di Gauss [1.22] e della prima equazione di Maxwell [1,36). 

In virtù della conservatività, il campo elettrostatico ammette un poten- 
ziale cui è legato dalla relazione [1.38]: 



[1.38] 



VM)- - £, -di 



valida qualunque sia il percorso f che porta dal puntoci al punto B (purché / 
non passi per punti di singolarità del campo £ & ). In particolare, se A coincide 
con B t qualunque sia la linea chiusa / scelta per «seguire l'integrale, si ha: 



E, • m = o 



[1.78] A = B 



dove col simbolo | si intende l'integrale eseguilo su una linea chiusa, che 
viene detto circuitazione- La [1.78] è condizione necessaria e sufficiente 
perché il campo È, sia conservativo; a parole diremo che Sa caratteristica dei 
campì conservativi è dì avere circuitazione nulla su qualunque linea, chiusa t 
(generalmente regolare) appartenente al dominio di definizione del campo. 

La proprietà [1.78] è una proprietà integrale, nel senso che essa è 
espressa medianle un integrale (di linea) del campo elettrostatico; nello 
stesso senso avevamo detto che il teorema di Gauss [1,23] è una proprietà 
integrale (di superfìcie) del campo elettrostatico slcì&o. 

Così come dalla proprietà integrale [1.25] che esprìme il teorema di 
Gauss abbiamo tratto la forma locale [L36] (prima equazione di Maxwell), 
vogliamo ora sviluppare un'equazione che traduca in forma locale la pro- 
prietà integrale [1.7 E]. 

A tale scopo introduciamo l'operatore differenziale vettoriale rotore io 
rotazione) applicabile a un vetture generico 7(x,y,z) le cui componenti v„ 
v,, v, siano funzioni continue con le loro derivate parziali. Il rotore di 
v(rotv) è definito dalla seguente relazione formale 



rotv = 



r 


J 


£ 


a 


a 


a 


a* 


&> 


Sz 









[1.79] 



./ Bvr dv, \ -/ dvj 3v. \ ,-/9v, 3v v \ 

= ' U~~~an +J rsT" ttì + * rat - "o77 




Circuitazione 



La circuitazione del 
elettrostatico è auìh 



campo 



L'operatore 
tare 



diJVerenzkk ro- 



54 ' Capitolo primo 



La [1.79] non è altro che un modo sintetico per indicare che le componenli 
cartesiane del rotore sono: 



rot*v : 
rot, v ■■ 

Ricordando la definizione [132] dell'operatore nabla V, il rotore può essere 
definito in termini compilili mediante la relazione: 

rot 5 s fx v rj.79.bj 



_3v,_ 


Bv, 


ày ~ 


3z 


dy. 




dz 




dv. 




a* 


ày 



E senapi 

E -1-28- Calcolare ri rotare di- un rampo vettoriale ttntf&rftie. 

V uniforme Se il campo vettoriale è uniforme, le sue componènti hanno valóre iodìpèo-^ 

^_ dente dalle coordinate x,$ t j r Dunque tutte le derivate parziali che curapaìooi> aelLe - 

[T,79.a] sono nulle; peliamo 



tot V — 0 



f r 

EJ.29* Cùlothrc il rotore, de! campo vettoriale v. .— .-Hj- * .rp-. <faw. E vettpre. 
posizione f =■ fa y, z). - -■ - '.w - r - 

U componenti Ufte^ne^dcl càrn^ 
sta ^ te 1 ^^*^ 



+ ^ 



.ay (v - ) ("7") 

.ir ("7") "Ir (-7-) 

te \ r 1 / By \ r 1 j 



Calcoliamo la componente x del rotore: 

t itr Ivi 



3yz 3j>j 
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Coti calco*! M liitto analogo si «enfiti che anche le altre componenti de) rotore 
«ino nu!b. Dunque: 




E.I3*. tWitfan- (V tàtare de! campo di velocità V dei punti di un cilindro rìgido che 
; Ttio'tù con vetotilà angolare <a inforna al suo asse. 

; ; Sc£gfied;dt> gli assi coordinali cojì come mostralo in figura, si ha t> — u k. La 
velocità v del punto ? del cilindro caratterizzato dal vettore posizioni rè data da: 



. vtrì v x r (con » :? (!>, 0, ..>); , ~ (x..r,z): ;. 

di ciii' si 'incuto. r i^pn^iifeiiàtie" baricaìana- ilei, campo veitfifìàle V: 

^ jJi f\ L . ■ -■. ■ i\X ■ T- ' ±i r.l K _ f t . V T= IVI 1 



: O^FÌ, UyT, — (!■>>- to': JC '.— fi 



Si ha : durqUf:; 



tgtv =; 



d 

a* 



j 
3 
Eh- 



/■p + /0 + f (u'-+ w) 



^ 



Questi; us«nipio tente ragione cl<:ll'iKÌi;inc dei r.o;nc éato all'operatore rotore: 
iiei moto di cn fluido, il carneo dèlie velociti ,J h* fott^re diverso da otto ìn pre- 
sertoi^ Vòrtici "(se cioè vl : sono: pallicene di flùido ."che jcijtni'ionó: uri moto rolai«- 
rtó), tetìttè .nel cascj : di ih'otij laminare si :tìh oiutiquo rotv = 0. 



Consideriamo uria funziono (scalare) V{x,y,z) della posizione, che 
ammetta derivale parziali continue fino al secondo online almeno. Il gra- 
diente di tale finizione grad V = V V costituisce un campo vettoriale. È 
immediato mostrare che ti rotore di tale campo vettoriale è ovunque nullo. 
Si ha infatti: 

> J k 

_a_ _a_ _e 

òx dv 9i 

àV W SY 
dx 3.1' oz 
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rot grad V = 0 



Teorema di Stokes 
— i n 





in^L^o destra: 
pollice evinti ri 
dita come / 



seca ai t 



Ma per un noto teorema di analisi (teorema di Schwartz) le derivate 
seconde miste sono indipendenti dall'ordine di derivazione; il che comporta 
che le tre componenti dì rot grad V siano nulle; 



rotgrad Vs V x vT = 0 



(1.80) 



L'operatore vettoriale rotore permette dì esprimere in forma compatta una 
proprietà dì analisi matematica per cui l'integrale curvilineo di un vettore 
lungo una linea chiusa I può essere trasformato in un integrale eseguito su 
una superficie S che abbia per contorno i «essa. Tale proprietà si esprime 
compiutamente ne) teorema di Siofas, del quale ometteremo la dimostra- 
zione, il cui enunciato (con precisazioni sulla regolarità dì ,S) è il seguente: 
Consideriamo una lìnea chiusa / orientata ed una superficie aperta S che 
abhia la linea / come eira torno; il versore doliti normale fi ad A sia orientato 
in modo da vedere come antiorario il verso positivo di /. Sia v{x,y,z) un 
qualunque campo vettoriale, che fibbia componenti continue insieme alle 
loro derivati; parziali prime su tutti i punti di S e di 1; allora si dimostra, che: 



mtv- dS 



[un 



Il teorema di Stokes permette intanto di evidenziare immediatamente il - 
fatto che il rotore di un campo vettoriale v non dipende dal sistema di rife- 
rimento (come potrebbe apparire dalle relazioni definitorie [1.79]), m a è un a 
( proprietà mtrinseca del campojettqriale v(x,y,z).}A questo sedpo considè^* 
j riamo un "contorno / clK'sTwntragga'mìoraóa uh punto P, fino a che l'area , 
S racchiusa da /si riducaa un elemento infinitesimo di pianojitjrea <iS -> 0, j 
11 teorema di Stokes applicato a questo contorno, -infinitesimo si scrìve: : 



rotv • n = lim" 



v ■ dì 



pLopnei;* mtrui- 



iPoiché il prodotto scalare fra due vettori è invariante rispetto aHIstetna di I 
jriferimento, questa rotazione dimostra che la componente di tot v nella dire-[ 
Jgione /f.è. invariante rispetto al sistema dì rileriraento, e^dunqui è^napro-. 
j^tìynttinseca di v^In' particolare, se orientato come ciascuno degfi 
assi coordinati, si" ottengono le componenti cartesiane (1.79.al dd_ rotore. 

Il teorema di Stokes [1.31], applicato al campo elettrostatico E u per il 
quale vale Iti relazione [1.78], porla alla relazione 



£,-/*/ = 0 - j s fol£„- dS 



[1.82] 



Poiché la p.82] vale per ogni linea chiusa 1 e per ogni superficie £ che abbia 
i come contorno, dalla [1.82] segue che deve essere nullo l'integrando 



rot£, s V x £„ = 0 



[1.83] 



TI campo elettrostatico è irru- 
lazionale 



La [1.83] è la relazione cercata, che esprime in forma locale la proprietà di 
conservatività [1.781 del campo elettrostatico; si dice anche che il campo 
elettrostatico è irrotazionale. 

Osserviamo che la [1.83] poteva essere ricavata anche dalia [1.80]: 
infatti, dalla conservatività p.78] del campo elettrostatico segue l'esistenza 
della funzione potenziale V a tale che £„ «= — V^,; e dunque: 

roc£„ = Vx 5,--VxTf,= « 
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Per concludere, osserviamo che dalla conservatività di £{£, = — 817^ 
Ef= — òV/9y, E: = — <)V/dz} discendono, per il teorema di Schwartz, le 
seguenti relazioni tra le derivate parziali delle componenti di E: 

3E, 34 SE, Jj£_. ZE, _ SE, 
<iy 3x ' Òz 3x oz 3> 

Tali relazioni implicaDO che valga sempre la relazione: 

rot£ = 0 

Lljia relazione del tipo rotv^O, invece non implica necessariamente 
che il campo v sia conservativo: ciò avviene certamente se fi campo di defi- 
nizione della funzione vettoriale vf^,j>, z) risulta essero semplicemente 
connesso. Ciò significa che due punti qualsiasi del campii devono essere 
con ginn ai bili ioti una linea continua tutta appartenente ai campo, e che 
qualunque linea chiusa appartenente ,«1 campo può essere fatta convergere 
a un pmnto continuando ad appartenere sempre al campo stesso. 

Nel caso dell'operatore gradiente si è visto (eq. [1.57], [1,50]) che, per 
certe situazioni dotate di particolari caratteristiche di simmetria, l'espres- 
sione in coordinate cartesiane fl,49| é iw venientemente sostituita dal- 
l'espressione in coordinate polari. Tali considerazioni si estendono ovvia- 
mente anche al rotore e riguardano, per completezza, anche le coordinate 
cilindriche. La tabella che segue sintetizza le espressioni delle grandezze di 
più frequente uso nei vari sistemi di coordinate. 

COORDINATE 
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/. 0 
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Esercì del 1 capitolo 



c +q 



piatti 



Lt, Due cariche puntiformi positive uguali sodo separate dà una distanza la. Sul 
piano ortogonale alla congzungente le due cariche e passante per il centro t\ 
della corigiungetiLe stessa, determinare il luogo dei punti in cui il campo è 
massimo. 

(Risposta: drconfcrenza di raggio 





1.2. Tre cariche pvntiSvnti\ positive uguali sono disposte ai vertici di un triangolo 
equilatero di lato J — IO cai. Sìa q — 1,0 il valore di ognuna dalle 
cariche. CafooJare in forza elettrostatica F cui £ sottoposta ciascuna di esse. 
Se una di esse viene; lardata libera di muoversi, si allontana per a/ione dclto 
forze repulsive esercitale dulie altre; quamJo c*ui è arrivala molto lontana, 
die energia cinctir^a A" lia acquisito? 



y 
















2 


1. 



1.3- Tn> cartelle puntiformi sono dispuvtc nella sicari confiflUTaiioot geometrica 
dcires^jwio 1.2; tuttavia ora le cariche (1) e (2) sono negative c valgono — 0, 
mentre la carica (3) è positiva e vale 2q (ff — 1,0-10 6 C). 
Calcolare il momento di dipolo p del sistema. 

Calcola fu inoltre si potenziale elettrico f\ nel punto P a di coordinate x Q = 0, 
y b = 40 cor, e valutare ton quale precisione tale potenziale viene calcolato se 
si ricorre alla approssimazione di dipalo. 
(Risposte: p = j* 1,13 L0 _T C K Q - 12,7 - itf WC?; precisione - 4%) 



Consideriamo ancora il sistema dì cui all'esercìzio 13, ts supponiamo che 
esso ui comporti come un sistema rigido. Lungo Tasse _y, ridia positróne 
y ~ y n — 1,0 m, viene posta uni idrica positiva purjtìlrjmw Q — ift - I0~ tì C 
Colepi? re [fi sofie citazione merrcoictt oli è sottoposto n sistema . Utilizzare 
J"i*ppron^imaiioQti di dipolo. 

{.Risposte: -J'ij* 10"* N; Jtf - 0) 



1.5. Una canea negativa - q di massa Jtf È posta- Iniziarm&ntc nel punto P t sull'asse 
di una circonferenza di roggio a vincolata io posizione fìjt<uq P sì trova a di- 
stanza a /T dal centro C della circonferenza stessa. T,a circonferenza è cari- 
cata uniformemente» con carica positiva totale pali a Q. La carica —9 viene 
lasciata libera di muoverai» partendo dalla situazione di quiete. Con che velocità 
v/ passa dal centro della circonferenza? (Valori numerici: q - 1,5 10"* C; 
Q=6- IO' 1 C; a= 10 cm; m = ir 5 *g) 

(Risposta: v^ = 2,84 m/s) 




Una superficie sferica cava è disposta nel vuoto» e su di essa è distribuita uni- 
formemente una carica positiva fi. con densità superficiale 0. Nella sfera è 
praticato un piccolo forof", attraverso il quale viene lanciata radialmente, dal- 
l'interno verso l'esterno, una pallina puntiforme P di massa, m, dotala di ca- 
rica negativa — «. Con quale velocità iniziale minima v„ deve essere lanciata, 
alfinche essa fossa allontanarsi indefinitamente sfuggendo all'attrazione delia 
sfòm?(Q=I,0 ■ 10-*C; o=2,0 ■ 10~" 7 C/m 1 ; fli = 10 ■ IO - * kg; [0! = |Gl>- 

(Risposta: m/s) 



Una appressi inazione adeguata alla soluzione dell'esercizio 1.6. è quella con- 
sistente nel trascurare la perturbazione che il pìccolo foro ir porta al poten- 
ziale e al campo elettrico presente internamente ed esternamente alla sfera. 
Tuttavia, se si calcola il campo elettrico nel punto A situato al centro dei 
foro F im mediatamente all'esterno di esso» si trova una differenza notevole 
fra il caso in cui il foro sia effettivamente presente e il caso in cui anche nella 
regione di F prosegua la distribuzione omogenea di carica. Calcolare tale dif- 
ferenza A£, e discutere perche, a dispetto di essa, l'approssimazione succitata 
sia adeguata alla soluzione dell'esercizio 1£. 

(Risposta; i£„ = — — ) 



Una distribuzione continua di carica occupa il volume di una regione di spa- 
zio drindrin (raggio di base A; altezza h — 4 fi) con centro nell'origine e aSse 
coincidente con l'asse z. All'interno del cilindro è presente un campo elet- 
trico di equazioni 

E„ = 0 E<? = 0 £«, a* 1 (a > 0 costante) . 

Determinare l'espressione della densi la di carica internamente al cilindro; e 
la carica totale posseduta, dal cilindro stesso, 

(Risposte: p = 2e„nr; Q = Q) 

10. Determinare l'andamento del potenziale elettrico generato a grande distanza 
dall'origine dalla distribuzione cilindrica di carica di cui all'esercizio 1.9. 

"(Risposta: V„(r) = — 0011 * = ^-y - «e 0 it* s ) 



li. Ai due estremi di una asticciola isolante di lunghezza 4 a sono fissate due pic- 
cole sfere metalliche dotate di una stessa carica positiva + q. SulPasticciola è 
infilato un piccolo anello li, libero dì muoversi con attrito trascurabile, 
dotato di carica — q. Inizialmente l'anello si trova fermo nel punto centrale 
dell'asta, Si tratta di una posizione di equilìbrio stabile? Discutere L'anda- 
mento dell'energia potenziale di M in funzione di x Se nelle posizioni B e C 
a di.slanxa pari ad e dal centro sono disposti due fermi, qua('è l'energia cine- 
tica K f di Af quando sbatte contro uno di osai? 

\ « 2 1 

(Risposte: L'equilibrio è instabile; K f = iJ[e ' 



li. Una sbarretta omogenea, di sezione trascurabile e lunghezza 21, è dotata di 
una densità lineare di carica non uniforme, descritta dalla legge X - ai, dove 
l è la coordinata longitudinale presa con origine nel centro. Incernierata nel 
suo punto di mezzo a un asse verticale, la sbarretta è immersa in un campo 
elettrico uniforme E a orizzontale. In che posiziono di equilibrio si dispone? 
Spostata, di un piccolo angolo rispetto alla sua posizione dì equilibrio, essa 
prende ad oscillare con pulsazione u. Quanto vale la sua massa? 

(Risposte: a) parallelamente al campo; b) fli = -~°T^"> 



.13* Una carica Q è distribuita all'interno di una sfera di raggio fi, in modQ che la 
densità di carica dì volume cresca dal oentro verso L'esterno proporzionalmente 
alla distanza dal centro stesso, dove e nulla. Calcolare La differenza dì potenziale 
tra il centro e la superficie della sfera, se Q = 10~ S C ed fi = 10 cm. 

(Rinposta: 4P = 3 ■ IO 1 V) 



f 
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1.14. 



E. 16. 



UT. 



Calcolare il campo elettrico, nel vuoto, generato da un sottile disco di raggio 
R, uniformemente carico con densità di carica o, sull'asse del disco, a 
distanza x dd disco. 



(Risposta: E[x) ■ 



2c, 



0) 



1,15, È dato un piano indefinito, nel vuoto, carico con densità superficiale di carica 
cì uniforme. Sul piano è praticalo un foro circolare di raggio fi. Ricavare 
l'espressione iks! campa elettrico in un punto Z 1 , sulla perpendicolare al piano 
passante per il centro del fòro, a distanza x dal piano. 

(ttisposla: F.(x) - — - — 



Dna sfera di raggio a, uniformemente carica, c racdiiusti dmlro una superfi- 
cie sferica di raggio t). concentrica «Ila sfera carica. 11 potenziate della sfera di 
raggio b e tenuto fìsso al valore 0, mentre il centro della sfera carica è a 
lioteriziale V, Ricavare l'espressione della densità p dell» carica contenuta 
nella sfera di raggio a. 



Une strato spesso indefinito è uniformemente carico con densità di carica di 
volume p. Lo spessore dello strato è d. Calcolare il campo elettrico in fun- 
zione della distanza x da! piano mediano dello strato. 



(Risposta: ^<Mm 





J-I*. Un sistema rigido neutro è costituito da sei cariche, disposte come mostrato 
in figura, ai vertici di un esagono regolare di lato a. Calcolare il momento di 
dipolo elsrtricD della dislrihu/.ionc, tenendo conto .che le cariche puntiformi 
ni vertici dell'esagono hanno lo slesso valore assoluto ed i segni mostrati in 
figura. Se il sistema è immerso in un campo elettrico uniforme E, diretto 
.lungo l'asse ,v, ricavare l'espressione dell'energia potenziale del sistema di 
cariche. 

(Risposta: O = IqaE) 



Sulla superficie di un cilindro di altezza mollo maggiore del raggio (« cilindro 
indefinito») è distribuita della carica con densità superficiale a uniforme. Cal- 
colare il campo elettrico in un punto qualsiasi interno al cilindro. 

(Risposta: £ lnm = 0 ovunque) 



Ì-2W- All'interno di un guscio cilindrico indefinito di raggio intemo a e raggio 
esterno à è distribuita una carica elettrica con densità di volume p uniforme. 
Calcolare l'andamento del Campo elettrico in funzione della distanza r dal- 
l'asse di simmetria della distribuzione 
(Risposta: 



0 < r < a 
< r < b 



r> b 



2c„r 



2 Cai 



(6 1 ■ 



SEtggeriraeBfJf per fa sefozfcne dcgia esercizi del ì capitola 



LI* Si calcoli il campo risultante usando il principio di sovrapposizione; il mas- 
simo si calcola poi uguagliando a zero la derivata del modulo del campo risul- 
tante. 



2*2» Il principio di sovrapposizione consente di calcolare con facilità il campo elet- 
trico e il potenziale che due delle cariche generano nella posizione occupata 
dalla terza; si ricava cosi Ih forza subita da quest'ultima, e la sua energia 
potenziale, L'energia cinetica. alFinfinito segue lini principio di conservazione 
dell'energìa. 

1-3. Calcolato il momento di dipolo del siatemi! dì cariche, il potenziale genenLtn 
in un punto può estere calcolato sia dalpapprosumazione di dipolo, clic diret- 
tamente usando il principio dì sovrapposizione. Dal confronto si vulutu la pre- 
cìsone del metodo approssimuto. 

IjS* Sì tratta di calcolare, nel caso hi Gsamo, le [I.É21 

1-5- Conviene applicare il teorema di conservazione dell'energia = - àtf, 
tenendo conto che La variazione di energia potenziale è facilmente esprimi- 
bile in termini di variazione del potenziale elettrostatico, 

LG- Dati Q e a* si ricava il raggio R- e quindi il potenziale V D (r) sulla sfera 
(nonché internamente ad essa). Si applica poi il principio di conservazione 
dell'energia al moto della pallina, 

1*7* In assenza di foro, il campo elettrico esternamente e internamente ad F può 
essere calcolato usando la legge di Gauss, In presenza del foro, sì può ancora 
usare Ih leste di Gauss applicata a una distribuzione di carica equivalente a 
quella data in base al principiti di sovrapposizione. 

1JL La carica si trova immigrando p sul volume della sfera, Per determinare l'anda- 
mento del campo elettrico applicare la lcpgc dì Gauss. 

Usare Ìsl primo equazione tii Maxwell {eq. [1-36JJ per calcolare p. La carica si 
Ltovel poi integrando p sul volume. 

LIO* Calcolare il momento p di dipolo della distribuzione; a grande distanza, il 
potenziale è dato dalla [1*543- 

Il potenziale in funzione di si calcola: col principio di sovrapposizione, e ciò 
consente di calcolare l'energia potenziale di M e quindi di discutere la stabi- 
lita o meno dell'equilibrio. L'energia cinetica tinaie si calcola col principio di 
conservazione dell'energia, 

L1L Calcolato il momento di dipolo della sbarretta, si calcola la sua energia 
potenziate tramite la (1.59], e il momenlo delle forze tramite la [L62.bf. II 
minimo di energia potenziale individua la posizione di equilibrio; mentre la 
conoscenza del momento consente dì impostare l'equazione del moto. 



1*13. Calcolare l'andamento del campo elettrico all'interno della sreta, facendo uso 
del teorema, di Gauss ed osservando che si tratta dì distribuzione a simmetria 
sferica. 



[.14. Procedere come nell'esempio E.I.tì, arrestando L'integrazione sull'angolo te al 
valore massimo tt^xx determinato dal raggio /? e dalla distanza jc. 



1.15. Per la simmetrìa della distribuzione il campo elettrico è normale al piano 
carico. Si può usare La procedura seguita nell'esempio E.Ló iategrandu 
l'espressione 11.18] con I'hiibuIo k elle arriva al lìmite supcriore n/2, ma che 
riiirts, non da zero, ma dai valore delimitato dall'apertura del foro di raggio JE 
(vedi ettìirizio 1.14), 

Oppure si puO osservare cric la distribuzione dì carica nata 4 equivalente a 
quella costituita da un piano compietti unìtòrnietncnle carico con densità di 
carica <+ a>, sopra al quBle Aia sovrappostn un disco, di raggio it, uoifarmcs> 
mente carico con densità superficiale {- ti) [nella Mina circolari! di sovtanpo- 
sìiitme t come se non ci fosse carica, il che è equivalente al fero). 



Per il campo elettrico, procedere come nell'esempio B.LS. Fra applicare la 
definizione dì potenziale. 

1.17. La distribuzione di carica è a simmetria piana rispetto al piano mediano ed il 
campo £ risulta pertanto normale allo strato. Applicare il teorema di Gauss. 

Lift. Utilizzate la relazione [L72] adattata al caso di distribuzione discreta di 
cariche e, successivamente, applicare la [I.59L 



1.19. Supporre Infinita la lunghezza dal cilindro ed utilizzare il teorema di Gauss, 
lenendo conto della simmetria cilìutlrìcn della distribuzione. Ovvero titilli 
zare un procedimento diretto analogo a uuelio dell'esempio E.1.9, 



1.20. Utilizzare il teorema dì Gauss, tenendo conto delle proprietà di simmetria del 
campo elettrico. 



Capìtolo secondo 

Sistemi di conduttori e campo elettrostatico 



II. 1. Campo e let trottati cib e dìstribuduai di cirSca nei conduttori 



Con il termine conduttore intenderemo in questo capitolo (ed anche, 
salvo avviso contrario, nel corso di tutto il volume) un oggetto indeforma- 
bite, all'interno del quale vi sono elettroni Uberi di muoversi, essi si muo- 
vono effettivamente quando sono sottoposti a una forza attiva; cioè, tipica- 
mente, quando all'interno del conduttore sia presente un campo elettrico. 

In elettrostatica considereremo sempre, per ipolesi, situazioni in cui le 
grandezze in gioco, e dunque in particolare anche le distribuzioni di carica, 
sono costanti nel tempo. Poiché le cariche interne a un conduttore, se sot- 
toposte a un campo elettrico, si muovono, ciò implica che in elettrostatica il 
campo elettrico internamente ai ivnduttori è nullo. 

lo effetti, se un conduttore S viene Immerso in un campo elettrico (sia 
esso generato da cariche esterne, o da cariche che vengano poste sul con- 
dutture stestio), in una prima fase gli elettroni Interni al conduttore comin- 
ciano a muoversi, alla ricerca di una con figurazione di equilibrio; quando la . 
loro disposizione è tale da annullare il campo elettrico presente interna- 
mente al conduttore, la configurazione rh equilibrio è raggiunta. 

Dal fatto che il campo elettrostatico E internamente ai conduttori c 
nullo è facile dedurre, utilizzando la condizione che esso sia conservativo, 
che esternamente al conduttore, ma molto vicino ad esso, il campo elettro- 
statico stesso (che fuori dal conduttore chiamiamo £J deve essere normale 
alla superfìcie del conduttore. 

Formalmente, come abbiamo discusso nel par. 1.12, fa condizione di 
conservatività si esprime dicendo che l'integrale di linea di E lungo una qua- 
lunque lineo chiusa deve essere nullo: 



Conduttore 



E ■ di = 0 



[1.78] 



ovvero: fa circuitazione del campo elettrostatico è nulla. 

Consideramo ora la superficie di separazione fra due mezzi materiali 
diversi (mezzi) 1 e mezro 2). Siano E, ed E 2 i valori che il campo elettrico 



In elettrostatica ì) campo elet- 
trico internamente ai condut- 
tori i nullo 




64 Capìwh fecondo 




Continuità della componente 
tangenziale dei campo eie tiro- 
statico 



In vicinanza di un conduttore 
ii tampo elettrostatico c orto- 
gonale alla superficie del con- 
duttore stesso 




[l volume interno ai conduttori 
è e qui potenziale 



La superficie che delimita i 
conduttori è eq nipote nziale 



ha rispettivamente nel meno 1 e ne! mezzo 2, in vicinanza della superficie 
di separazione. In generale, è E, =j= È\\ passando da un mezzo a un altro, ii 
campo elettrico subisce cioè una discontinuità. Applichiamo ora la (1.78] a 
un percorso chiuso costituito da due tratti elementari di lunghezza di paral- 
leli alla superficie di separazione (uno in un mezzo, e uno nell'altro) con- 
giunti Tra di loro da due tratti elementari di lunghe zia dn normali alla 
superficie stessa. Sia dn infinitesimo di ordine superiore rispetto a di. Ai 
limite per dn tendente a zero, il contributo alla circuitazione proveniente 
dai due tratti ortogonali alla superficie può essere trascurato; e la [1.78] si 
riduce a: 



E, ■ di- E 2 -dI-= 0 



E,,dl-E a d} = 0 



avendo indicato con E n e E a le componenti del campo elettrico parallela- 
racme alla superficie dì separazione; da cui segue 



[U-21 



Passando da un mezzo materiale a un altro, la componente del campo 
elettrico tangenzialmente alla superficie di separazione non può subire discon- 
tinuiià- 

Nel caso particolare che uno dei due mezzi sta un conduttore {ad 
esempio il mezzo 2), allora si ha E ì =■ 0 e dunque anche E a — 0; dalla [0.2J 
segue pertanto che anche E„ — 0, cioè in vicinanza di un conduttore la 
componente tangenziale del campo elettrostatico è nulla. Dunque: in vici- 
nanza di un conduttore il campo elettrostatico E„ è ortogonale alia superficie 
del condìiitore stesso. 

Osserviamo che la «imponente del campo E„ normale alla superficie (li 
un conduttore subisce una discontinuità, passando dal valore zero interna- 
mente al conduttore a un valore generalmente diversi) do zero esterna- 
mente al conduttore stesso. In realtà, il passaggio dal valore nullo, che'ìl 
campo ha internamente, al valore non nullo che esso ha esternamente 
avviene attraversando uno strato superficiale il cui spessore è dell'ordine 
del diametro atomico: in tale strato superficiale c concentrata come 
vedremo, la uarica di cut sia eventualmente dotato il conduttore, le linee di 
forza di £„ nascono sulla superficie del conduttore carico se questo è iso- 
Iato, vanno all'infinito. 

Dalle proprietà, or ora discusse, del campo Elettrostatico internamente 
e in vicinanza dei conduttori, seguono immediatamente le proprietà del 
potenziale, _ 

Dal fatto che internamente al conduttore è E = 0, discende dalla [1.39] 
che il potenziale V, interno al conduttore è uniforme: in eiettrostatìea il 
volume interno ai conduttori è equipotenziale. 

D'altra parte essendo il campo elettrico esterno al conduttore ortogo- 
nale ad esso, poiché il gradiente è ortogonale alle superfici «quipotenziali, 
dalla [1.4 1] segue che anche esternamente al conduttore il potenziale V, è, 
in vicinanza di esso, uniforme: anche la superfìcie che delimita i conduttori.? 
equipotenziale, ' 

La relaaone fra il potenziale V l (uniforme) presente internamente al 
conduttore e quello V c (anch'esso uniforme) presente sulla sua superfìcie 
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esterna può essere determinata solo ricorrendo alla \139], cioè misurando il 
lavoro L, necessario per portare una carica dì prova q da una posizione 
interna al conduttore a una posizione esterna (ma prossima) al conduttore 
stesso {lavoro di estrazione): 



1 



m-3] 



Sperimentalmente, la quantità Af risulta essere una quantità positiva 
(occorre compiere dall'esterno lavoro positivo per estraire gli elettroni) 
ìndi putide lite dalla carica posseduta dal conduttore, ed è una quantità carat- 
teristica del materiale che costituisce il condii non:. lìssa è (tetta funzione 
lavoro di quel materiale, e nei metalli 6 dell'ordine del Volt. Ut quantità 
negativa hVe~ (e' : carica dell'elettrone) rappresenta l'energia con Cui Èli 
elettroni sono legati a! metailo. 

Ugualmente, quando nel seguilo parleremo dì potenziali; Kdi un con- 
duttore, salvo avviso contrario intenderemo il potenziale, esterno V t . 

Tenuto conto del fatto che il campo elettrico internamente ai condut- 
tori è nullo, una semplice applicazione del teorema di Gauss Ci consente di 
concludere che le eventuali cariche presentì su uit conduttore sì dispon- 
gono sulla superfìcie del conduttore stesso. 

Dato il conduttore C, consideriamo internamente ad esso una qualun- 
que superficie chiosa 2. Essendo E = 0, il flusso di E attraverso il è nullo; 
c dunque la [1.22] garantisce che la carica netta contenuta internamente a E 
è nulla. Poiché ciò vale per qualunque superficie 11 interna a C una even- 
tuale carica non può che disporsi sulla superficie del conduttore. 

Quando su. un conduttore viene disposta una carica. come abbiamo 
visto, tale carica si distribuisce sul conduttore in modo da annullare il 
campo elettrico internamente al conduttore stesso. Determinare quale sia la 
distribuzione che produce tale effetto è tutt'altro che semplice, e ciò costi- 
tuisce uno dei problemi dell'elettrostatica dei conduttori, come meglio 
approfondiremo nel seguito. Ciò cùe abbiamo ora stabilita è che le cariche 
Fa distribuiste no sultn superficie: dunque la loro distribuzione sarà caratte- 
rizzata non da una densità di volume p(x.y,z), ma da una distribuzione 
superficiale o ( x,y,z) - in generale non uniforme sulla superficie S del con- 
duttori: - che soddisfo la condizione di normalizzazione 



ra.4] 



do«e S è la superficie del conduttore. 

Per la determinazione della distribuzione (fi carica o, e più in generale 
per la soluzione di molti problemi di elettrostatica dei conduttori, è di 
grande aiuto il teorema di Coulomb, che consente di legare fra di loro il 
valore assunto dal campo elettrico E„ in vicinanza dei conduttore e il valore 
che localmente assume la densità superficiale dì carica o. 

_ Dato un conduttore C, consideriamo ud cilindretto di base dS e altezza 
dh disposto cosi come mostrato in figura: le basi del cilindro sono parallele 
alla superfìcie del conduttore e l'altezza dh - infinitesima, di ordine supe- 
riore rispetto alle dimensioni lineari di dS - è ortogonale alla superfìcie 
stessa. Applichiamo al cilindretto il teorema di Gauss. Poiché il campo elet- 
trico è nullo internamente al conduttore, ed esternamente ad esso è paral- 
lelo alla superficie laterale del cilindretto, il flusso uscente si riduce al 



Lavoro di estrazione 
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In elettroslalicn la carica pos- 
seduta ita un conduttoiv si di- 
spone in sup urti eie 
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flusso attraverso la base superiore, ed è dato da £„ ■ rfS = E„dS. (£„ e dS 
sono fra loro paralleli). Delire parte, la carica dQ contenuta nel cilindretto è 
data dalla carica portata dalla porzione di superficie del conduttore intercet- 
tala dal cilindretto (tratteggiata in figura): dQ = adS. Pertanto il teorema, di 
odS 

Gauss si riduce a E a -àS= ; da cui 
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Induzione compietti 

L'induzione elettrostatica av- 
viene in modo che: 

- la somma delle cariche in- 
dotte è nuda; 

- le cariche indotte si distri- 
buiscono in modo da rende- 
te equipotenzialc tutto il 
conduttore 
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espressione che sintetica il teorema di Coulomb; "« P""^ vicino ad un 
conduttore, il campo elettrico Isa. modula pari a ah s , dove o è la densità 
superficiale di carica in prossimità del punto considerato; esso ' diretta se- 
conda la nomiate uscente se a > 0, e secondo la normale entrante se « < 0. 

È da osservare che, benché nella [11.5] compaia la densità o nel punto 
considerato, in realtà il campo E„ ì determinalo dall'etletto di ruttc le 
cariche distrili utle sui conduttore. 

Le conclusioni fin qui raggiunte in questo paragrafo cristi lui scono 
importanti premesse alla impostazione del problema della elettrostatica in 
presenza di conduttori in tutta la sua gcncralitìi, cosi come vedremo nei 
prossimi paragrafi. Esse sono tuttavia già adeguate, anche nella formula- 
zione fin qui data, alla soluzione di semplici problemi di rilevanza pratica. 



Esempi 

E.lLl. Considrrlanio un conduttore cavo S scarta/, come mostrata in figaro. Interna- 
mente, ad esso ormiamo un corpo S' datato di corica Q. ad esempla positiva* 
Quale effetto fi pradune xiiì conduttore cavo? 

litte-rnameule al conduUoru euvo consideriamo una superfìcie ctóusa E cosi 
come rappresenta to dalla linea tratteggiata nella seconda figura .Poiché ip S, così 
come in ogni olirci conduttore, il campo elettrico a regime è mulo, è nuLLn ìi flusso 
del campo elettrico attraverso E; e pertanto, per il teorema dì Gauss, e rmTla la 
carica, netti contetiutg Inrero^rneotc- a£. Aftinché ciò accada per rigai £ interna ad 
S, ed in particolare per una E vicinissima, alla superficie interna del.condutluie S, i 
necessario die sul]» superficie interna dì S sì induca una carica pari in -modulo,, a 
oppusla In segno, rispetto alla carica Q. D'altronde, considerato ebe S è complessi- 
vamente neuircv ciò provota l'induzione di una carica pari a Q (in valore e segno) 
sulla superficie esterna di S. Questo fenomeno c deno fenomeno della induzione 
complete. Un conduttore cavo non è dunque in grado di scherrnarsj verso l'esterno, 
l'effetto di una eventuale carica presente al suo interno. 

Osserviamo che qualora IL corpo S\ supposto conduttore, sia portato a toccare 
dall'interno 11 conduttore cavo.!, ls carica ■*-£! presente su 5' neutralizza la carica 
— Q prosente stilla superficie, interna di S: l'effetto nello ò quello di trasferire al 
conduttore S tutta la carica che inizialmente possedeva 5'; ed è questa l'unica tec- 
nica che consente dì trasferire totalmente, per contatto, una carica da un conduttore 
a un atlro. 

E.U.2* Verificare il ieorema di Coulomb nei caso di una sfera conduttrice dolala di 
carica Q. ■ 



Conte abbiamo & suo tempo visto (vedi par. 1.5), una distribuzione di .carica 
dotata di simmetria sferica produce lo stesso campo d'i unu carica puntiforme dì 
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pari valore disposta nei centro delia distribuzione. Nel ceso di una sfera condut- 
trice; la carica si distribuisce uniformemente (per ragioni di simmetria) sulla sua 
superficie; dunque se R è ii raggio della sfera, 11 campo esternamente ad essa in 
vicinanza deiia sua superficie è dato da (vedi esempio E.L3J: 



_J Q_ 



D'altra parte la densità di carica superficiale o vale .a — —, dove S = AxR 1 è la 
superficie della sfera; cioè: 



4rriC 2 



Per cofifroGto fra l'espressione di e quella di v segue E^= o/k^ coerentemente 
con il teorema di Coulomb. 



EJIJ, Consideriamo m conduttore cavoS, carico con una cena fatica a. Quanto vate 
il campo elettrico nella cavitò vuota .del cbritlttllprc? . . ... 

Abbiamo visto che la carica posseduta dà un conduttore sì dispone, iii elettro- 
statica, sulla superficie del conduttore stesso. Ciò perché, come si c visto precedèn- 
temente, aErintemo di ogni superficie £ interna al, conduttore, per il teorema di 
Gauss, la carica totale è nulla. Tale condizione potrebbe, per il solo teorema di 
Gauss, anche essere verificata da una distribuzione don simmetrica di cariche sulla 
superficie che delimita la cavità, per esempio come mostrato in figura. Si creerebbe 
un campo =f ù all'interno della cavita, ma ciò è incompatibile con la condizione 
di conservatività del campo elettrostatico. Infatti; prosa un & Jrjlc a chiusa l, parte 
della gitale intima alla cavità e parte interna al conduttore, . l'integrale di linea 
§È - di risalterebbe diverso da zero, dal momento che, mentre La parte di integrale 
relativo alla zona di conduttore darebbe contributo nullo (E.= 0), la parte di iute* 
graie relativo ulta turni vuota, della cavità darebbe contributo diverso, da. zero. 

Dunque; anche il campo interno alLi cavità è nullo. 

Lo stesso tipo di ragionamento si può ripetere poche net caso in cui il condivi- 
torn eava S sia scarico ed a ireste mo di questo sìa dispensi» una iarteu q nurgerile di 
campo elettrico, Àùfhc io questo caso si conclude cjie il campo, elettrico airintcmo 
della .cavità- ò nullo. Si die* che IL conduttore cavo fraziona 60, £cf>frftia clettt&sia* 
fico, ■ 



É41-4, Due sfere conduttrici 5; ed dì raggio rispettivamente Rf ed flj, sono unite 
■". ' da ùn filo condùtiote rettilineo* di lunghezza molto maggiore di Rj ed Sui 
pisfema viene dislocata una carica Q, Come si .suddivìde Q suite due sfere? 
Quanto vale il campo elettrico in yidnanza delle 'sfere? '.(SÌ nascati l'effètto 
delia carica che si dispone sul filo in modo tate da rendere nullo il campa 
elettrico orwiqite internamente al fila). 

Supponiamo che le due sfere siano sufficientemente lontane perché il campo 
elettrico prodotto dall'uria non perturbi la distribuzione di carica sull'altra; in altri 
termini, supponiamo che intorno a ognuna delle sfere le grandezze fìsiche caratteri- 
aiche del problema (potenziale, campo elettrico, densità di carica) abbiamo simme- 
tria sferica. Il potenziale V\ e Vi che S t ed J a producono in vicinanza della loro 
superficie vale allora (vedi eq. {1.42]): fji' ritirati*, >*» 

V'- - 7 • 




Itti, , R } 




tìS Capi/afa secondo 



dove Qj e ' iotiq le cariche possedute rispettiva me me datte due sfere 
{Qì + <?j - Q\ Ma essendo le due slere unite da] filo a formare uri unico condvi- 
lore, tfcve essere ^ = t ctò comporta Q\/R\ ■« (? 2 /tfj; ovvero: 

t = t 

La carica sì distribuisce dunque sulle due sfere in misura proporzionale ai rispettivi 
raggi. 

La densità di carica su He due sfere vaie: 
da cu[ — F — ~jT r "7i i e tenuto conto detta \ì\.b]: 

La den&tiA di carica sulle due sfere è ìnversametite proporziormtc ai rispettivi ratjgi'. 
c tenuto conto delia lo stesso decade ài campo elettrico £' 0 io vicÌAan/-a delle 
due sfare; quest'ultimo è dunque tanto più intenso guanto più piccolo è il raggio- 
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Gli esempi E.I1.3 ed E.11,4 introducono alcuni fenomeni dì grande 
interesse teorico e pratico relativamente alla elettrostatica in presenza di 
conduttori. 

In primo luogo il fenomeno dello schermo elettrostatica. Consideriamo 
una scatola metallica collegata a terra, cosicché il suo potenziale ssa lo 
stesso della superficie terrestre; per comodità, tale scatola può essere realiz- 
zata anche mediante una rete metallica («gabbia di Faraday»). Per quanto 
visto nell'esempio E.IL3, tutti i fenomeni elettrici che hanno luogo inlcma- 
mente alla scatola sono determinati unicamente da iniziazioni mutue fra 
cariche situate internamente alla scatola, nessuna interazione elettrostatica 
essendo prodotta da eventuali cariche presentì esternamente alla scatola. 

Il secondo fenomeno è quello dovuto al cosiddetto pater? dette panie. 
A .causa dì fenomeni analoghi a quello descritto nell'esempio E.I1.4, in vici- 
nanza di un conduttoic il campo elettrico è tanto più intenso quanto più 
pigolo è il maggio di curvatura di eventuali convessità che la superficie del 
conduttore presenti. Se tale raggio di curvatura diviene mollo piccolo (e ciò 
accade quando la superficie del conduttore presenta una «punta»), specie 
se il conduttore é posto ad alto potenziale (o, come si dice spesso ne! lin- 
guaggio comune, ad «alta tensione») nel gas (ad esempio aria) presente in 
vicinanza della punta si verificano delle scariche elettriche. La scarica elet- 
trica di una gas si produce quando una carica microscopica vagante (per 
esempio elettrone) incontra un forte campo elettrico che la accelera. L'e- 
nergia cinetica che la particella carica acquisisce può essere tale da gene- 
rare, negli urti contro le molecole neutre del gas, la ionizzazione delle 
molecole stesse con produzione dì coppie elettrone-ione: e queste cariche, 
accelerate a loro volta dal campo elettrico, possono produrre in urti succes- 
sivi un fenomeno a valanga con altissime correnti locali (scarica, scintilla, 
fulmine, ecc.). 

Osserviamo che, dato un sistema di più conduttori, qualora la carica 
posseduta da uno di essi venga variala, la densità di carica sulla sua superfì- 
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eie varia in ogni punto proporzionalmente olla carica posseduta dai condut- 
tore, Infatti la espressione della densità di carica a (legata a Q dalla rela- 
zione Q=\adS) è univocamente definita dalla condizione 

_J — ottt _ Y _ costante su i con[ [ u no r e (vedi eq. (1.44. al). 
4tie„ - 1 Ar 

Pertanto moltiplicando Q per un certo fattore, o e V risultano moltiplicati 
per lo slesso [attore. Questa osservazione sarà il punto di partenza delle 
considerazioni che svilupperemo nel prossimo paragralò. 



II.2. Capacità elettrica 

Consideriamo un conduttore disposto nello spazio vuoto, molto lon- 
tano da altri oggetti in modo da non essere sottoposto Ad alcuna interazione 
di tipo elettrico. Se al conduttore viene comunicata una certa carica fl, 
questa si dispone sulla sua superfìcie, ed è destri Un dalla densità superfi- 
ciale di carica o{x,y, z) funzione della posizione. In base fi ragionamenti 
analoghi a quelli già sviluppati precedentemente, è facile concludere che 
qualora al conduttore venga comunicata una seconda carica q, quest'ultima 
assume la stessa ranfie ti razione che assumerebbe qualora essa fosse 
disposta sul conduttore inizialmente scarico: in altri termini, in ogni punto 
della superfìcie del conduttore la densità superficiale di carica risulta essere 
proporzionale alla carica totale Q posseduta dal conduttore stesso. 

Pertanto, in base al principio di sovrapposizione, in ogni posizione 
nello spazio circostante al conduttore il campo elettrico è proporzionale alla 
carica Q stessa. Poiché d'altro canto il potenziale Fdel conduttore ò legato 
al campo elettrico £<, dalla relazione 

V-V{^\= E,. <tl= V 

(integrale eseguito lungo una linea qualunque ed avendo assunto uguale a 
zero il potenziale all'»), segue che deve sussistere una relazione di diretta 
proporziociàfitaVTra V c Q~, 

La costante di proporzionalità. 

C= (IL 7] Capacità di un conduttore 

i detta capacità del conduttore. 

La capacità elettrostatica di un conduttore può essere posta in analogia 
con la capacità volumetrica di un recipiente cilindrico: nella analogia idro- 
statica l'analogo della quantità di carica è la quantità di liquido contenuta 
nel recipiente, e l'analogo del potenziale elettrostatico è il livello che il 
liquido raggiunge nel recipiente. Un conduttore ha grande capacità quando 
può accogliere grandi trasferimenti di carica senza che ciò provochi grandi 
variazioni del suo livello di potenziale. 

Dalla definizione [IL 7] segue che le dimensioni della capacità sono 
quelle di una carica fratto un potenziale 

[C] = [fil ■ ic-'i 
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Nel sistema S.L, l'unità di misura della capacità è il FARAD, pari a un I 
Coulomb per Volt: un conduttore ha capatili di un farad qualora esso rag- 
giunga il potenziale dì 1 Volt, quando ad esso venga comunicata la carica di 
1 Coulomb. 

La capacità di un conduttore è una costante caratteristica del condut- 
tore che dipende dalla sua forma e dalle sue dimensioni geometriche, oltre 
che dal mezzo (isolante) in cui il conduttore è immerso. 



Esempio 

E.IL5. Calcolare la' capacità dì mia sfera conduttrice di raggiò R — 2 m. 

Se alla sfera viene fumila una carica Q, il campo elettrico £, esternamente ad 
essa è dolci [là (vedi eq. {L27fl: . ■ . . . 



1 



e dunque il polenziàle della sfetè vale: 



4ITB6 R 



Dunque 

Se R = 2 m, 
C=4i[-S,8S4 
(10~' ! Farad - 



L v 



4ite 0 « : S 



[II.8] 



-2m = 223 -10 1J 4r=222 • 1(T 1J Farad = 222pF 



1 p > L , 1 picofarad). 
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Consideri amo ora il caso in cui si abbiano due conduttori S, ed S 1? suf- 
ficientemente vicini fra di loro da interagire elettrostaticamente quando ad 
uno o ad entrambi venga fornita della carica. 

Fissata la configurazione geometrica, immaginiamo che ad uno di essi 
(sia S,) venga fornita una carica ad esempio positiva (& = + Q), mante- 
nendo pari a zero ia carica sull'altro. In base a quanto già visto, avremo che 
la densità di carica superficiale presente in ogni punto della superficie dei 
due conduttori non può che essere proporzionale a Ci - Pertanto, in ogni 
posizione dello spazio il campo elettrostatico E, è proporzionale a Q, ; e 
dunque risulteranno proporzionali a Q t anche i potenziali V, e r ; dei due 
conduttori (assunto come sempre uguale a zero il potenziale all'infinito). 
Osserviamo anche che su Si si inducono cariche negative nella parte più 
vicina a Si, e cariche positive nella parte più lontana, per cui a parità di 
carica Q\ il potenziale V± è minore rispetto al caso in cui sia assente: la 
presenza del conduttore S ; aumenta la capacità di S s , 

Analogamente, se Ci = 0 e Qi = Q 4" 0» i potenziali K, e f, risultano 
proporzionali a Q,. Più in generale, nel caso in cui entrambi ì conduttori 
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siano dotati di carica, i potenziali V, e Pi sono legati &Q { e. Q-, da due rela- 
zioni lineari del tipo; 

F.-ft.ft + ^a 1Ii9] 

V ì = Pn Qi + P21 Qi 



I coefficienti p v si dicono coefficienti di potenziale e dipendono solo Coefficienti di potenziale 
dalla configurazione geometrica de] sistema di conduttori. Più in generale, 
se si hanno jV conduttori in una configurazione geometrica fissa, si ha: 



V;= Ip»<b i=\...N III.10J 

M 

Il sistema di equazioni dei potenziali [17.101 formalizza ti l'atto che il poten- 
ziale di ciascun conduttore può essere espresso come somma dei potenziali 
parziali die sarebbero assunti dai conduttori stessi se uno solo di essi fosse 
dotato^ di carica. 

Fissate le cariche possedute da tutti i conduttori, i relativi potenziali 
sono univocamente determinati; ciò implica che il sistema lineare [11.10] 
abbia soluzione univoca. Per un noto teorema di algebra (teorema di Cra- 
mer), segue che la matrice dei coefficienti di potenziale deve avere determi- 
naDtc diverso da ^ero. 

det||P|| e detH^H^ 0 [11.11] 

Si (limosini inoltre (ma noi non lo faremo) che i coefficienti p v godono delle 
seguenti proprietà: 

Pn = Pji (la matrice \\P\\ è simmetrica) 

Po > 0 per ogni i e ogni j [1I.12J 

In virtù della fff.ll], il sistema ILIO può essere invertito; si ha dunque: 

N 

tt= 1 '« v , i = l,...,N LH.13] 



1 coefficienti c b sono detti coefficienti di induzione (per i ^ J); essi costituì- Coc-ffi denti di indù/ione 
scono gli clementi di matrice della matrice Ut II delta matrice dì capacità. E 
evidente che la matrice di capacità è la matrice inversa della matrice dei 
coefficienti di potenziale 

llC\\ = \\PV [11.14] 

Se i = j, i coefficienti di induzione e if vengono detti coefficienti ài capacità. Coefficienti di capacità 
Si dimostra die è: 

c ir — c ji C a matrice |(C(i é simmetrica) 
■ % < 0 (>+/) fll.151 
. c„ > 0 





V M 



Q 2 - Q 




Esempio 

E.I1.6. / rfu? conduttori rappresenta» in figura costituiscono un sistema dotato di sim- 
metria sferica. Calcolare la matrice dei caccienti di potenziale e ia matrice 
di capacUà. 

Supponiamo prime die 'sin Qi = 0 c Q, = Q\ la [119) diviene pertanto: 

^ = ft-i Q 

Come abbinino visio nell'esempio R.1I.1, sul conduttore esterno x\ sellerà tin feno- 
meno di induzione completi. Esternamente a.Sj. il campu assume dùnque lo stésso 
valore che avrebbe se la carica h Q t'osse disposta Nù un conduttore stento tlt raggio 
Sj; jier cui si ha (jer f(«» ) = 0): 



l 



da cui 



4ji£, fin 
1 



4ne„/Ì3 



= 0 



Per calcolare il potenziale f, del conduttore Si, osserviamo che nell'interspazio fra 
Si ed S, il campo è quello generato dalla carica + Q (con simmetria sferita) disposto 
su Si; dunque 

dove rè la distanza da! centro (r Usuo modulo e /il suo versoti). Dunque dalla [1.38]: 

k, . . - \l tir) . - [- t^^-L - 7^- (x". t). : 



da cui 



Dunque: 



_ì_\__2 L + _S_/_L-__L.U" 

" 1+ intv \R, H 2 j 4kc 0 /!j 4.^ \/t, fi,/ 

!_fj_ + J -LÌ= 1 fll») - ' 

' Q 4jit c \R i fi, *J 4m 0 KìSjIÌj 



Poniamo ora Q, = 0 e & = Q. L» [11,9] diviene: 
V, = />„ G 

Esternamente a Si, si ria ancora lo stesso campo che si aveva nel caso precedente; 



per cui Vj, = 



1 



4 n c, S} 



e quindi 



= 0 
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D'altra parie, essendo nullo il campo nell'interspazio fra i due conduttori, sì ha 
L ' — ''' — - — ; e dunque 



4^6^ Ri 



/>I3 



I 



l 



4nc„ R s 

Dunque in definitiva la matrice dei coefficienti di potenziale è: 



Il Pi 



1 R ] Ri + RjRj — R\ Ri 

AH*» ' R,R,R, 

1 1 

4itj„ ' fi, 



I 



1_ 

4 ie e„ fi, 
1 1 

" *5 



4r* u 



Osserviamo, in particolare, che gli elementi di matrice p^ soddisfano le condi- 
zioni |ll. 12) 

Per trovale la matrice di capacità, la strada più immediata e, a questo punto, 
{lucila dì invertire la matrice l|V* Il (ecj- [IIJ4]), Ricordando che l'inverso di una 
matrice ka come elementi di matrice i minori degli elementi della matrice conside- 
rata divisi per il determinante della matrice stessa, con semplici passaggi atgehrici 
si ricava che la matrice di capaciti ba La seguente struttura: 



— R] 



4itt„ 



R 2 — R l 
R,R 2 + RiRi^- R,R } 



Osserviamo in particolare che sono verificate le condizioni (11.15). 



Il sistema discusso nell'esempio E. 11.6 rappresenta un caso particolare 
di una situazione generale di grande interesse pratico: quella cioè in cui 
due eondu Itoci sono disposti in configurazione tale che il fenomeno di indù 
zinne che un conduttóre esercita -sull'altro sia completo. Quando ciò suc- 
cede, tutte le linee dì forza del campo prodotto dal primo conduttore termi- 
nano sull'sllro conduttore. Un sistema di due conduttori che goda di questa 
proprietà viene detto condensatore elettrostatico o capacitare. 

Le configurazioni geometriche in cui si presenta l'induzione completa 
appartengono a tre categorie: 

a) un conduttore è contenuto dentro una caviti ricavata all'interno del- 
l'altro. La più semplice geometria che sì può avere in questo caso è quella 
dotata di simmetria sferica, cosi come accadeva nell'esempio E.II.6: in 
questo caso si dice che si ha un condensatore sferico 

b) La geometria de! conduttore interno si sviluppa prevalentemente 
lungo una linea /, e intorno ad esso si avvolge il secondo conduttore dotato 
di struttura tubolare; la condizione dì induzione compieta sì realizza solo 
nel lìmite in cui la lunghezza / è molto maggiore delle dimensioni trasver- 
sali (struttura tubolare di lunghezza infinita). La geometria più semplice di 
questa configurazione si ha quando il sistema ha simmetria cilindrica {con- 
densatore cilindrico). 



Ss 
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t) I due «induttori si affacciano uno all'altra con una superfìcie S le cui 
dimensioni lineari sono molto più grandi della distanza d che ie separa; la 
situazione di induzione completa si raggiunge in effetti solo nel limite di 
superficie infinita. La geometria più semplice di questa configurazione si 
realizza quando la superficie S è piana (condensatore piano). 

1 due conduttori che formano il condensatore vengono detti armature 
del condensatore. Si dice che un condensatore viene caricalo quando tra le 
armature viene stabilita una differenza di potenzial e e su di esse si dist ri- 
buiscono cariche usuali in modulo e di seg no opposto (la carica totale di un 
condensatore è nulla). ' 

Se all'armatura interna S, di un condensatore viene fornita una carica 
Qi lasciando l'altra armatura eiettricarocnle isolata, su Quest'ultima li; 
cariche si ridistribuiscono per il fenomeno dell'induzione, ile l'induzione è 
completa, la superficie della seconda armatura che affaccia verso la prima 
armatura viene ad essere dolati di carica -ft; e ta superficie più lontana 
ha carica Q x (vedi esempio F..1I.6). Se ora l'armatura esterna viene «messa a 
tcira» (cioè colkgató con un conduttore dotato di capacità infinita: in pra- 
tica la «messa a terrà» o «massa a massa» viene effettuata mediante un 
conduttore che penetra nel suolo disperdendo in esso le cariche senza per- 
turbarne il potenziale) la carica + Q, si disperde a distanza «infinita»; e l'ar- 
matura esterna resta dotata di carica Q 2 = — Q, uguale in modulo, e 
opposta in segno, rispetto alla carica posseduta dalla prima armatura. 

Con analogo ragionamento, è facile rendersi ragione del Tatto che qua- 
lora l'armatura dotata inizialmente di carica fosse quella estema, collegando 
a terra l'armatura interna (inizialmente scarica) si ha comunque una migra- 
zione di cariche, in conseguenza della quale in ogni caso le due armature 
risultano avere, a regim^ cariche fra di loro uguali ed opposte, ; 

In un condensatore ^sussiste una relazione di proporzionalità fra il 
modulo della carica Q = \Q,\ = l&l posseduta da ciascuna armatura e il 
modulo della differenza di potenziale Ù.V= \ V t — V t | esistente fra le due 
armature: 



Simòalo del 
ixjIlBganrtnto a terr* 



Q = CÙ.V 



11 rapporto 



È usuale la cenvsnzione che il 
poten/.iale di un conduttore a 
terra sm nullo 



Capacità di un condensatore 



c = 



Q ■ 



|II.1él 



è detto capaeiià del condensatore ? dipende solo dalla geometria del con- 
densatore. 

11 fatto che Q sia proporzionale a A V può essere dimostralo facilmente 
usando la [II.9]; ponendo infatti in essa 0, = Q = - Ci, essa diviene: 



y< = P,tQ~ Pu Q = (Pu - Pu) Q 

Vi = Pi, Q - Pn Q ~ ij>ii - Pu) Q 

Abbiamo tenuto tonto del fatto che Piì = Pij. Sottraendo membro a 
membro si ha: 



K~r\= (Piì +Pn-2Pn) Q 



che è quanto volevamo mostrare. 
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Pei confronto con la [11,16] si ti» 

C ^ 1 , [11.17] 

Ai + Pii — *Pn 

relazione che esprime la capacità del condensatore in funzione dei coeffi- 
cienti di potenziale. Considerato che la matrice di capacità è l'inverso della 
matrice dei coefficienti di potenziale, è immediato ricavare l'espressione 
della capacità C in funzione dei coefficienti di induzione; si ha: 

c rn.is] 

Incapacità di un condensatore, il cui simbolo rappresentativo è quelli) indi- 
alto Dello schema a fianco, può essere calcolata - oltreché a partire dai 
coefficienti di potenziale ovvero dai coefficienti di indizione - anche direi- 

lamcnte a partirò dalla [11.16]; dot calcolando quale iMtrcnza di potenziale Simbolo del condensatore 
si stabilisce fra le due armature quando esse vengono dolute di cariche di 
segno opposte e di modulo pati a Q. 



Esempi 

E.IIJ. Calcolare la capacità di un condensatore tferteo. . 

Netl'fntersp azìo compreso fai 3 due conduttori, il campo elettrico presente è 
quello generato dalla carica +Q distribuita (culi simmetria sfèrica) sul conduttore 
interno; dunque'. 



- e,m - 



Ir. t,, /' ' 
Dunque la differenza dì potenziate. Af vale 



(Ji, < 



r < Ìli) 



hi Mi* "1° 



, di . 



Ut? K. R; 



Da questa si' ricava 



A y. -t»*. R.-R. 




ITT. 19] Capaciti del condensatore sfe- 
rico 



È facile verificare che allo stesso risultato si sarebbe pervenuti utilizzando la [11, 18], 
tenuto conto che gli elementi della matrice di capacità sono quelli ricavati nel- 
l'esempio E.ll.tì. 



&IUE. Càlcófare la capacità di un condensatore ciiindrìco. 

■\$$ la lunghezza 1 del condensatore è mollo maggiore di A, ed Ri (condizione 
necessaria perché ci si trovi in una situazione schematizzabile coinè di induzione 



7ò Capitala xtLundo 



Ri R_ 



+0 



-0 



compieta) il campo elettrico nell'intercapedine Tra i due conduttori è radiale, e il 
suo modulo vale (vedi esempio E. 1.11): 



2re 0 r 



2ne„/ r 



dove A = ~ è la densità lineare (carica per unità di lunghezza) che si trova sul 
conduttore interno/ Dunque: 

liti ■ Ine»' Idi r 2neJ Ai 



da ori si ricava: 



Capacità tisi condensatole 
cilindrico 



C- £ y - 2 ™j (^jjj 



ni.20] 



EOI .9. Calcolare la capacità dì «Jt <:ond?nsaii>rr piami. 

Come abbiamo visto nell'esempio E.1.1J, nell'intercapedine fra le due arma- 
ture è presente un campo elettrico diretto secondo La normale A uscente dalia 
superfìcie dotata di carica positiva c di intensità pari a <j/e„; cioè: 



forivi, ar^ 



Q 

Se„ 



dove o = Q!S? la densità superficìàlé di carica presente sulle due armature. La dif- 
ferenza di potenziale che si stabilisce fra le due armature è pertanto: 



tv 



e„ di - 1 



S e„ i Cj 



Ciìpycìui 4d tundensaiore 
piano 



Effetto 
di bordo 



dove d e la disttinziL fra le armature-- da questa nsla/ione si ricava: 




111.211 



Osserviamo che nel calcolo della [IÌ.21] (cosi come nel calcolo della 
[11.20]) abbiamo trascurato gli effetti di bordo, cosa che è lecita quando la 
distanza d fra i due conduttori è molto minore delle dimensioni lineari della 
loro superficie: infatti gli effetti di bordo interessano una zona che ha 
dimensioni lineari dell'ordine di d. 

Osserviamo anche che la capacità (11.19] del condensatore sferico, nel 
caso che la distanza d fra le armature sia molto minore dei loro raggi R\ 
ed «i, si riduce alla [11.21]. Ponendo infatti nella 111.19] A,- R, = d e 
R,R t = R 2 essa diviene: 



C — 4 ire. 



I 
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Nella stessa ipotesi {Jf 3 — flj = d « A, A) anche la [11.20] si riduce alla 
[11.211; infetti si ha: 



Ri , *i + à , L d\ d 



e sostituendo nella [II. 20]: 



C= 1-r.tJ- 



1 



In 



Eq ì 2 Tt R, 



d 



Vale la pena di osservare che gli effetti di bordo sono prevedibili sulla 
base di considerazioni relative alla conservatività del campo elettrostatico. 
Se l'osse passibile uo andamento dulie linee di forza di E del tipo di quello 
mostralo in figura, considerata una linea chiusa / in parte esterna alla zona 
delimitala dalle armature, si avrebbe <$,£' <J/f 0. 



A 



<f> E dì f 0 
impossibile 



IL3. Sistema «fi condensatati 

Due condensatori possono essere collegati fra di loro, mediante fili con- 
duttori, a formare un sistema di condensatori; ciò può essere fatto in due 
modi, detti rispettivamente collegamento In parallelo e collegamento in serie. 

Nel collegamento in parallelo le armature dei due condensatori ven- 
gono collegate a due a due (la prima armatura del primo condensatore alla 
prima armatura del secondo condensatore, e le seconde armature fra di 
loro). 31 sistema cosi ottenuto è un sistema di due conduttori (A e B) fra i 
quali (se si trascura la capacità dei fili di collegamento) si esercita induzione 
completa; il sistema di condensatori costituisce dunque esso stesso un con- 
densatore, la cui capacità C può essere facilmente espressa in termini delle 
capacità Ci e C, dei due condensatori di partenza. Si ha infatti perla [11.16], 
quando i condensatori vengono considerati separatamente, 



2, = f,i^ 
a - C?t\V 2 



[D.22] 



dove Q, e suno le cariche rispettivamente possedute da Ci e Ci, e A^i e 
A V z le rispettive differenze di potenziale. In virtù del collegamento in paral- 
lelo, si ha però: 

Af, = AP J = |»'*- V À \=XV 
per cui sommando membro a membro Je [11.22] sì ottiene 

Ci + fli = C,APi + = C,AV+ C 2 Ar= (C, + Af 

da cui: 



Colle game rito in parallelo 

c, 



= - Air ~ ir 



avendo tenuto conto del fatto che Ci + Qi rappresenta la carica Q posseduta 
complessivamente dalla capacità C. Dunque la capacità C del sistema far- 
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C= C, + ^ 

Capacità di condensatori in pa - 
rallelo 

Collegamento in serie 



A 




Capacità della scric di due 
condensatori 



_1 1_ J_ 

c " c, + c 2 



A 



c. 




moto da due (o più) condensatori collegati in parallela è pari alla somma 
delle rispettive eapaeità 

C=C, + q. [11.23] 

Nel collegamento in serie, mostrato schematicamente in figura, una sola 
armatura del primo condensatore C t è oollegata cori una armatura de] secondo 
condensatore il sistema risulta così formato da tre conduttori, A z B ed E. 

Se, mantenendo i) punto B a potenziale fisso (ao esempio coilegandolo 
a terra) e lasciando il conduttore E elettricamente isolalo {cosicché esso 
resti elettricamente scarico), si fornisce alla armatura A una carica + Q, sulle 
altre armature dei due condensatori sì induce la configurazione di cariche 
mostrala in fijura. Inlalli la seconda armatura di Ci assume carità — Q per il 
fenomeno dell'induzione completa; l'armatura di Q collegata ad E assume 
carica + Q fer il latto che il conduttore E deve restare elettricamente sca- 
rico; e la seconda armatura di assume carica -Q per l'induzione com- 
pleta. K immediato mostrale che sussiste una relazione di proporzionalità 
Ira la carica Q e la differenza di potenziale AK=(Ki — ^.Infatti si ha: 

Q 

V A —¥j; = —— sul primo condensatore 

V E ~ Vi — sul secondo condensatore 

Ci 

Sommando membro a membro: 



Il rapporto -~^r = C viene detto, naturalmente, capacità dei sistema di 
condensatori in serie. Dalla pi. 24] si ricava: 

C=- g ~= C '% P1.25] 

ovvero: 

La serie di due (a più) condensatori ha capacità C il cui inverso è somma 
degli inversi delle capacità dei condensatori che costituiscono il sistema 



Esempi 

E .II. 10. Consideriamo iì sistema di tre condensatori collegati come mostrato in 
figura. Calcolare la capacità C del sistema; calcolare inoltre la carica e la differenza 
di potenziale relativi a ciascun condensatore, sapendo che AV V À - V$ = 190 V, 
Ci - B\iF, C, = 2f\Fe C, = * uF. 

Il sistema di condensatóri Q e Cj, fra di laro in parallelo, equivale a un unico 
condensatore di .capacità C f = C t Cj: il sistema di 3 condensatori equivale dun- 
que alla *eite fra C\ e Cf- È da osservare che Q, = 0 2 + 0j. 
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I! sistema e ujterkrnnente riducibile a un condensatore di capacità Ci tale che: 



-L.-L + J— J_ 

Cs C] Cp Ci 



do cui: 



CtCj+O _ 3-0 + 4) r _ r fj__ìiJ---<) 
Cs " C. + Q+C, 3 + 2 + 4 ^=2^ ^l/h') 



Si ricava sùbito: . 

Ci * 2 ■ icr s f • 1D0 f = ì ■ io ' e = 2611 

La , JiITctcn/A di - polcniiale ai capi - di Ci pertanto: 



67 f : 



La differenza di ruminatili; ai tapi ili Ci fi di C, vate if^ = ÙV- Afi = 33 V ; e Io 
cariche tfj e & sono rispettivamente:: . 

& = C, Afi- 2 ■ HT'F-33 t' - W ■ I(T* C= 67 pC 
& - CjiK) = 4 ■ ir'f-33 f = 133pC 



Ì + Q. 

-r-o, 

e 

A 

— L- +Q ' 



Cafcotart fa differenza di potenziale ai cupi ài tre condensatori di capacità Partitore capacitivo 
rispettivo C,, €2* Cs, coifegatf fu serie fra un punto dì potenziale V A e un 
'■ punto cfr. potenziale K5 = 0 (terra). 



L*i atcsiEi tmiui T a ^giiriiUenri, ai distribuisce per induzione tempisti sulle 6 
armature d&i ere cx^MBatarL Ai eapi-deì tre cqndtìnwtUm ai .hanno 'dunque -te 
seguenti dSJièrenie di potenziale: . . 



■ Ci • 



Per calcolare 6, basta sommare membro a membro Le precedenti relazioni: 



ìv= v.-v s 



+ Q 

— o™ 

+Q 



da cni Q = AfCs dove C s è la capacità della serie 



8Q Capitolò secondo 



Si ha dunque: 



AC, 


==AK-^ 


= <K«- 




c s 
c, 


AK; 




= C^- 


f«) 


Cj 
Ci 






= C^- 




Ci 

c 5 



Orcemamft che fa differenza (fi potenziale maggiore si presenta ai capi dclto cupn- 
cità minore. 




■////////////////////Ti 



EJJJ2» Utìf ronden\aivri di capacità Ci e Cj aventi una armatura et terra, vengono 
separatamente caricati in moda da assumere differenza di pvienzialc rispetti' 
tùfitt'tite .LVt e AKj, con ù\Vj > Al^. Xtf utf cerio istante le armature A e B 
vengano mllegutt* fra di loro Mediante itnjfto condutture, Catcolare la diffe- 
renza di potenziai* A ]? die alla, fine xi stabilisce di capi dei pàraJìcìn dì turt- 
denxettnri ette si è c&St formatti. 

jDlzialmcni e, W, c^iriulie Gì & Qi possedute dai due condensatori valgono rispct* 
ti vamente: 



Ci AC, 
C 2 AK 3 



Quando i due punti A e fi vengono collegati foi di Icrro, fc caricfce Q } c Q 2 si 
ridistribuiscono fra i due condensatori; poiché tuttavia le armature A c B costitui- 
scono* nel loro insieme* un sistema isolato, la carica Q posseduta dai parallelo (la 
cui capacità è Cp ~ C, t C;) vaiti Q Qi + Qt (con^rvazione delia carica elet- 
trica). Si ba pertanto: 



Af = 



Jt 
C>. 



Ci + C 2 AK 2 



11.4. Energia tìcì campi» ttcitcosUiieo 

1-nET^ia dleitfoswtica di un <i- Un sistema di cariche, disposte injina_confi gu razione tale da interagire 
sternali cariche reciprocameli te, possiede una certa | cncn jiiT elettrostaticffi tale energia è 
' é f ' r fi J * ■!«■><■ misurai», operativamente, dal lavoro, di forze esteme, necessario per por- 
Po 1t ■) '* : ?V futtt t tare le cariche nella configurazione considerata a partire dalla configura- 
l'u^tfe. i"3-«r".j,,c •-'«»= zione in cui !e cariche stesse si trovano a discanta reciproca infinita 
.' (."•Tii^.a, ifti. (assenza di interazione); configurazione, quest'ultima, cui si assegna con- 
1 '- /i'.i^ ;'t/ju '^ + , f venzionalmenle energia nulla, 

'-krm •i-C«v[i^.t.Èlt, p ,s,.n _J^enej£Ìa_de_tuos fatica di interazione fra un sistema di cariche può 

j'ffsi/j/, s,« ''ì S v,'»/j" essere positiva o negativa. Ad esempio due cariche puntiformi dello stesso 

i'f J'Jfewf -U-fi, 5 -ni segno, poste a una certa distanza finita fra di loro, hanno energia elettrosta- 

'"'t f«< i'< A/j.' ^' l ' CiL positiva. Per portarle nella configu razione considerata è infatti necessa- 

U \ If.ji. p',f r ,j'f„/« ^ a P 11 ^ delle " lrze esterne, compiere lavoro positivo, vincendo la forza 

'••tip' ^"-i '/ " i' ' di repulsione tra le cariche (forza esterna e spostamento sono concordi e 

' J quindi il lavoro è positivo). L'energia che è stata così cedutasi sistema può 
essere recuperata se le cariche si riportano all'infinito; ad esempio se esse 
vengono lasciate libere di muoversi l'energia elettrostatica si trasforma, 
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almeno in parte, in energia cinetica (in parte, essa viene irraggiata nella 
forma di energia elettomagnetica, come vedremo nel capitolo IX). Vice- 
versa, un sistema dì due cariche puntiformi di segno opposto ha energia 
negativa: per portarle nella configurazione finale è infatti necessario che le 
forze esteme compiano lavoro negativo, frenando contro la forza di mutua 
attrazione tra le cariche. 

Cominciamo col calcolare l'energìa elettrostatica di interazione posse- 
duta da un sistema discreto di cariche puntiformi, disposte in una configura- 
zione fìssa e nota 

Inizialmente, le cariche siano tutte all'infinito: calcoliamo il lavoro 
necessario per portarle, una dopo l'altra, nella configuratone scelta. 

TI posizionamento della prima carica può venire ellbttuato compiendo 
lavoro nullo, perché inizialmente nello spazio non è presente alcun campo 
elettrico. 

Il posizionamento della seconda carica, a partire dall' ta Uno ad arrivare 
alla posizione finale a distanza ij 2 dalla prima, viene fatto muovendo In 
carica nel campo elettrostatico É„, generalo dalla prima carica; il lavoro 
che deve essere compiuto su di essa dalla forai galema (pari a — ftE^) ò 

Se ora portiamo al suo posto, a partire dall'infinito, la carica %, è necessario 
muoverla nel campo prodotto dalle cariche Q\ e <fi; il lavoro che si deve 
compiere è: 



^ <7l£>l ' di— q 3 E 0l - dl=~ 



<il<?3 



1 



tre, fu 



lidi 



r 3) 



In definitiva, l'energia U posseduta dal sistema dì tre cariche è: 
l _ + li'h + ^ ; \ - — f q,<s > 



Il fattore -J- à^talojjiticdgtt^perché la susujMLoriiÒS comprende 



ogni termine due voTtVtlid esempio^ essT'contìenè~sia 
che il termine simmetrico, ad esso uguale, 



4itt n C|j 
■). La precedente 

4icc 1 ,f I ] 

espressione può essere generalizzata a un sistema composto da un .numero 
qualunque di cariche, la cui energia elettrostatica di interazione vale per- 
tanto: 



Sistema discreto di cariche 
puntiformi 



-Mi 



1 ni, 



[11.26] 



La [11.26] vale per un sistema di cariche considerate come cariche elemen- 
tari; in altri termini, nella [IL26] non si tiene canto del lavoro che è stato 
necessario per costruire ciascuna delle cariche È chiaro infatti che qua- 
lora le cariche q-, non siano elementari, per costruire ciascuna di esse a par- 
tire dai suoi costituenti elementari è stato necessario compiere lavoro 



Energia életlrcislatica di un si- 
stema discreto diixariche pun- 
ti Fornii 
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contro la fona repulsiva che mutuamente si scambiavano tali costituenti 
elementari. Per questo abbiamo chiamato la (11.26] energia di interazione 
Osserviamo che la [11.26] può essere scritta come 



alitili-,,, , 

2 j-i j+i 4ite,,r !f 




Indkhiamo con V t la quantità J, . ^ 



. , che non presenta termini infi- 
ci 1ite„ij, 

niti dal momento che r -f j e quindi r^ ^ 0; K rappresenta il potenziate 
generato nella posizione occupata dalia carica q, da tutte ìe altre caritht . i.a 
111.26] può pertanto essere scritta come: 



[11.27] 



Quando ti ha a che fare: con un sistema .tnacrosconico, sanciti ricondurre la 
sua energia elettrostatica alla sommatoria |U-'Ì/t "eseguita sulle .cariche 
microscopiche, conviene adottare ia schematizzazione continua; al posto 
della sommatoria [11.27] si scriverà allora l'integrale: 



Energia elettrostatica di una 
di£l.rihuyiQne continua di ca- 



*7' [_(-*! 



pTdT 



[11.28] 



dove p( x i,£p z) rapijr^s^nta Ijk densità di carica; F rappresenta il putenriale 
in (x,_^£j^ "Felcmenfo 'di volume intorno al punto (;c,y,z). L'integrale va 
eseguitosu un qualsiasi volume t che comprende al suo interno tutta la 
distribuzione di carica, considerato che, dove non c'è carica, si ha p = fi. 
Qualora si abbia una distribuzione di carica supcrliciaie con densità 
su una superficie S, la [11,28] assume la forma: 
^ (tmi-*w: ; I 



E risaia eie Irrottali ca totale 



fi I* 



- ' ■ -^tr,. ■ 

- t/s : s* f. 



È da osservare che la [11.28], contenendo nell'integrando il potenziate V 
geneialo nel punto (x,y, z) da turra la distribuzione di carica p, rappresenta 
^energia eiettios<atit:a totale del sistema, cioè la somma delì'etiergìa elettro- 
statica di /n/f?raz/<inf?(Sp,uivaleute alla [11.27], in cui il potenziale V, è- dovuto 
a tutte le cariche eccettuata q t ) e della autaenergia (energia necessaria a 
costruire le cariche sorgenti del campo elettrico). Nel caso di distribuzioni 
discrete di cariche, in cui le cariche sono assunte puntiformi, i termini di 
autoenergia tendono a valori infiniti, come è intuitivo, se si pensa di voler 
costrìngere elementi di carica diversi da zero a distanze mutue tendenti a 
zero. 



Esempi 

EJI.13- Caìcaiàtv l'energia elettrostatica di un condensatore dì' capacita C caricato 
fino ad assumer* differenza di potenziale fra te armature. 
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La distribuzione di tarila e' una distribuzione super fidale, per cui useremo la 
111.29). Il conduttore A ha potenziale uniforme V À e i) conduttore 3 ha potenziale 
uQiforrae Vb, per cui si ha: , -»,„i.'„ vi**-* '-ir-* ^ 



2 

vaQ+ k> c- e> 



^L + ;,t^. c 



■ -0 



Tenuto conlu die "^r ™ C, la precedente espressione assume io seguenti forme 
fra di loro equivalenti: 



mirti ^ner^ia clcLlrosuiliiia di un 
[11<?0J. tondi nsatorc carico 



Osserviamo ' che in'quc:sU> casti l'energitt elettrostatica .del" sistema : poteva' ii^aere 
alle nuli fiéiimenle anche ricorrendo direttamente alla definizione, cioè calcolando 
il lavoro ^necessàrio per caricarlo ed osservando che l'operazióne . di carila può 
èssere periata ;comc una sequenza d| spillamenti di cariche dq da un'armatura 
all'altra. Se a un cerio momento la differenza di potenziale fra le due armature vale 
v, il lavoro necessario per sposiate una carica elementare dalla armatura nega- 
tiva a quella positiva i dL= vd/f ; per cui il lavoro necessario per caricare il con- 
densatore dav = 0av = APè j.ij&v 1 ' 



(0 



r t--\ 



lo * 1* C 2 C 



avendo tenuto conto del fatto che fra il potenziale v esistente a un certo momento 
fra le armature P & carica q presente in quel momento suHé armature stesse sus- 

q 

siste La. relazione = C. 



EJL14, . ót/f»JarF l'energia eletirvstatiCQ dt *t»ù sfera candwtrice dì roggio /? -dotata 
^i= l^ftt ò if.)La si scrive allora: * 

È da os^mre che l'energia e lettrcetatica totale così; ottenuta è iiid [pendente 
dal segno di 0 ed è positiva: cambiando il segno di Q, cambia anche il segno di V. 
Se il raggiò /T delia sfera si fa tendere a zero, si ottiene un'energia elettrostatica che 
drvejge. (autoenérgia). 

. .. Se consideriamo una sferetta carica positivamente ed una sferetta carica negati- 
vamente, fino a che esse si trovano molto lontane l'uua dall'altra, la loro energia 
elenrostatijpa totale è data diti doppio della fi! 31] ed è positiva. Se le sferette ven- 
gòfio; awicirjate, l'energia elettrostatica risulta quella precedente diminuita del ter- 
mine di irite razione 111 26], Tale termine è negativo perche la forza esterna, che 
deve opporsi ad una fona attrattiva tra le càriche, compie un lavoro negativo nella 
fast; ili avvicinarne» lo delle carictve stesse. D valore dell'energia elettrostatìpa totale 
risulta, in ogni caso, globalmente pentivo. ; 
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LVwijj/tf efcitroawiìca è stata calcolata facendo uso, sostanzi almente, 
del concetto di azione a distanza tra cariche elettriche (forze eouiombiane), 
E possibile descrivere le stesse proprietà meccaniche (forze ed energia) dì 
sistemi elettricamente interagenti, in termini dì campo elettrostatico £„. Taìe 
approccio, coerente con l'attribuzione al campo elettrico di una propria 
realtà fisica, apparirà nel pieno del suo significato quando sì avrà a che fare 
con fenomeni non statici. 

L'espressione della energia elettrostatica in termini di campo elettro- 
statico può essere ricavala con relativa facilità a partire dalla [11.28], 

Tenuto conto della equazione di Maxwell [I.36J, la (II.28J può infatti 
essere scritta in termini del campo elettrostatico E„ e del potenziale V; 

U = -j [ p Vd-c - [ (V • ■ V di [71.32] 

Ma ricordando la de tic Lione dell'operali ire V, si dimostra facilmente la 
seguente proprietà generale (che discendi; immediatamente dalla regola di 
derivazione del prodotto): 

Proprie!! «entrale dall'opera- V - {V . £„) = (f V) - É a + V<7 • ^ ~ + F(V . £j 

ture Tiiiblfl: 

div(/J) = /divv+ f ■ gràd/ avendo ricordato che vy= — £ 0 (eq. [I.4l|); da cui; 

(?-£„) V= V ■ (Vf„) + £„ 3 
Per cui l'equazione [[[.32] diviene 

u - T" l f • < V ~ E °Ì dx + "7 [ E ' dz " f U3 ' 

D'altra parte, per il teorema della divergenza [1.32], si ha 

e dunque la [11,33] può essere posta nella forma: 

U ^ ir L VÈ ° ' ^ + if l E ° dz [1U4i 

dove x è un qualunque volume che comprende tulia la distribuzione di 
carica al suo interno, e S è la superficie che racchiude i. 

Fissata la distribuzione di carica, la sua energia elettrostatica totale U 
ha un valore ben definito; e dunque la somma dei due termini che com- 
paiono al secondo membra della [11.34] ha valore determinato, indipen- 
dente dal volume t scelto per eseguire il calcolo. Tuttavia il secondo ter- 
mine, che è l'integrale di volume di una quantità definita positiva, ali' au- 
mentare del volume t va aumentando, almeno fino a che t non diviene cosi 
grande da contenere tutto lo spazio in cui il campo elettrostatico prodotto 
dalla distribuzione di carica sia apprezzabilmente diverso da zero. Di pari 
passo, va diminuendo il valore del primo termine. Se il volume di integra- 
zione diviene cosi grande da contenere tutto lo spazio in cui il campo è 



Sistemi di conduttori e campo cietirùstniìeu Ji5 



apprezzabilmente diverso da zero, allora si annulla il contributo dell'inte- 
grale di superfìcie e la [11.34] si riduce a: 



(/=( il^Lrft = Lrft 

■WTTO 2 1 

L{J SPAZIO 



dove con ir abbiamo indicalo la quantità 



u = 



2 



[11.36] til 



Densità di enefgia elettrosla- 



La [H.351 consente di interpretare l'energia elettrostatica di uh sistema di 2 
cariche come una quantità dislocata nello spazio dovunque il campo elettro- 
statico è divora» da zero, ts caratterizzala dti una densità di energia (energia 
per unità di volume) rappresentata dalla [11J6|. 

l.'interprernTione della [11.34] è allora la seguente: qualora l'integrale 
della densità di energia pi.36] venga eseguito su un volume t più piccolo di 

quello contenente interamente il campo elettrostatico, per avere l'energia Rneruia ilei camno sleitmsta- 
elettrostatica del sistema si deve tener conto del termine aggiuntivo esprimi- tira sempre positiva 
bile come mie Eralc di superficie; e quest'ultimo è descritto dall'« integrale 
di flusso» che costituisce il primo termine a) secondo membro della (Tt.34). 

Osserviamo che la [11.35] mostra chiaramente che l'energia elettrosta- 
tica totale, cosà come l'autoenergia delle singole componenti elementari, è 
una quantità definita positiva, laddove l'energia di interazione può essere 
positiva o negativa. 



Esempi 



£.11-15- Esprimere, la un punto P (x,)>. z) delta spazio, fa densità dì energìa elettro- 
stuiicu Reiterata da un ristaila di dui! caritke punttfotmi qt e q? disposte tt$ì 
patiti (x tf yi,7r() e (x^, yi, 23) Tixpt!Uivam?tiie. 



Con i simboli di liguru, i tampi elei! riti generati in P dalle cariche q, e q 2 sono, y 
rispettiva mente: 



lì campo elettrico risultante nel punto P vale pertanto; 





ed £? - 





e quindi La densità di energìa elettrostatica assume il valore: 




1 primi due tèrmini delk somma corrispondono ai contribuii di autoenergja, 
mentre il terzo {cimine corrisponda all'energia cJcttrosioifca di interazione 



Btì Capitola secondo 



EJl.lt. Usando tu (II.ÌS], calcitare l'energia elettrostatica di un con ileiuatore plano 
dotalo di attica Q. feritoia che il risultato evenuto è coerente con quantn 
si ottiene usando la [IIJ&]. 

Ricordiamo che il campo elettrostatico è nullo esternamente alle due armature, 
mentre internamente esso è uniforme e il suo modulo vale 



Si ha pertanto 



c dunque 



2e B S 2 



2 O 



SI è tenuto con tó dei .fatto i:ht Si volume i della intercapedine fra le armature vale 
..................... ■ t S ■ ■ ■ ■' 

x - Sii. Tenuto contò che la capacità C del condensatore vale C -J— , l'espres- 
sione ora. ottenuta per U Coincide con la [11.3CTJ + .che era stata otlcnuu a partire 
dalla [11.281. 

In maniera analoga, può essere calcolata facilmente tramite là [H-35J l'energia 
e lettrojsutica contenuta nel campo generato da una sfera conduttrice carica: si ottie- 
ne un'espressione identica alla [1131], che era stala calcolala a partile dalla [11.28], 



Pressione elettrostatica 

S-dS 





ioni meccaniche dì natura elettrostatica nei conduttori 



All'interno di un sistema di conduttori, caratterizzato da una determi- 
nata configurazione geometrica ed elettrostatica, si esercitano delle azioni 
meccani elio, determinale sia dalla interazione fra le cariche presenti su uno 
stesso conduttore die dalle Interazióni fra cariche su conduttori diversi. 

Consideriamo un conduttore carico, Come abbiamo visto, le cariche in 
uuucsso, libere di muoversi, in virtù della, mutua repulsione fra cariche dello 
stesso segno si distribuiscono su un sottile strato superficiale del condut- 
tore, di spessore dell'ordine de!!' A. La superficie esterna del condutture 
costituisce, come vedremo meglio in seguito, un diaframma praticamente 
invalicabile per le cariche elettriche, È chiaro dunque che la forza di mutua 
repulsione Ira le cariche libere all'interno del conduttore carico, una volta 
che queste siano giunte in superfìcie, si traduce in una pressione elettrosta- 
tica che agisce verso l'esterno della superficie stessa. 

Per il calcolo di questa pressione elettrostatica, -cioè della forza per 
unità di superflue che agisce normalmente alla superfìcie stessa, sì può pro- 
cedere in due modi: attraverso un calcolo diretto, a partire dal campo elet- 
trico locak; o attraverso un calcolo indiretto, ma più generale, basato su 
considerazioni energetiche (metodo dei lavori virtuali). 

Per il calcolo diretto, immaginiamo di decomporre la superficie laterale 
S del conduttore in un elemento dS e nella porzione restante S— dS, Il 
campo elettrico £„ in vicinanza del conduttore può essere decomposto nella 
somma di due contributi: quello prodotto da dS (che indicheremo con E'^ 
e quello prodotto da S - dS (che indicheremo con ££■*''*'): 
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da cui; 

II campo elettrico ^> vaie (vedi eq. [II.5J); 



[H.37] 




cri 



un - i -tidS) o n ; 

£^,= — (este marne rate) = 0 (internamente) [11.38] \ E ei 



2e 



o 1 



dove n è il versore della normale uscente da S. 

Il campo elettrico prodotto da dS mollo vicino a dS stesso può 
essere calciato carne il campo generato da uno strato piano con densità di 
carica a; esso vale pertanto (vedi eq. [1.191): 

È'**» - -~- (esternamente) Ég» -- - ~ (internamente) [11.39] 

Introducendo la [11.38] e la [11,39] nella [11.37] possiamo calcolare É£ s ~' 1Ey ; si 
ottiene: 



pts-<nj = E _ StM, = jA. 

2 e. 



[11.40] 



sia internamente che esternamente aila superficie 5, e dunque anche su S 
stessa. La forza elettrostatica sulla superficie dS è la Tona f" 5 ' che si eser- 
cita su una carica dq = odS ad opera del campo E < f~ isI -, si ha pertanto: 



odS- 



oh o 1 hdS 



2t„ 



2e„ 



2 e. 



■dS 



/ 




Poiché la pressione p che si esercita verso l'esterno è definita come quella 
quantità ;ale che pdS = F* v t per confronto segue 



P ^ 



2e„ 



^pressione doliti pressione 
(11.411 slettroslatka sulla superliris 
ili un conduttore carica 



Usando la (11.38], la pressione p può essere espressa anche in funzione del' 
campo elettrico È„ presente in vicinanza della superficie del conduttore; si ha: 



[11.42] 



dove a (x,y, z) è la densità di energia elettrostatica [11.36] in vicinanza della 
superficie: in un punto A della superfìcie del conduttore, di coordinate x,y, i. 
la pressione elettrostatica è pari al valore assunto dalle densità dì energia del 
campo elettrostatico in vicinanza di A (esternamente alla superficie A). 

In realtà )a [11.42] costituisce una relazione del tutto generale, valida 
anche quando si hanno più conduttori, e serve come punto di partenza per 
ii calcolo di ogni sorta di sollecitazione meccanica; ciò può essere facil- 
mente mostrato usando l'altro metodo che abbiamo citalo (metodo dei 
lavori virtuali) che qui introduciamo in considerazione proprio della sua 
generalità di impiego. 



Metodo dei lavori virtuali 



Capìtolo wcvndo 

43' 





Consideriamo un conduttore C, intorno al quale sia presente un campo 
elettrostatico £„ generato da una distribuzione di cariche presenti sul con- 
duttore stesso e/o nello spazio circostante; internarne ole al conduttore i! 
campo è invece, come sempre, nullo. Immaginiamo di modificare, per una 
quantità infinitesima, la configurazione geometrica dei conduttore. Ad 
esempio dilatiamone il volume espandendo verso l'esterno di un tratto àx 
(spostamento virtuale) ogni elemento dS della sua superficie ortogonal- 
mente a dS stesso. Per far ciò, è necessario applicare su ogni elemento àS 
una forza eslerna ÒF~ f> la quale compirà un lavoro (lavoro virtuale): 

òL (e> = bP'> ■ òx 

Per definizione di energia elettrostatica U, tale lavoro è legalo da una rela- 
zione di uguaglianza alla variazione di energia elettrostatica corrispondente 
allo spostamento dS -> d7 

òP> - 53? - Òf>" -- 61/ ; ua cui &H r > = — 
' òx 

D'altea parte, la forza ÒF" deve essere uguale c opposta alla forza elettro- 
statica cui TeleiT^ento di superficie àS è sottoposto; per cui: 



ÒU 
Òx 



[11.431 



Nel caso specifico, con lo spostamento dS dS!, l'elemento di volume 
dSòx aveva, prima dello spostamento, energia pari a ÒU, = u d&'Òx, dove 

u = — ^ Q è la densità di energìa elettrostatica nello spazio circostante il 

conduttore; mentre dopo lo spostamento virtuale esso ria ensigia òUf = 0 
(l'elemento di volume viene intlobalo internamente al conduttore, dove i 

ì~ 0). Pertanto èV = 60,- BfJ; = - u i/.S'ojc. Per cui 4^ = - w«CS; si ha 



dunque; 



6^= ■ 



ÒU 

òx 



e dividendo per aS si ottiene il valore della pressione elettrostatica 

coerentemente con la [il .42] . 

Questo stesso metodo dei lavori virtuali può essere usato per calcolare 
qualunque altra soliecitazione meccanica agente su! conduttore. Ad esem- 
pio, se il conduttore viene spostato rigidamente, parallelamente a se slesso 
(pura traslazione), di un tratto 65, la corrispondente variazione òU di ener- 
gia elettrostatica c direttamente legata al lavoro compiuto dal risultante R 
delle fòrze elettrostatiche; e dunque: 



,„ „ ÒU 
■ R,Òx = ÒU Rk = - 



[11.44] 
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D'altro canto lo. variazione di energia 51/ si calcola facilmente (noto il 
campo circostante il conduttore) come differenza delle energìe elettrosta- 
tiche contenute nelle due zone tratteggiate nella figura. È chiaro che, qua- 
lora, in particolare, il campo esterno sia uniforme, è àU = 0. 

Analogamente, il momento risultante delle forze agenti può essere cal- 
colato valutando !a variazione di energia elettrostatica corrispondente a una 
rotazione virtuale 86 del sistema. 



Esempio 

EJI-17. Calcolar? lajàrza elettrostatica con mi si attraggano le armature di un mn- 
■ dentatore plano dotato di carica Q. 

Siamo interessati^! calcolo (Iella componente Ji x delle forze elettrostatiche 
lungo l'asse questo può essere fatto usando la (11,44]. 1/u variazione Br7 di energia 
corrispondente atlo spostamento virtuale Òx è pari a: 



ot/ = <u f -u,)S&x 

dove S i Iti superficie delle armature; z/f è la dtinNiLà dj'Qnefgia elettrostatica pre- 
sente nella zona tratteggiata dopo lo spostamento 55, e «; è la densità di energia 
che in tale zona era presente prima dello spostamento. 

Poichi esternamente alle armature 4 E„ = Ò, mentre internamente è E t = —, 



si ha Ui 



0 



bU- 



Q 1 



2e„ 



SÒx-- 



a 2 Sòx 



dunque: 



2t„ 



S 



6x 
2t„ 



Risultante e momento risul- 
tante delle ferie agenti su un 
conduttore rigido 




Forza di attrazione fra le arma- 
tore di un condensatore piano 



E. = 0 



I 



La JT.44| diviene pertanto: 



o J S" 
le. 



[II.4S] 



Ij [IT.451 fyrhime tre espressioni f(a di loro equivalenti per la forza che si esercita 
fra Le armature del condensatore. Osserviamo che essendo ft x negativo, si tratta di 
utw forza atliaitiva. 

Lo -stesso risultato poteva essere ottenuto derivando rispetto alla d istanza .jc fra 

1 Q 1 

le armature, a Q costante, Tenerla elettrostatica V ■= — — — del condensatore 



bU d ( Q 2 x \ _ 

ax dx \ 2 sc 0 ; 



Essenza Q costante, il sistema è isolata e la variazione di U rappresenta effet- 
tivamente la variazione deirenergia potenziale dell'intero sistema* Al contrario, 
non sarebbe «fretto derivale l'energia del condensatore supponendo che sia co- 
stante la sua differenza di potenziale A V (cioè derivure rispetto a x l'espressione 



00 Caphoio secatilo 

Voltmetro ci emostatico di 
Lord Kelvin 



aneito di guardia 




conderrsatortì pianù 



Infatti per mantenere costarne variando x è necessaria mantenere il sistema a 
contatto con un generatore di differenza di potenziale costante: poiché in questo 
caso il condensatore non è isolato, la variazione di energia del sistema non è solo 
quella relativa al condensatore» ma sarebbe necessario considerare anche l'energia 
del generatore. 

Secondo la [1145], la misura di R, consente di misurare £„, e dunque anche il 
potenziale &V=xEq: Questa considerazione sta alla base del voltmetro di Lord 
Kelvin, in cui la misura di it, viene effettuata mediante una bilancia. L'anello dì 
guardia consenti; di liberare da effetti di bordo la parte del condensatore interessata 
alla misura. 



bilancia 



/ 



11.6. B problema generaste (fell'eSettrostetica nel vuulo 



Consideriamo una certa distribuzione di carica fissa (localizzata) nello 
spazio vuoto; dislrib uzione descritte) dalla l'unzione densità (|ì carica 
p(x,y,z). Se la funziono p(x,y,z) è nota, la configurazione IZ,(x,y,z) 
assunta nello spaziu circostante dal campo elettrostatico può essere calco- 
lata, come abbiamo visto nel capitolo t, per semplice quadratura a partire 
dalla leggo di Coulomb", cioè usando la relazione vettoriale [1.111 

k ir) - -~ \ P - | ( ^'4f ) ( f - ^ M W<tt [I-H] 
4rjc a J \f— t ]' 

IL campo elettrostatico E v così ricavato soddisfa le equazioni 



div 



_P_ 
e. 



rol E„ s I V x £„ = 0 



[1.36] 
[1-83] 



La prima di queste equazioni [prima equazione di Maxwell) esprime in 
fonila locale il teorema di Gauss; la seconda (ftswìfcqu anione di Maxwell 
nel caso stazionario) esprime in forum locale la conserva ti viti del campo 
elettrostatico. Quest'ultima proprietà implica l'esistenza ddlfl funzione 
poten/.isle V„ legata a £„ dalla relazione . £- >t ... ^ 

- erari f„ = - Vf„ = ) f|. 4 f] 

Nel c*so in esame, cioè nota la distribuzione di caiica p (x, y, S)'*la funzione 
potenziale putì esaere calcolata tramile la relazione scalare [T44] 

M?) = ^|^f IM4] 

Trattandosi di una relazione scalare, la [1,44] è più semplice da calcolare 
rispetto alla (1.11]. Per risolvere il problema dell'elettrostatica in Questo 
caso, cioè per calcolare il campo elettrico £„ a partire dalla densità di carica 
p, la procedura conveniente è pertanto, di norrm,_ queDa di calcolare il 
potenziale V, tramite la [1.44]; e d> f, ricavare £„ tramite la {1.4 1]- 

Tenuto conto della [1.36], e della_relazLone fl.41], il potenziale V, sod- 
disfa la relazione drvgrad V a = V • W 0 = V 2 !^ = - p/s 0 ; 



Equazione di Fornii 



(11.46] 
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L'operatore nabla quadro 



, _ J|_ 



Operatore la pia ciano in coor- 
din&te cartesiane 



[11.47] 



è detto laptaclarto; e la [[[.46] è detta equazione dì Potsson 

L'equazione [11.46] equivale non alla sola equazione [1.36], ma anche 
alla [I.S3]: infatti ogni canapo irrotazionale (conservativo) ammette poten- 
ziale; e viceversa il fatto the E, sia espresso come gradiente di V, (eq. 
[1.41]), rende identicamente soddisfatta la [1.83] (vedi e<j. [1.80]), 

In realtà la [11.46] caratterizza compie tinnente il potenziale V„. In altri 
termini, non solo il potenziale K, [1.44], corrisponder te alla distribuzione di 
carica p r) assegnata, soddisfo la 111-46]; ma un potenziale V„ che sod- 
disfi la [11.46] con la condizione di annullarsi all'infinito (lim V t (r) = 0) 

coincide necessari!) mente col potenziale [1-44]. Ciò è conseguenza di un 
importante teorema di matematica {Teorema di unicità della soluzióne del- 
l'equazione di Potsson): fissata la fittizio™ p localizzata In una porzione finita 
di spazio, la [il,4b} animelle, una sola soluzione che soddisfi specificale condì- 
ziótii al contorno del dominio di definizione. 

Per chi sia interessato, il teorema di unicità viene dimostrato nel pros- 
simo paragrafo, nel quale discutiamo brevemente alcune proprietà matema- 
tiche generali della funzione potenziale elettrostatico. 

L'interesse della unicità della soluzione della equazione [11.46] si mani- 
festa non tanio nel caso fin qui esaminato (distribuzione di carica p(x,y,z) 
fissa e nota nello spazio) quanto piuttosto nel caso in cui nella porzione di 
spazio considerato siano presenti dei conduttori. Mentre infatti nel primo 
caso (assenza di conduttori) la soluzione del problema dell'elettrostatica è 
esplicitamente fornita dalla [1.44], nel secondo caso (presenza di conduttori) 
la [1,4 4 j non è di alcuna utilità perché la configurazione assunta dalle 
cariche sulla superfìcie dei conduttori non è nota, e la sua determinazione 
rappresenta anzi uno degli obiettivi del problema. 

In effetti con problema generale dell'elettrostatica si intende il problema 
di determinale ii potenziale risolvendo l'equazione [11.461 con appropriate 
condizioni al contorno. [.e situazioni che più frequentemente si presentano 
nella pratica appartengono alle seguenti categorie: 

a) Non sano presenti cariche localizzate, li campo elettrostatico e generato da 
tilt sistema di conduttori S,(l = 1 :■. ■ N) di geometria nota del quali sono 
noti i potenziali V, (ì = I . . . N) (Problema di Dirichlet), 
La [0,4f>] si riduce in questo caso all'equazione 



detta equazione di Laplace. Poiché le condizioni al contorno sono note 
(K, = 0 all'infinito; V, = V t sulle superfici dei vari conduttori) il problema è 
perfettamente definito dal punto di vista matematico. La [11,48] può essete 
univocamente risolta (a parte le difficoltà matematiche che ciò possa com- 
portare), e si ottiene così il valore del potenziale V t {x,y,2) in lutto Io spa- 
zio circostante i conduttori. 

Una volta noto il potenziale, può essere calcolato il campo elettrosta- 
tico in tutto lo spazio mediante la [1.41]. 11 valore che il campo elettrico 
• assume in vicinanza dei conduttori consente, in particolare, di calcolare le 
funzioni a, (x,y, z) (/ = 1 . . . JV) che descrivono la densità di carica superfi- 
ciale sui conduttori stessi usando il teorema di Coulomb (eq. [IT. 5]). 



Coordinate dljjxjrjche: 
I 



& 1 df\ 

-&{<•— r 



Coordinale siertche: 



i i s v 

+ "7" *wi J fl dr 1 



Teorema dì unititi 



Problema di Ù.riehlcL, nuli t 
potenziali dei induttori 



[1L48] Equazione di Laplace 
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b) Non sotto presenti carictie localizzate. Il campo elettrostatico è generare da 
un sistema di conduttori S, (ì - 1 , . . i\) dì geometria nota, dei quali sono 
note le carictie Q,(i — l • . . N). 

In base alla conoscenza della geometrìa del sistema di conduttori, può 
essere determinala la matrice dei coefficienti di potenziale II PO. A questo 
punto, mediante la [I1.10J possono essere calcolati i potenziali V,(i = 1 . ../V") 
dei conduttori. Ci si riconduce così al problema di Dirichlet. 

C) Sono presenti caridie localizzale in certe regioni dello spazio, descritte da 
una distribuitone con densità p nota. È ino/tre presente un sistema di con- 
duttori S, (ì = 1 . . . N), per t quali sono note h cariche QUI ~ I . . .N), 

11 problema c descritto dall'equazione dì Poisson [11.46]; note le condi- 
zioni ai contorno (noli cioè j potenziali V it i - 1 . . . n) tale equazione 
ammette, come sappiamo, soluzione univoca. Tuttavia nel caso in esame i 
potenziali V, non sono noti: essi dipendono inlalli non solo dalle cariche Q,, 
ma anche dalla densità di carica p. Per conseguenza del principio di sovrap- 
posizione, al p uslo della [IMO] avremo ora un sistema di equazioni del tipo; 

,v 

y< = V, (P) + I Ps Qj V= 1 • ") 
1-1 

Della [11.49] sono noti (dalla geometrìa del sistema) i coefficienti p$ della 
matrice di potenziale II Pi; non sono noti invece i potenziali parziali V-, (p) 
determinati dalla distribuzione p. Per determinare i V, (p), possiamo asse- 
gnare condizioni al contorno «di prova» V}* 1 (/ = 1 , , . N) ai vari condut- 
tori. In corrispondenza, di questi potenziali di prova si risolve l'equazione dì 
Poisson; una volta determinata la funzione potenziale V'^ (x,y, z) che 
risolve l'equazione si calcolano, mediante il procedimento descritto nel caso 
a), le densità di carica oi°' e le cariche Ql°> che i conduttori avrebbero in 
corrispondenza dei potenziali V}"'* come condizioni al contomo. 

In corrispondenza dei potenziali Vj"\ le [11.49] si scrivono allora: 

= V, (p) + 1 Pìi Q?< {11.50] 

Di queste equazioni, conosciamo ora i primi memhri kj 1 * (assegnati per 
prova); conosciamo i coefficienli ]>& (dalla geometria); e conosciamo le Qj" 
(dalla soluzione dell'equazione [11.46]): possiamo dunque usare tali equa- 
zioni per determinare una volta per tutte i Mp). 

Una volta noti i (p), la [11.49] stessa consente di calcolare i potenziali 
K corrispondenti alle cariche Q, effettivamente possedute dai conduttori. 
Note così le condizioni al contorno, si risolve l'equazione di Poisson. 

Come si vede, si tratta di una procedura laboriosa, ma concet tua! mente 
ben definita. 



11.7. Alcune proprietà matematiche della equazione di Poisson 
e ielle fonzieei «naoaìche 

Teorema di unicità S Teorema di unicità. Consideriamo una regione di spazio finita t delimitata 

M dalla superficie 5. Sia ft (x,y, z) una funzione definita iute ivi integrabile. Conside- 
B rata l'equazione ^ 1 f= ft ed imposto che la funzione ./" debba avere valore^ su 
S l'equazione stessa ammette soluzione unica. 
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Eseguiamo la dimostrazione per assurdo, Ammettiamo che esistano due solu- 
zioni fi t<\ fi, t poniamo f = À—&- Si ha per ipotesi 

V 1 /, = p con /, = f s su 5 

VVs = P on fi -f s su S 

Sottraendo membro a membro si ha 

''(/i-Zi) s V ! /= 0 / = JWì= 0 su S 

Dunque /sod disfo l'equazione di Laplace con la condizione ai contorno/ = 0 suS: 
dimostriamo the una funzione die goda di queste proprietà è identicamente nulla 
Considerìamo la quantità V ■ (fvf) ed eseguiamo t'integrale su t applicando il 
teorema della divergenza; si ha 



7 ■ <fVf) d 



/7/. dS 



L'integrale a destra e nullo, perette è f = 0 3U S. D'altra palle l'in [egra le a smislni 
può essere così sviluppato: 

[ V - (/V/) rfi = j /V ! /<*I + | ( (V/)* di = 0 (11.511 

Essendo V 2 /™ 0, Ih precedente relazione si riduca a; 

[<f/> s <( t = 0 

La funzione integra oda è una funzione continua positiva o rulla a integrale nullo; 
deve essere pertanto V/= 0, da cui segue/ = costante. Ma essendo/^ 0 sul con- 
torno S, dere essere /= 0 su tutto t; e ciò è quanto volevamo dimostrare. 

È possibile mostrare - ma non lo faremo - ebe il teorema di unicità vale anche 
qualora la superficie S vada all'infinito; in questo caso va precisato comunque che 
la densità di carica o deve interessare una porzione finita del volume contenuto in 
S; e vanno inoltre introdotte le cosiddetta condizioni (lemuri all'infinito 



lira rf(f) = ri 



lim r 3 



df 

tir 



(11.52) 



dove ci e tj sono costanti arbitrarie e r rappresenta la distanza dall'origine. Fìsica- 
mente, Le [IL 52] implicano che. il potenziale e il campo elettrico si annullino all'infi- 
nito rispettivamente come ~ e come -4[-. 

Funzioni armoniche. Nella regione di spazio t una funzione f(x,y 7 z) e armo- 
nica se essa è finita in t, se ammette derivate seconde e se soddisfa l'equazione di 
Laplace [11.48]. 

Le funzioni armoniche godono di molle proprietà notevoli, fra cui è di partico- 
lare interesse per noi la proprietà nota col nome di teorema della media: il valor 
medio che una funzione ormonica assume su una superficie 'sferica GualunoitCt è pari 
a! valore die la funzione assume al cemro della sfera. 

La dimostrazione del teorema è semplice. Sia/ la funzione armonica, il suo 
valor medio f(r) sulla sfera di raggio r e centro in C è dato da 



/>) 



fdS 



1 

■i* 



i 

4ir 



fdÙ 



[li 53] 



Condizioni normali ai f filmilo 



Funzioni armoniche 



Teorema della media 
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Elettrodinamica quantistica 



Nell'ultimo passaggio abbiamo tenuto conto del fatto eh» fra l'elemento dS di 

superficie sferica e l'angolo -solido d£3 sussiste là relazione ito. = mentis nel 

penultimo passaggio abbiamo uliliizato il fatto che sulla sfera .S e r = «istante. 
Deriviamo la [li.53| rispetto a r, si ha: 



[u.545 



Nell'ultimo passaggio abbiamo tenuto conto del Iati*» che la proiezione del 
gradiente nella direzione ? è pan *Ha derivala diieziooalc secondo r (vedi eq. 
1.1.5 11); * dunque 

ff-aS--- ìf-f<i$- -^-<&- 



ÀDplicniamo ora alia [11.54] il teorema della divergenza; si ha: 



V ■ (V/) = 



V7J1 = 



dove t è il volume contenuto in & 

L'ultimo passaggio segue dui tatto che la funzione armonica J soddisfi, per 
definizione, al l'equazione di Laplace Y 2 /= 0. 

Dunque essendo 51 valor m^dio /ù indipendente dal raggio /■ della 

sfera sulla quale la media stessa e eseguita; esse è pari, la pailiuulare, al valore che 
f[r) assume al limite pei r -* 0. cioè al valore chc/(r) assume in C. Ciò dimostra il 
teorema. 

Per consegnouia del teorema della media, si ha. che il putenziale dcttrautaiicu 
nun ammette; nello spazio the separa le cariche gcrgeuli, né massimi né minimi: 
intatti, centrando una sfera intorno a uu eventuale punto d'i massimo o di oìitìiaio, 
la media sulla Alerà non potrebbe essere pati ni valore nel eoninv Per conseguenza, 
una carica isolala nel vuoto noti può rimanere in equilibrio per effetto del solo 
campo elettrostatico: ricordiamo infatti che i punti di equilibrio staTrife arjno i punti 
dì minimo ddTpuer&ìa potenziale c quanti si presentano in corrisponderla di rnas- 
simi o di minimi de! potenziale elettrostatico. 

In effetti, Li struttura stabile della materia per aziona delle Ione elettriche tra 
particelle subaiomiche può realizzarsi solo in termini dinamici, con gli elettroni ehc 
orbitano intorno ai /lucici; peraltro la trattazione elettrodinamica a livello atomico 
richiede l'uso di strumenli teorici più generali rispetto a quelli della fisica classica 
{elettrodinamica quantistica). 

Osserviamo infine ebe l'equazione di Laplace è una equazione lineare; ciò 
significa che se J\Jì - . ,/„ sono soluzioni deirequazioue, anche una combinazione 
lineare 



/*= a^fi + Hi/i + . . . + a*/,, 



[11,56] 



[con ai , , . a„ costanti arbitrarie) è soluzione. Se sono note le soluzioni 
fì> A - - /uri coeffieierrti a u a t . . . a„ possono essere scelti per soddisfare, se possi- 
biTe, le condizioni al conTorao proprie del particolare problema con cui si abbia 3 
che lare di volta in volta. 
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Esempi 

EJL18. Una carica puntiforme Q posta nell'origine degli assi coordinati genera nello 
spazio ii potenziale V 0 = ^ In punti diversi dall'origine, questo 

potenziale soddisfa l'equazione di Laplace? 

Espressa in coordinate carie siane, il potenziale ha la fórma: 
Si hi Jucq je- 



fljc ■ ■ 4nt 0 \ 2 I «ne, . 

■ C> ,'3.v' 1 \ 
e analogamente per ^,1° e ^ p . Sommando: 

.Osserviamo che' .il potenziale fri oggetto e quello generiuo tiri una carico, puntiforme 
disposti dell'origine; in punti diversi daircrigfne, l'equazione generale dell'elattro- 

'ibncì'ti 'ridùce dùnque a V*J^ = 0; ed è qnesu "l'equazióne che il potenziale in 
oggetto, teine dc«c, soddisfa. '■■■"! 

1 La funzione /{r) = — e della funiiom: armonica fondamentale: naturai- Funzione armonica 
■ r: y.: ■ . •. . londamentale 

mente, l'equazione di Laplace e soddisfai» dalla equazione atmomea fondamentale 
-anclie. qualora quejst*uhìma,. anziché, attorno ■sH'oriEiiHj, sia centrata attorno a un 
tìunto fisso qualunque; cioè anche qualora sia 

r- |0- *V 1 0 > e > ! i (•* zj'f 1 



Verificare effe ti potenziate generato da un dipolo elettrico soddisfa, solvo che 
. nei punti occupati dotte cariche, l'equazione dì Laplace. 

La ve rifita è immediata: basta ricordare che il potenziale K generato dal 
dipolo. è la somma dei potenziali, K t e V_ J generati dalle due cariche puntiformi 
-+Qe — 0: C„ - V f + V.. Poiché sia V t che K_ sono funzioni armoniche (essi sono, 
> più. ipjacisaitrcMc, proporzionali all'armonica iondomeritale), anche V„ risulta armo- 
:.hieo h . in virtù della linearità dell'equazione di Laplace. - 
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Ricordiamo imche che, lontano dal dipolo, il potenziale V u ha l'espressione 
V ' P V 

dove p è il momento del dipolo. Scegliendo l'asse j parallelo a ^ e l'origine al 
centro del dipolo. Il potenziale V<> assume in coordinate cartesiane l'espressi one: 

4 n 

(vedi eq. La verifico che (|ue3lo potenziale soddislit l'equazione di Laplace 

può essere exVettuaia anche direttamente con procedura del luiio analoga a quctlct 
titiliz&ifa fieli 'esempio E.IJ-1S. 

EMILIA- JVff obi irv cui il rixiema abbia sìmmeiriu sferica, può esspre zuawtiicnre 
rixuifcrc il pmbtema generate deir<tteltrostfftica m coordinate potori anziclìé 
in evunfìnaie r-artejiGfne, Forniamo l J enptes$ìojff dut hìSu^jf in questo cu.sw 
t'éqtitìtivrttr di Lapiave. 

K Scordiamo the le te licioni chu legano fro di loro le coordinate emiliane c le 
coordinale pota ri sono 

x = r sin. 6 coscp 
z =^ rcosfl 

l/equazione di Laplace in La trasformazione del Inequazione di Laplace da coordinate cartesiane a coordinate 
cnordmati; polari polari può essere fatla^ a partire datfe fJI,57L usando tecniche standard d] analisi 

matematica. Jl procedimento è laboriuso T e, non essendo particolarmente istruttivo 
non riteniamo 3i(i utile presentarlo qui, lì risultalo fc; 

■ fll 

i a ? r , ■ 

r* sin^ti dtp 7 



Lff.571 



Ssluzi&fte del pr^Weena generate deireiettrostaiìra alcuni 
casi aotevaìS 



Metodo delie cariche imma- 
ni ni 



II.8.L Metodo deste «Miche ìiuroagÌBÌ j-w-** 

Consideriamo un conduttore 5 £oJ^Q&fcxaJ£BÌ in modo che sia = 0; e, in 
presenza di esso, una o più cariche puntiformi localizzale fi, Se la geometria dei 
conduttore è semplice (ad esempio piana, o sferica, f0&) allora il problema 
del Tele* irostatica può esser* risolto in maniera semplice ed efficace medi a irte jJ 
metodo cosiddetto delle cariche immagini. Questo metodo consiste neirimmaginare 
the il iconduitore sia sostituito con una opìù cariche puntiform* Q/ situate, rispetto 
al conduttore, dalla parte opposta rispetto alle Q f * e disposte in modo che la somma 
dei potenziali generati dalle Q r e dalle Qf sia nullo su S. L'iraieme delle cariche C, 
e Qt Renerà allora in assenza del conduttore, nella porzione x di spazio vuoto pro- 
spiciente ad S daila parte delle Q } , la stessa configurazione di potenziale generata 
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dalle GrC dalla distribuzione (incognita) delle cariche premuti per induzinna su S. 
Ciò è conseguenza del teorema di unicità, considerato che sia il sistema (Qt + 8) 
ebe il sistema (Qj + Qì) hanno, nella porzione di spazio t, la slessa distribuzione dì 
carica (rappresentata dalle Qt) e le stesse condizioni al contorno (rappresentate da 
f=0 su .% e da f-> 0 all'infinito). 

11 vantaggio del metodo delle cariche immagini consiste nel fatto che il poten- 
ziale generalo dal sistema (Qt + Q!) e facilmente calcolabile mediante la [1.43); 
mentre il calcolo diretto del potenziale generato dal sistema (Q^-t-JT) richiede la 
soluzione dell'equazione generale dell'elettrostatica. 



Esempi 

E.ÌT.21; Unii Mirica puntiforme + Q.i posta Iti vicinatila dì ari conduttore piatto ttiòiip 
eiìvso i". ctiilegata a terra. Catcvtar? ìa foitsìtò di carica & che si induce sui 
; LHNthimtri>, uiìììzzctrido. ìt' metodo dttte. boriche .immagini- 
li -problema può essere risolto attraverso-i seguenti-tré passi; 

a) determi niamo, mediante il metodo debile cariche :ihi mattini, U potenziale V 
generalo noi sciuispazio t; . p-_ vv 

b) nolo il potenziale calcoliamo, usando la JT.^I],-ì] c*mpo elettrico presente 
in i:, e in particolare il valoie che -caso assume vicino ari i'; 

c) nolo il campo elettrico, calcoliamola deitiità di carica o usando il teorema 
di Coulomb dx|. Ili -ij) 

a) É evidente che, in questo caso, il sistema ti' rJi tifiche immagini che, 
insieme alla carica + Q, produce potenziale nullo su S, è costituito da una carica 
unici di valore -Q disposta simmetricamente alla carica + 3 rispetto ad S. Infatti 
ogni pulito di Sé equidistante dalla carica + Q e dalli sua immagine ~Q,è dunque 
le due cariche producono in ogni punto di: 5 potenziali uguali ed opposti, la cui 
somma si annulla. ? ° . ■ ■ 

Scegliendo un sistema di assi coordinati: cosi come mostrato in figura, il poten- 
ziale generato 1 dalle due cariche in un punto generico P s(X.y,'z) dello spazio è 
dunque: 



:.; . Q 



1 



- 1 



[11.591 



rh viriti ftèV ragiónameato proprie dei metodo della Gaf ieria immàgini, nel somispa- 
ào i quésto rappresenta anche il foiie^Jiale gerwto dalla carica reale + (Je dalla 
;distribtìz}rjnc di carica da questa indotta su; 5,; : ' ], " ; : . 

: b):Ct irùeressa : calcolare il campo elettrico; ta' vlbininja di 5. Tale campo c 
ortogora; e "ad. S ' ' " ; : ; ; ; ■' : ' . 

Ci basta; pertanto calcolare . . ' 



iTenulo conto della espressione [11-59] per il potenziale, là precedente relazione for- 
bisce; 1 
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c> La densità . <!i carica o (y,. & data da: 

Q d 
o ir. - e - ~ 2r ; .i ,,T 

Il segno meno deii™ d?l fatto che, secondo il teorema di Coulomb* (a densità di 
carica o è pari itts proiezione di E, sulla normale uscente dal conduttore; mentre 
nel nostro caso l'asse^ e diretto, nei semispazio t, come la normale eaiTanU. 

Integrando '.$s> tutta :la superficie del conduttore si ottiene la carie» totale 0" J , 
che Q induce su V. 

ror : il ^luofc. !tìc^iBtee(M ;ab|ì^rnó effettuato la- sosiit'óilone 1 2 . La 

carica indoli» è domine: v - 0. come era tfciiro «acne a prin-i considerali; che 
isi'. tró^Miruo irj ^i$r, caso* di tnduii*>rie' complelà..; , .■ .. "T"^, ' .. 

ÉJtW. CdMtirz H ftiteapali ' generalo ni fio sparto rumo ì<t una rorfr/i ^UBiìfonm 
Q poma in Vietnam* dì via sjera cóndttiirice S zoliegaic a urm (sia fi i/yiafr. 
: gf» ddfajft&i .«i> distanza di Q da/ txairo C dille sfera stsssa). 

Sia Q' una ipotetltai: carica immagine posta sulla congiungunté CS a distanza 6 
dal centro C(b < £)• Vogliamo determinare- se esistono - ì vàLorLfi' e ■■■!> che ren- 
dono iiulló il poiéoijàte in un arato generico P posto sulla superficie della sfera. Il 
Q potcndalc rt^^eriitoih P dalte cariche Q e ff vaie (usaudu le wjtaaoni eec- 
— • metriche indicate in figura) 

' - : ^^Q:^ - '- ' • v ■ '•.•g'i\::.:-- ;: i ;j i ,: ; |- ! > : 

; :, "* Tè* i; w ! . P~'>fi^ cw'bF" + 7f J f*' iKt> <x>&ftì ■'■[.. 

'.. • Pcécilè >ii .V jjP)f ^'.-O .Tpjer WBÓ i. va loré :dì ' tì" oc"i»)rre .0 ' batata tnicr .6. wf^.di' 
ièi^^|j^ti-Sr^^ii; : ;.H^ • :y: : ' - ' : v : : - '-;--" ::r; ii' : --'"^ ;: i 

cidi '"../.!■;■; ri.:'! ;-!\: ' : ■ :■; : . : . : ; . 

' e quindi a(R' t A 1 ) - * A ovvero a*1(a »>-0 A parte tt caso 
*1 ovvio a ■ 6 con CT r Ci. «e: d T 6 deve essere A' ^ ab, è ff « QfU~. 
DoMue il sistema j? + S é equivalente al sistema Q + flV ptirehS; sia ■ 




Naturalmente, -qiialiwB itsfe^ cùnduttriee, anziché a poténziiile ™U0, fosse post* a 
poleuzìùfé; Ys f O fijv^wfiiBSaiassegnalaad essa uni carica pota {M il problema 
j^t^bh^>«?w;Tjsrttó' i(tjU principio di sovr^posiztone a parline dalla 

soiuzimeSu^ift^tii j'BSr ;i( ; 
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11.8.2. Equazione di Laplace unidimensionale 



Supponiamo che la geometria del sistema sia costituita da un certo numero di 
piani omogeneamente carichi e fra di loro paralleli; se tali piani sono schematizza- 
bili come infinitamente estesi, il potenziale può dipendere da una unica variabile, 
cioè. dalla coordinata (sia essa x) ortogonale ai piani. In questo caso l'equazione di 

aK, _ ar„ 



Laplace può essere risolta molto semplicemente. Sì ha infatti - 
per cui la [1I.4S| si riduce a 



-- 0, 



dx l 



dr a 

Da questa segue - ^ — costante -■= a, e dunque 
YJx) = ax + b 



[11.60] 



Questa rappresenta Ih soluzione dell'equazione di Laplace unidimenaionalc. Le 
contanti a e ti vanno determinate imporrendo le condizioni al contorco. 



Equazione di Laplace unidi- 
mensionale 



Esempio 



E.11-D. Risolvere l'equazione di Laplace net cast/ di un condensatore piano, per il 
' quale ì premiali delle armature siano rìspeilitametìte fJO) = V, e V„(d) = 9. 

La soluzione è la [11,60], in cui le costanti a è fr vanno Determinate imponendo 
le condizioni ^(O) — V t e C s (rf) = 0; cìoè : ponendo: 

l-Uf» - /• I 

> J<»> - af.\ b ■■■ 0 ' : 



da cut -sèguc ..£.= V\ e u —y:; e dunque 



KAx) ■ 



Va mitóit» ;ché;ariché eterna mante ai: jirtruleniiiioie. khscjui>one deve, essere "da la 
rftaila'ItLSO^ in [ questo caso, impor^rido,, clic Eia' P('<»-)'-H : 0;*àf B #.s.^. 0 « dunque 
. = costante •= 0. ■ ■ ■■ - ,; 

:lì\ È bene osservare che la condizióne ) U.Q^ che pure vale in questo, speci- 
fico ca&>; non'c di. solito soddisfatta 'qitifidó la. uiUrìbuztufl£"rtr càrica 'si estende 
.fino all'Infinito/ Ad esempio nel caso di. uno strato .piano semplice, la cui soluzione, 
t'ancora dala dalla [11.60], il potenziale diverge ali 'infinito. 



V„ = V, 



_1_ 

o 



D,8.3. Soluzione per separazione dì variabili 

La soluzione dell'equazione di Laplace tridimensionale può essere ricavala per I Soluzione per separazione di 
separazione di variabili: questo metodo consiste nello scrivere il potenziale tnco- ■ variabili 
irrito K„ come prodotto di tre funzioni, ognuna delle quali dipendente da una sola 1 
delle variabili. Nel caso che il problema aia formulato in coordinate cartesiane, I 
ponìama 8 

V<,(x,y,z) = X[x).Y<yyZ<z) [11.61] 1 
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Sostituendo nella [H.48], questa diviene: 



„ , M d 2 r d 2 z 



e dividendo per X- Y- Z: 

1 d*X 
X dx 1 



1 d*Y 1 d}Z „ 



Ognuno dei termini della [TT.Ó2J clipeate da uria variabile diversa; affinché la loro 
:*omnia sia nulla indipendentemente dal valore assunto dalle variabili stèsse, è dun- 
que necessario che ognuno dei termini sia costanti:. Dalla [11-62] segue pertanto: 



1 dX 
X di 1 



[11.63] 



in cui le tostatili devono soddisfare la relazione 
fi + :— A] 

Le [IL63] rappresentano tre equazioni differenziali lineari omogenee dei 
secondò ordine a coefficienti costanti dui tipo; 



■ìC\X-. 



■Kìr- 



d z Z 



la cui soluzione, facilmente ricavabile mediante una metodologia consolidata (equa- 
zione algebrica associala) è data da 



X — A[ cos(Ki;c +■ B{\ 
Y — Ai con(K,_y+ B 7 ) 
Z — Ai cosh {/cf+'jefi + Zìi) 



DI. 64] 



con /Ij, fli, ffjj 5^ Gustanti. Il yaWirc effettivo da assegnare alle costarli! 

dipende, ovviamente, dal tipe di condizioni ni contorno che devono essere soddi- 
sfalle- ltittavia una analisi, anche sommaria, delle diverse casÌKLielie che possono 
presentarsi a secoaila della stella dei valori dei parametri trnposu dai vari tipi di 
condizioni al contorno, ti flirterebbe qui lontani dagli scopi del pr«\eT2ie vulume. 
Esistano peraltro al riguardo numerosi tcsli specializzati. 

L'applicabililà del metodo di soluzione per separazione di variabili è subordi- 
nala al fatto che la decomposizione {11.61] del potenziale sia compatibile con le 
condizioni al contorno assegnale. 
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Esercizi dei II capitolo 

ILI. Una sfera conduttrice di raggio R t = i cm porta un» carica & = + 10~ s C. 
Un guscio sferico (sfera cava), pure conduttore, concentrico alla sfera di rag- 
gio R,, avente raggio intemo A a = 10 cm e raggio esterno £ s = 12 cm, è 
(•ricalo con carica Qi - 10Qj. 
Calcolare, nell'ipotesi che il sistema sia nel vuoto: 

a) la densità di cstrica'superficiale a t sulla superfìcie interna del guscio sfe- 
rico esterno (di raggio Ri); 

b) la tLd.p. (1^ - V 7 ) tra i due conduttori considerati. 

(Risposte: a) As',53 • ^ Cfm 1 ; b) 9 IO 4 V) 

ILI. Nella situazione dell'esercizio precedente, se si pone uguale a zero il potenr 
ziale all'infinito (T(m ) = Oj, quafè f/espressionc del potenziale della 
sfera di raggio i?,? , , 

Risposta: V, - «' + Ì2l±Qù_1) 

\ *r.c, R,R, 4irp,, «,/ 



IO. Nel vuoto sono disposti due conduttori di capacità C^«Cs=ÌQ rispettiva- 
mente. I conduttori sono isolati ed il primo è carico con carica = I p.C, 
mentre il secondo e inizialmente scarico. 

Ad un certo istante i due conduttori vengono collegati tramite un Ilio metal- 
lico di capacità trascurabile. Successivamente tale collegamento viene inter- 
rotto. Calcolare le cariche che si ritrovano alla une sui due conduttori. 

(Risposta: Qf™ = 0.25 |iC, QlF»> = 0,75 uC) 



1L4. Nel vuoto, una sfera, metallica dì raggio a, scarica, è circondata da un guscio 
sferico pure conduttore, concentrico con la sfera, di raggio interno Jìi e rag- 
gio esterno R } . 

Se al guscio sferico viene fornita la carica Q e se si assume nullo il potenziale 
all'infinito, qual'è l'espressione del potenziale della sfera scarica interna? 

(Risposta: Y sb „ = &(4*tM) 



JI.5. Due sferette metalliche, nel vuoto, hanno lo stesso raggio R, sono isolate 
ed entrambe sono cariche con la stessa carica Q positiva. La distanza D tra 
le due sferette è molto maggiore del raggio delle sferette slesse, essendo 
D = NR. Tra le due sferette, nclic condizioni deaerine, si esercita una forza 
repulstvu F, = IO -5 M 

A partire da questa situazione iniziale, ima delle due sferette viene collegata 
a terra (V = 0) mediante un sottile filo conduttore. 
Calcolare modulo, direzione e verso della rmrn F, che si esercita tra le due 
sferette nella nuova situazione. 

(Risposta: F 2 = - 2 ■ 10"' N, attrattiva) 

H,4. Nel circuito mostrato in figura la d.d.p. tra i punti A e 8 è fissata ad un certo 
valore K Quale relazione deve sussistere trai valori delle capacità Ci, Ci, Cs 
e d perchè si abbia {V D — V^) = 0 indipendentemente dal valore dì VI 

(Risposta: Ci d = Cj Q 

Un condensatore, di capacità C, ha armature piane e parallele distanti <t, nel 
vuoto. Nello spazio tra Le armature e parallelamente ad esse viene inserita 
una lastra di metallo di spessore Ò *■ *JV5 T .come indicato in figura. 
Qual'è la variazione percentuale di capacità? i , , 

(Risposta: ~- - 25%) 




'E 
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- r ~r 




HA Tra i punti Ae Bè sistemato l'insieme di condensatori mostrato in figura, in 
cui si hanno quattro condensatoti uguali, di capacità C, ed uno <Ji capatati C 
tra i punii I) ed E del circuito. 
Calcolare la capacità complessiva tra i punti 4 e B, 

(Risposta: Cm = Q 

n.9. È dato il sistema di condensatoti rappresentato in figuri Essendo nota la 
capacità C dei quattro condensatori uguali del sistema ed essendo C molto 
grande, calcolare la capacita C^uj tra i punti A e B, 

(Risposta; Cjib £ 

11.1»- Nulla situa/ioac dell'esempio E.1I.12, i due condensatori Q e C,, all'inizio 
coricali separalamcnte in modo da avete d.d.p. e i>S ,R> rispettiva- 

mente, una volta collegati tramite la chiusura dcll^iotetTutrjorc T arrivano, 
dopo una /a*e transitoria di movimento di cariche, ad una situazione di equi- 
librio in cui la d.tLp. In i punti 4 e I vale 

C, + Cj 



ES. 11.10- 



JJJ-. 





Dimostrare che tale situazione di equilibrio cortispimde ad un .minimo ili 
energia efcttrostatrca del sistema. 

11.11. Tre condensatori, di capaciti C A = C,£ , J = 2CeC c = 3 C rispettivamente, 
sono disposti come in figura. L'elettrodo (A) del condensatole di capacità Ca 
6 fenato a potenziale fisso V\ — 10 V, mentre l'elettrodo (B) del condensa- 
tore di capacità C s ù tenuto a potenziale fisso V 2 40 V, 

Quat'è ti potenziale V } dell'elettrodo (C) del condensatore di capacità C t ? 

(Risposta; = t5 V) 

11.12. tjn condensatore cilindrico nel vuoto, le cui armature hanno raggi a e 
b — J/r rispettivamente, 6 inizialmente caricato in modn Ua avere ccieigia 
elettrostatica - MT* I. Tenendo il condensatore isolato, imrjoagfnarc di 
dilatare rarrtiutnra esterna in modo che il suo raggio cresca della Quantità 

6/10. C^ìmlart il corrispondente lavuro delle force del campo elettrfco. 

(KiKirosta: -8,67 if>-"t) 

tT.13. Calcolare Fcneigia elettrostatica totale di una sfera di raggio K uoiforrne- 
mentc carica i^n de-nsiui di volume di carica p c disposta nel vuoto. 

4TIP 1 



15e„ / 



11.1*. Una carica puntiforme e = 10~ s C e posta, io aria, a distanza D da un piano 
conduttore indefinito coifegat» a lena. Calcolare la carica, indotta sul piano 
conduttore su un cerchio con eentro sul piede O della perpendicolare con- 
dotta dalla carica q al piano e con diametro pari a D. 

(Risposta: Q = -1,06 - ir 1 C) 



11.15. Un dipolo elettrico di momento p e disposto con la direzione orientata nor- 
malmente ad un piano conduttore, molto esteso, collegato a terra. La 
disianza tra il centro del dipolo ed il plano è JX Ricavare l'espressione della 
forza che si esercita sul dipolo. , 

(Risposta; lfl = 



_V I \ 

16 ne. Ir} 
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5wggeriznerjt3 per la soluzione degli esercizi del II capitolo 

11.1. a) RiferÌTsi agli esempi E.U.1 ed E.II.2 

b) Procedere Ui modo analogo aiTescmpio E.n.7. 



ÌLI, Calcolate la d.d.p. ira la sfera interna e l'infinita, lenendo conto dell'anda- 
mento del campo elettrico nelle varie restarti di spazio. 



11.3, Tenere conto del fatto che la carica si conserva e che a contatto avvenuto, i 
conduttori sono e restano allo stesso potenziale. 



11.4. Plraedere in modo analogo all'eserci/io 11,2 e tenere conto dell'esempio 



n.S. Determinare la carica della sferetta collegala a lena in base alla condizione 
che il suo potenziale sia nullo per effetto detta sua stessa carica Tinaie e della 
carica (inalterata) dell'altra sferetlii. 



HA. Calcolare prima le d.d.p. tra D ed A e ira E ed A e successivamente ricavate 
(fi- Ve). Poi imporre la condizione (Yo- fi) = 0 per ogni V. 



13-7. Osservare che il sistema condensatore 4- lastra equivale a due condensatori 
in serie. 



Determinare, sulla base di considerazioni di simmetria del sistema, ia d.d.p, 
tra i punti D ed & e disegnare un sistema di condensatori equivalente al dato. 



H.J. Una capacita C molto alta, al limile inlinila, significa eh:, quale che sia la 
canea su di essa depositata, la' d.d.p, tra le sue armature * praticamente 
rulliti. Questo equivale ad un cotto circuito tra i punti W e B, 



Dette &Yi e LV^ le generiche d.d.p. ai capi dei due condensatori, tUipo la 
chiusura dell'interni Itore, scrivere l'espressione deJl'tneripa elettrostatica 
totale e mostrare che, con la condizione che la carica elettrica si conservi, il 
minimo di energia si ottiene per ù.V\ = bV^ = &P* FIN \ 



11-11. Considerare fe cartelle sui tre condensatori e tenere conto del fatto che il con- 
duttore che include Tannatura (C) superiore di C' c e le interiori di C A e C s , 
è globalmente scarico e subisce solo fenomeni di induzione elettrostatica. 



11-13, Calcolare la variazione di energia elettrostatica relativa alla deformazione 
ipotizzata e collegarla ai lavoro delle forze del campo elettrico. 
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11*13* Ricavare l'espressione della densità di energia a = e^E*/! in Funzione delia 
distanza dal centro dì simitietria del sistema e fame l'integrale di volume su 
tutio io spazio. Scegliere opportunamente l'elemento di volume infinitesimo 
iti modo da trarre vantaggio dalla situazione di simmetria sferica del prò- 
blema (elementi di volume entro i quali il campo e quindi la densità di 
energia u t abbiano lo stesso valore). Per il valore di F tì in funzione di r t 
vedere gli esempi E,L7 ed E,1.8< 



II.H- Applicare il metodo deJte cariche immagine, calcolare il campo elettrico 
sulla superficie di separazione tra vuoto e conduttore e quindi ricavare, tra- 
mile il teorema dì Gauss, la densit* superficiale locale <j. Lo caso di difficoltà 
rivedere l'esempio E.LL2L- 



JL15, Applicare il nveiodii delle cariche immagina (vedi esempio B,IL2ÌJ t ricor- 
darli le l^64j per in forza su un dipoto elettrico in campo esterno. 



Capitolo terzo 

Elettrostatica in presenza di dielettrici 



Nel primo capitolo abbiamo analizzato il potenziale e il campo elettro- 
statico generati, nelio spazio vuoto circostante, da cariche elettriche localiz- 
zale. Nel secondo capìtolo abbiamo studiato il caso in cui siano presenti 
anche dei conduttori; ma abbiamo continuato a supporre che lo spazio cir- 
costante i conduttori e le cariche localizzate fosse spazio vuoto. Nella realtà, 
tale spazio, di norma, è riempilo di materia più o meno densa, solida 
liquida o gassosa; per una descrizione adeguala della maggior parte dei 
fenomeni elettrostatici è dunque necessario abbandonare l'ipotesi che lo 
spazio sìa vuoto. In questo capitolo stuelleremo rcfletto prodotto dalla pre- 
senza, in tale spazio di materiali isolanti (o dielettrici) omogenei ed isotropi. 



liì.l. La costante dielettrica 

Cominciamo col riportare un comune latto sperimentale. Conside- &m|ilìd i isserai e ni 
riamo un condensatore: per semplicità, immaginiamo che si tratti di un sperimentali 
condensatore piano nel vuoto. Dotando il condensatone di una certa carica 
0 (+ Q su una armatura; —Q suli'aitrti.) Ira le due armature si stabilisce una 
differenza di potenziale Af 0 legata a Q dalla relazione (eq. ITI. 16]); 



dove C„, capacità del condensatore, ha nel caso di condensatore piano 
l'espressione (eq. [11.21]): 





C„ - If- [11.211 



Nel caso di geometrie diverse da quella piana, la capacità ha una diversa 
espressione, ma è comunque proporzionale alla costante dielettrica del 
vuoto k 0 (vedi par. IT.2}. 
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AV 



+Q 



3 



Costante elicle lirita relativa 



Costante dielettrica 





Ir 


ajja (L aim.) 


l t (XK)ó 


ù\\a per UiiiLbiruPitori 


2,2 


quarzo (SLO^i 


4.3 


porcellana 


* ^- a 


vetri 




tLuquu (liquidai 


so 


etra 





Abbiamo usato i simboli Qeif, per ricordare che frale armature ^i è 
il vuoto. 

Lasciando invariata la geometrìa del condensatore e la carica presente 
sulle armature, riempiamo ota uniformemente l'intercapedine compresa fra 
le armature stesse eoa un materiale isolante omogeneo ed isotropo, non 
dotato di alcuna carica: sj iwWT " 3 allora che fra le armature si stabilisce una 
differenza dì potenziale AV Z~&V a , Secondo la [11.16], ciò significa che in 
presenza del dielettrico la capacità C del condensatore è maggiore della 
capacità C„ che esso aveva quando fra le armature vi era il vuoto. Sia r r > 1 
il rapporto (adimensionale) fa C e C, 



OC 0 -- E, 



rm.1] 



La costante c, definita riatta IOLI] è detta dittante, dielettrica relativa del die- 
lettrico considerato. La [11.21] è allora sostituita dalla: 



d 



La costante: 



e = c„e, > k 0 (111.21 

è detta costante dielettrica (assoluta) del materiale in esame. Valori tipici 
della costante dielettrica relativa, per alcuni comuni materiali dielettrici, 
Sodo quelli riportati in tabella. 

Riassumendo brevemente le semplici osservazioni sperimentali iin qui 
riportate, possiamo dire che l'effetto della presenza di un materiale isolante 
omogeneo che riempia compie lamcnle lo spazio interessato rial potenziale 
generato da un fissato sistema di cariche è quello dì diminuire iti ogni 
punto il valore del potenziale (e dunque anche del campo elettrico) per un 
fattore detto costante dielettrica relativa Operativamente, la costante dielet- 
trica può essere misurata riempiendo compfetamente di dielettrico l'inter- 
spazio compreso tra le armature di un condensatore, e misurando l'au- 
mento di capacità che così iaccndu si produce. 

In questo capitolo approfondiremo prima Hntcrp relazione microsco- 
pica della costaci! 13 dielettrica, e vedremo poi «ime la presenza, del dielet- 
trico modifichi le equazioni fondamentali dell'elettrostatica e le condizioni 
al contorno rispetto a] caso dello spazio vuoto. 

Potremo poi cosi trattare l'effetto dui dielettrico nel caso generale, e 
non solo nel caso che esso riempia completamente tutto lo spazio interes- 
sato dal potenziale. 



Ili. 2. £aterprei&zì(we microscopica 

Interpretazione microscopica La differenza di comportamento fra conduttori e isolanti che si mani- 

festa a livello macroscopico è riconducibile a differenze di comportamento a 
livello microscopico, cioè alla scala atomica e molecolare. Una trattazione 
rigorosa a tale scala richiede strumenti teorici di cui qui non disponiamo, 
ed esce d'altra parte dagli scopi del presente testo; tuttavia, almeno a livello 
qualitativo, possiamo renderci conto di tale differenza di comportamento in 
base a semplici ragionamenti di tipo fenomenologico. 

Il tipico conduttore è un metallo, caratterizzato da una struttura cristal- 
lina: ogni atomo si trova cioè ai vertici di un reticolo poliedrico (ad esempio 
cubico) di estensione spaziale molto grande rispetto alle dimensioni lineari 
(«passo») di ogni sìngola cella dei reticolo. 
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Nei conduttori la disposizione degli atomi nel reticolo, e quindi l'anda- 
mento spaziale del potenziale della forza che attrae gli elettroni ai nuclei, è 
tale die un certo numero di elettroni delle orbite esterne (tipicamente 1 o 2 
per ciascun atomo), risulta sostanzialmente «libero». Ciò vuol dire che 
l'energia di legame di questi elettroni è abbastanza piccola da essere prati- 
camente sempre inferiore all'energia di agitazione termica, già a tempera- 
tura ambiente. 

Questi elettroni «liberi», come vedremo meglio in seguito, costitui- 
scono una specie di gas all'interno del conduttore, in continua agitazione 
termica. L'applicazione di un campo elettrico esterno produce un movi- 
mento ordinato (corrente elettrica) di questi elettroni, detti di conduzione. 

I dielettrici, invece, sono caratterizzati dall'avere atomi e molecole con 
tutti gli elettroni piuttosto fortemente legati ai rispettivi nuclei. Tali elet- 
troni non sono pertanto liberi di muoversi per effetto dì un campo elettrico 
eoe abbia intensità quale di solito si realizza nella pratica. Solo per inter- 
vento di forze localizzate molto intense (strofinio, scariche elettriche, ecc.) 
può capitare che alcuni elettroni vengano strappati dalla loro posizione, 
lasciando così una carica positiva localizzata nel luogo da cui sono stati 
strappati, e una carica negativa laddove sono stali introdotti a forza. 

Qui noi siamn interessati a considerare dielettrici elettricamente neutri; 
l'effetto di una eventuale carica localizzata verrà infatti presa in considera- 
zione a parte, e descritta con la relativa densità volumetrica di carica fi. 

Essendo il dielettrico complessivamente neutro, e poiché noi siamo 
interessati al campo elettrico macroscopico (mediato cioè su regioni di spa- 
zio molto estese rispetto alle dimensioni atomiche), contrariamente alle 
osservazioni sperimentali riportate nel precedente paragrafo potremmo 
aspettarci a prima vista che il dielettrico non produca alcun effetto. In 
realtà, pur essendo elettricamente neutro, il dielettrico produce un campo 
elettrico macroscopico - modificando cosi il campo prodotto dalle distribu- 
zioni di cariche localizzate - se esso possiede un momento di dipolo diverso 
da zero. Tale momento di dipolo manca in assenza di campo elettrico 
estemo; ma viene indotto nel dielettrico quando su di questo agisce un 
campo elettrico prodotto da cariche elettriche presenti all'intorno (vuoi 
localizzale su un isolante, o portate da un conduttore). Il fenomeno per cui 
un dielettrico, immerso in un campo elettrico esterno, acquista un mo- 
mento di dipolo è dello polarizzazione elettrica. La polarizzazione elettrica PolarizaHzbnt ii3t(!iÌL# 
può essere di due tipi: polarizzazione per deformazione e polarizzazione per 
orientamento. 



Polarizzacene per defornsazione 



Un atomo è schematizzabile come un sistema elettricamente neutro 
costituito da un nucleo centrale molto piccolo (praticamente puntiforme: d 
suo raggio è dell'ordine di IO 1-5 + IO - * rispetto al raggio atomico) dotato di 
carica positiva Ze (X: numero atomico; e = 1,6 • NT" C: carica del pro- 
tone), circondalo da una nube elettronica negativa con densità di carica a 
simmetria sfèrica variabile con continuità dal centro aila periferia (dia- 
metro dell'ordine di qualche angstrom A, 1 k = IO" 1 " m). In virtù della 
simmetria sferica, per l'atomo sono nulli tutti i termini dello sviluppo in 
multipoli (vedi par. 1.11), e dunque in particolare è nullo il momento di 
dipolo. 

Se però l'atomo è posto in un campo elettrico E t (campo locale), esso si 
deforma e acquista così un momento di dipolo p. Iniatti il nucleo jV subisce 



Pulii ri ^aiicHie pei 
zione 



Nucleo N-""\- 



defurma- 




Nuvola elettronica 
a simmetria sierica 
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una (brza./ = ZeE, e il baricentro C dilla nuvola elettronica una forza 
— /= — ZeEi\ per conseguenza N si sposta di un certo tratto (sia esso r, 
parallelo a £,) rispetto a C. Una volta spostati uno rispetto all'altro, N e C 

I~ avendo carica opposta si attraggono con una forza elettrostatica/': l'equili- 
brio sì ha quando \f' \ — \f\. Almeno per campi elettrici non molto intensi, 
ci si aspetta, io base ad un modello in cui gli elettroni sono legati elastica- 
mente ai nuclei, che lo spostamento r sia proporzionale a E,: questa condi- 
zione è in realtà largamente soddisfatta per lutti i campi elettrici E, realizza- 
bili in pratica. Ci si aspetta pertanto che anche il momento di dipolo 
indotto p — Zer sia proporzionale a t\: 

P = [IH.3] 

Questa legge di proporzionalità è ben verificata sperimentalmente. Il coeffi- 
PolarinaotliiA elctininica dente di proporzionali la Uj è detto polarizzabilità elettronica. Valori tipici di 

a t sono: 

per l'elio su, = 0,22 - IO"" 1 farad ■ m' 
per il neon a*, — 0,43 ■ Ì0~" > farad * m 2 

Osserviamo che É t che compare nella è il campo elettrico che agisce 
sulla molecola considerata (esterno rispetto alla molecola stessa); esso è 
dunque il campo generato dalle cariche esterne è da tutti i tipi di dipoli 
costituiti dalle molecole del dielettrico esclusa la molecola in esame 
Campo locale e campo macro- («campo locale»); il «.campo macroscopico» fiche si misura internamente al 
«api™ dielettrico nella posizione considerata include invece anche il campo gene- 

rato dalla molecola in_ esame. In un gas rarefatto, il campo locale E, e il 
campo macroscopico E sono praticamente fia di loro coincidenti. In mate- 
riali più densi, la differenza si fa sentire, e verrà trattata in termini quantita- 
tivi più avanti. 



Esempio ^"ìy 

E.Ulj. Vdluiare la jiolaripshtlAi elettronica il, di un atòaro il et lo (2 r* 2/Ìu#- 
-mèndo le draxticp stftetttattzxiizlQne che la nKvìrta elettronica .occupi. tMi/br- 
■ • mementi ma sfirà.dt rags'<> R=r,0,!>A' centrato- intorni al nucleo' it&sttnto 

, , , pUrt((ft.Wt . ' ■ : ' 

Sia E il canipo macroscopico, praticamente coincidente ccH carneo locale E t \ la 
forzaglie cjuesto esercito sul nucleo N (pari in modulo e opitosla in verso alla forza 
che I esercita barieeritro C della nuvola elettronica) vale: 

/- ZeÉ 

Quanto alla forza f' di attrazione elettrostatica reciproca che la nuvola di elettroni 
esercita su fi, la sua espressione in funzione dello spostamento ? fra Ced N può 
essere fàcilmente trovata nell'ipotesi fatta {simmetria sfèrica e densità costante). Il 
campo elettrostàtico E' generato dalla nuvola elettronica al proprio intemo ha 
infetti, in funzione della distanza r dal centro C, la. seguente espressione (vedi 
esempio ULSi. 
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(avendo indicalo con p - 



.-^ „t la densità di carica della nuvola elettronica) 
per cui la forza /' che £' esercita sul nucleo di carica Ze vale (in modulo): 



f - Ze£ ■ 



(Zef r 
4 in,, X 



Uguagliando / a /' possiamo ricavare r. 



e dunque 



Per confronto 



Z* 



con la fili. 3], si ha tt lf = '4nSiR''. Numericamente, 



rordine dì grandezza è in accordo qualitativo coi valori Speri mentali. 



La polarizzazione per deformazione è presente anche nelle molecole 
poliatomiche; in questi casi, anzi, olire alla polarizzazione elettronica è pre- 
sente anche una polarhzanone atomica. 

Molte molecole poliatomiche sono dotate, in più, di un loro proprio 
momento di dipolo elettrico; abbiamo già accennato all'esempio della mole- 
cola d'acqua (o di IIC1) nel par. 1.1 1. Diviene dominante allora il fenomeno 
della polarizzazione per orientamento. 



Polarizzazione atomica 



Peiarizzazione per orieolmnento 

I-a configurazione spaziale di molte molecole poliatomiche non c sim- Polari «azione por orienta- 
mctrica, e molte di esse Datano perciò un loro momento di dipolo proprio mento 
ì>„ ìrìdipenrien temente dalla presenza di un campo elettrico applicato. Tut- 
tavia a livello macroscopico l'effetto dì tale memento di dipolo elettrico non Molecole polari 
si manifesta se non è applicato un campo elettrico esterno, perché le varie 
molecole sono orientate del tutto a.caso, e dunque è nullo il valor medio 
(p ) del momento di dipolo eseguito su qualunque volumetto di macrosco- 
picamente significativo (per quanto piccolo, un volume di significativo a 
livello macroscopico comprende comunque un numero molto grande di 
molecole). Quando invece agisce un campo elettrico esterno, i momenti di 
dipolo p, tendono ad orientarsi parallelamente ad esso; e dunque il loro 
valor medio è diverso da zero. 

1! calcolo, in presenza di un campo elettrico locale E,, del valor medio 
{p ) del momento di dipolo di molecole dotate ciascuna di un momento di 
dipolo proprio a,, può essere effettuato in termini statistici con relativa 
semplicità, e riteniamo istruttivo proporlo qui. 



8 
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Polarizzabilità per orienta- 
mento di un gaso di un mezzo 
non denso 



2 v/Cy-- 9 



0%: . 6 




Approssimazione 



*7 



« 1 



Supponiamo dì avere un insieme dì dipoli praticamente liberi) per i Quali suino 
trascurabili le mutua interazioni (pei esempio gas o vapore). 

In presenza di campa elettrico ogni dipofo p t e sottopostola uo momento 
meccanico & = À, x £ ( (eq. [I.62.B]) che tende n orientarlo come Er, mentre ['agi- 
tazione tennica favorisce l'orientamento a caso. L'equilibrio statìstico tra queste 
due tendenze opposte t descritto dalla funzione P(W) dì Boltzmann già introdotta 
in Termodinamica: 



P(_U) = A e 



E1II.5) 



dove: 



A è una costante di normalizza/ione 
U è rencrgfo del dipolo; djiUa [L591 si ha V ~ - À, . É, = -fsEi cos9, 
con 9 angolo fra /F„ e Ei 
c la costante di Doltzrasno 
T è la iMnperatoru assoluta del materiale considerata. 
Secondo la Icori» statistica di Boltzmann, la probabilità che il dipolo sia orien- 
tato entro un àngolo solido dlì - 2 n sititi d fi t data ila: 



dP- P(V(#))JQ = Ae " ifll = v(^ " 2nsinflif" [M.6J 

La costante ^ è determinala daHa condizione che ^ PdQ — 1, perche la probabi- 
lità integrata su tutti gli angoli deve corrispondete alla certezza. 

A meno che la temperatura T non sia prossima allo zero assoluto, l'esponente 



Ejp, cosD 



KT 
l a ordine [e 



è abbastanza piccolo perché l'espone oziale possa essere sviluppato al 



1 + 



KT 

dP = 2nA\l + 



per cui la precedente relazione diviene: 



ne db 



niejrando la illl.é.a] tìa 0 o it e imponendo che il risultato valga I si trova imme- 
diatamente A =• -7^-; par cui la [TII,6,a] diviene^ 



in ' 



dP ■■ 



dx im.7j 



avendo posto x ct»B (e dunque dx = dcraG = — sìu& rfGXjQsrcrviamo ora che 
l'orìentamcraLo di p\ deve av*r* simmetria dlindtfca Intorno a £^ e dunque la carni- 
ponente ortogonale a bi stro-, in media, nulla. Dunque il valor medio {p} 
orientato -come Er e la sua proiezione su Ej vale: 



i + 



Eseguendo l'integrale^ si ricava facilmente 



<;>L 



3 KT 



e dunque in definitiva 



(/) = o„£i con <t„ = 



3KT 



[11183 
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U [III.S] è del tutto analoga alla [TTI.J], salvo per il fatto che mentre 
nel caso della' polarizzatone per deformatone ogni singola molecola ha 
momento dì dipolo proporzionale a £ t ,jiel caso della polarizzazione per 
orienlamento ciò che è proporzionale a E, è il valor medio del momento di 
dipolo, 

È da osservare che la [11L8J è stata dedotta introducendo uno sviluppo 
di esponenziale arrestato al primo ordine, ed in questa ipotesi il valor 
medio del momento di dipolo risulta proporzionale al campo elettrico E t . Al 
crescere del campo elettrico, l'andamento di (p) cessa di essere proporzio- 
nale ad Efa dal momento che tutte le molecole si disporranno parallela- 
mente ad Et, {p} tenderà a À, e si realizzerà una situazione di saturazione. 



Estui? io 

&Alhl.\ jCatcvtfjre tn polarizzabiliiiì a„ pe£ QtìcnlQhiMto , <tì}fc. trwtrt-aje di ynfwrt- 
d'ititutiatlfliempfrawr/i/tmbifW., _\ _ ........... 

.Per l'acqua si ha (vedi par. L1 1 ) ft, =M - Or^.C ■ m.zT- 300 K;tÒ essendo 
K - US ■ lp _5J J K~\ la llil.KJ diviene: 

" 10 • i lO » Farad rV 



"° 3 Jf r J '. u* ■ 10 ■ 30» 

Vediamo che quesio valore della polarizzabilità è circa, due ordini di grandezza 
maggiore rispetto alla polarizzabilità per defornisziuae dei ga£ nobili (vedi esem- 
pio EMÙ}. 



1II.3. 11 vettore polarizzazione elettrica F (o intensità 
dì polarizzazione) 

Dalle considerazioni microscopiche svolte nel precedente paragrafo ci Vettore polarizzazione dettri- 
aspettiamo che quando un dielettrico vjftra^sottoposto ad un campo elet- CB p 
trico esterno le sue molecole acquistuioriraraftolo elettrico medio (p) non 
nullo, orientato parallelamente al campo locale E, agente internamente al 
dielettrico e proporzionale ad É stesso (almeno per campi elettrici tali che 
sia soddisfatta la condizione (p) • E, « KT, per cui vale lo sviluppo al 
primo ordine [Ill.fi.a)). 

Dal punto di vista macroscopico, II fenomeno è convenientemente 
descritto introducendo il vettore psurizx&zìoiu elettrica P definito come il 
mommi* di dipelo elettrico per nnilà rìi voline posseduto dal dielettrico; 
ovvero iju fòrmule: 

Zr <w<?> 
p = = ~- — [ni.9] 



dove dNh il numero di molecole contenute nel volume «elementare» d-z. 
In realtà, poiché in generale il vettore P ha valore diverso da punto a punto 
(P = P(x,y,zì) la definizione [HL9J va intesa al limite per dx tendente a 
zero (in termini macroscopici) col vincolo che i/x sia perù sempre abba- 
stanza grande da contenere un numero dN statisticamente significativo di 
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Dielettrico polarizzato 

Il simbolo © — $ rappresen- 
ta un dipolo orientato in dire- 
zione del campo ■ 



molecole. Dalla definizione pn.9] segue che l'elemento di volume dx pos- 
siede un momento di dipolo elettrico dp dato da 




dp = Pfc 



tm.io] 



Benché all'interno di un dielettrico le cariche noti siano in grado di muo- 
versi liberamente, il fatto che P sia diverso da zero sotto l'azione di un 
campo elettrico estemo (o, come si dice, il ratto che il dielettrico sia polariz- 
zato) comporta che in generale, in tali condizioni, la situazione possa sche- 
matizzarsi con la presenza sulla superficie e dentro il volume del dielettrico 
dì cariche aggiuntive: chiamiamo p p e a t !a foro densità volutmea e, rispetti- 
vamente, superficiale (col pedice P » ricordarci che si tratta dì distribuzioni 
di cariche di polarizzazione, contrapposte alle distribu7ioni p e o delle 
cariche localizzate che costituiscono le sorgenti del campo macroscopico 
applicalo dall'esterno al dielettrico). Qualitativamente, come risulta evi- 
dente dai disicfioi schematici riportati a fianco, ci aspelliamo che su p è un 
vettore uniforme (indipendente dalla posizione rs (j<,>>,z)) la densità 
volumica sia nulla {p e = 0) e le cariche di polarizzazione si manifestino 
solo in superficie (a, 0); mentre se P noti è uniforme, dò si traduce in 
una densità di cariche di polarizzazione fi f diversa da zero anche all'interno 
del volume del dielettrico. 

Ci proponiamo ora di ricavare, in termini quantitativi, le relazioni che 
intercorrono fra le densità p P e o f , ed il vettore intensità di polarizzazione 
P. Ciò può essere fatto in maniera sintetica calcolando il potenziale gene- 
rato da un dielettrico che occupi un certo volume t e che sia dotato di una 
polarizzazione P (x,j> ( z). Dalla [I.S4] segue che nella posizione ? = &,y, z), 
l'elemento di volume dx, di posizione r = (x,y,z) ed equivalente ad un 
dipolo di momento Pdx, porta al potenziale V(x, y, z) il contributo 
dV(x,y,zy. 



dV(xJ,z) : 



1 (T-Tj-P.dt 
4ne„ ìf-rf 



Dunque: 



•4itc, 'c \r — r\' 

f t 

D'altra parte, per la [1.58] abbiamo V 7 - - j ^.j 



per cui: 



l?-?P t l?-?P 



V&y, zi - \ P • V f-p^r) dx 

+ ite 0 K \ \r- r\l 



Ma in virtù della proprietà matematica generale / rei»'* <f, 
V(A-f) = ^-VZ+fV -A)f 
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(dove A è un qualunque vettore e /una qualunque funzione, purché deriva- 
bili), ponendo A = P e /-» , „ 1 -, si ha: 



\r-r\ 



per cut: 



vip 



k-r|/ 



4ite„ I't \ \r-r\l |?— rj 

"Ma in virtù del teorema della divergenza, 

dove £ è la superfìcie che racchiude t; c dunque in definitiva: 



div/> 



rm.12, 



Le [HI 12J e [TH.13] rappresentano !e relazioni the cercavamo; cioè le rela- 
zioni che legano le densità di cariche dì polarizzazione al vettore polarizza- 
zione elettrica P, È appena 11 caso (fi rimarcali; che le cariche di polarizza- 
zione, ili densità e u r , costituiscono titanio una schematizzazione per il 
calcolo degli effetti di m alenali diclclliici polarizzati. 



(r c .<,[< .jft-^i. 



Confrontando la pn.ll] con le [1.44], e ricordando che la soluzione del pro- 
blema generale dell'elettrostatica -con la condizione f (do) = 0 è unica, 
risulta che deve essere 



T 



Relazioni fra le densità di c ari- 
che di polarizzazion e- e il vet- 
tore pula ri zzatone e lettrica P 



Esempio 

^latcolGrc il potenziale V profana injarta'ìn tpù7t<i_dq ima sfera di rag&fa R 
tluiata di polarf&uzivnr elettrica Pé tiai/urtne. 

Sin internamente P<.) che c^ieTniimiinui alia sfera. È), il vetiore poli- 
rizzazione P e uniforme; e dunque ^ —V 0. Solo sulla superficie uelia 
sfera si ha densità (superficiale) di cariche di polarizzinone o non nulla. Usando la 
[HI.12J, e scegliendo l'asse x come in figura, si ha 



a,. = 



a = /■„ cosa 



La densità di carica è massima sull'asse jt, positiva ia B (fl »■ 0) e negativa in 
A (6 = 181)'); ed t nulla sull*èquatore"ff (B = ic/2). 11 potenziale: V potrebbe essere 
calcolato dircltamcate tramite la (IM.UJ; essendo nullo il contributo del secondo 
integrale (pj> = — V P = 0) essa si scrive - 
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Tuttavia h più semplice, e più ìsiruitìvo, cui cotoni- il potenziale ricorrendo a consi- 
derazioni fisiche. La polarizzazione uniforme assegnila può essere considerala 
prodotta da due sfere di raggio R uniformemente cariche con densità di carica equi- 
valente pari rispett iva mente a -p r e i-p r ; e sposale runa rijjpeito all'altra di un 
pìccolo tratto La relazione che lega Tra di loro P 0 , p f e Ax, tenendo conto che, 
detto n il numero di cariche puntiformi q per unila di volume in ciascuna sfera, un& 
spostamento relativo delle sfere dì Aj dà luogo ad n dipoli pei unità di volume, cia- 
scuno dì momento (tfAx) e quindi ad una polarizzazione P 0 (momento di dipolo 
dell'unità dì volume) è pari a: 



/*„■ — » {if Ax) — p f Ax i e dunque .. p t . 



Ax' 




E 



Per il principio di NOviapposìztonc, il potenziale può essere calcolato .cotn e stimma 

dei poleriliflli iibncrati da qutsle due sfere .. :' ...... 

Vediamo prima ,11. pol.cu/.iate esternamente (r ^ /fi. -v' 

Esiernamcriic> una &fèra -omogenea me jita carica pr^uce lò-stessojpolc.'nzìalc . 
pnnJriMn da una carica ntitiiiEònrje Q situala néfcehtrbt le dyt: ^rù . equivalilo 
dunque, all'esterno, .& «n, dipolo, di . tuptTicnto' eletir.icn ^ pani. : ;. 



0, O; s 



Campo generata da una sfera 
uniformemente polarizzata 



p = Ai - Q ■■ 



- .vì.-j-.-.«- 



r.« a h 



Dmiqus per Ih (i.54| il potenziale vale 
l 



Vii ) 



4ne^ 



■il ■ f 



Je,, 



emendo jr = /-costì. . 

In particolare sulla sfera {r — RY 



3 Ea 



ini. I5| 



Internamente alla stereomi nei amo coi calcolare il campo efettriéo Ei?) córrie 
somma dei campi elettrici F, ed generati dalle due sfere, RkMwdaniló Tese rn pio 
È. 1.8 (ovvero la relazione llli.4)"ìfrTiaV .. . . . .'. "" :^ r '"V"' : 



e dùnque: 



•fi - f, + •', ■■ ."^ - --f&--lf>=- 

; , .... "v ' 



3f" 



un. ini 



Il campo elettrico iniérnaijinhLe itila sfera è dunque uniforme, ed, e dir^o parallela- 
mente e" iti .verso- opposto a £ g . Il potenziale vale. : . 



UH- 17] 



e sulla superficie sierica.? si raccorda col valore | Il II 51 che esso assume su S prove- 
nendo dall'esterno. 



Fin qui abbiamo analizzalo il legame fra il vettore polarizzazione e le 
distribuzioni delle cariche di polarizzazione presenti nel dielettrico. 
Vogliamo ora ricercare la relazione ebe Jega il vettore polarizzazione 
P{x,y, z) al campo elettrico macroscopico E che agisce all'interno del die- 



Eleinosmitca 



in presenza dì dielettrici ì\5 



lettrico nella posizione sulta definizione operativa di E (cioè su come 
tale campo possa essere praticamente misurato, malgrado la presenza del 
dielettrico) torneremo più avanti (par. III.5). 

Mettendo insieme la definizione [HI_9], e le equazioni [111.3] e [II1.8], ci 
aspettiamo che il vettore polarizzazione P sia proporzionale ai campo locale 
È,; possiamo scrivere pertanto: 



[BI.18] 



dN 



dove n = è il numero di molecole per unità di volume; e a = a d + a 4 

è la polarizzabilità molecolare totale. Nelle molecole prive di momento elet- 
trico proprio, è b„ = 0 e la polarizzazione si riduce solo a quella per defor- 
mazione; mentre nelle molecole polari, di solito il termine di orientamento 
ft„ è dominante rispetto al termine di deformazione 

I meccanismi di polarizzazione di un dielettrico (defomi a/ione ed 
orientamento delle singole molecole) fa M»o intervenire necessariamente il 
campo elettrico locale Et agente sulle singole molecole. Tale campo, nel 
punto m cui è situata la molecola considerata, è generalo sia dalle cariche 
libere localizzale, sia dalle cariche (nuclei ed elettroni) degli atomi delle 
molecole del dielettrico diverse da quella considerata. Questo secondo con- 
tributo, chiaramente, variera in modo notevole sia per piccoli spostamenti 
(basterà, ad esempio, avvicinarsi al nucleo positivo o ad un elettrone per 
avere il modulo del campo elettrico fortemente crescente), sia da istante ad 
istante (per il moto degli elettroni orbitanti intorno ai nuclei del materiale 
dielettrico). Si tratta però dì spostamenti (dimensioni atomiche) ed inter- 
valli di tempo (tempi di rivoluzione degli elettroni) molto pìccoli rispetto ad 
ogni ragionevole sensibilità degli strumenti di misura del campo elettrico. 
Di fatto si esegue un procedimento di media spazio-temporale su regioni 
spaziali ed intervalli temporali piccoli rispetto alle sensibilità richieste in 
ogni problema dì interesse fisico macroscopico, ma comunque molto grandi 
rispetto alle dimensioni ed ai tempi atomici. In sostanza si debbono consi- 
derare regioni di spazio piccole, ma sempre contenenti un grande numero 
dì molecole, cosi cne la media del campo elettrico divenga una funzione 
regolare delle variabili spaziali (fiinzioiu; eonlinua del punto). Questa media 
è dò che indichiamo con il termine di campo lucale E t , agente su una data 
molecola di dielettrico. 

È importante stabilire delle relazioni tra campo locale e campo macro- 
scopico, collegando le grandezze macroscopiche (x, i„ Pi con le grandezze 
microscopiche che descrivono gli aspetti molecolari dei dielettrici. 

per sostanze a bassa densità, come gas e vapori, l'interazione tra mole- 
cole è trascurabile ed il campo locale coincide praticamente con il campo 
elettrico macroscopico E presente nel dielettrico. 

Mei caso di molecole polari, per le quali va anebe considerato un 
effetto di polarizzazione per deformazione, la polarizzabilità complessiva, in 
base alle [UI.3J e [EI.SJ, sarà: 



Il campo locale E, 



RtfH-shUu: ti?» carripo locale £f 
e campo macroscopico E nei 
dielettrico 



Gas e vapori 



ce — età i - a,, — ttj + 



e quindi: 



P- np = no. E, = ne. E = f. 5 x £> 



■ 
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da cui: 



Susceltivita elettrica II parametro x~ P!e e E prende il nome di suscettività elettrica. Vedremo 

Liquidi non polari (eq. (111.26)) che % * 'egaio a e, dalla relazione x= e,— 1. 

Nel caso dì liquidi densi, l'azione delle molecole circostanti non è tra- 
scurabile ed occorre tenere conio del loro effetto su] campo locale È/. È 
possibile sviluppare un semplice calcolo del campo È, sotto le ipotesi sem- 
p liticativi che il campo generato dalle molecole sia puramente dipolare, che 
la distribuzione dei dipoli molecolari sia uniforme, che il loro momento sia 
diretto parallelamente al campo estemo e che i momenti delle varie mo- 
lecole siano uguali tra loro. Si trova allora la seguente relazione (Lorenlz): 



E,--E + 



Relazione <ii 
Clau yiu assetti 



Solidi 



Polarizzazione elettrica 
permanente 



Per l'intensità di polarizzazione si ha: 

t* <= np = n « fi, = na^f+ ^ j 

da cui: 



n n 

3e„ 



(«1-19] 



Osserviamo la relazione di proporzionalità tra E e J* oltre che il loro 
parallelismo. Per ìa suscettibilità elettrica sì ricava immediatamente: 



E- 



e la polarizzabilità assume la forma: 

( e,- 1) 
n (e, + 2) ' 

Questa prende il nome di relazione di Clausius-Mossottì. 

È da osservare ancora che la relazione dì Clausius-Mossottì è ricavala 
sotto ipotesi che sono soddisfatte per sostanze amorfe e con molecole non 
polari. 

Nel caso di sòlidi cristallini, prevalentemente a struttura anisotropa 
(esclusi quelli a struttura cubica per cui la relazione di Clausius-Mossotti è 
abbastanza ben verificata), la reazione a campi elettrici esterni è dive/sa a 
seconda della direzione del campo stesso, la questi casi la relazione tra 
intensità di polarizzazione e campo elettrico e del tipo indicato in [111.24]. 

Alcuni dielettrici non isotropi (cristallini) possono presentare una pola- 
rizzazione elettrica permanente; che permane cioè anche quando viene por- 
tato a zero il campo elettrico esterno. La polarizzazione elettrica segue in 
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questi casi, in funzione di È, una curva di isteresi analoga a quella Khe 
disculererno io dettaglio, a suo tempo, a proposito della magne (illazione, I 
cristalli che presentano una polarizzazione elettrica permanente vengono 
detti ferroelettrici. 

Nei materiali ferroelettrici, la polarizzazione elettrica dipende anche 
dalle sollecitazioni meccaniche cui il cristallo è sottoposto (piezoelettrìdiò). 
Anche alcuni cristalli non ferroelettrici {ad esempio il quarzo) sono piezoe- 
lettrici, cioè acquistano una polarizzazione elettrica - senza bisogno di un 
campo elettrico estemo - quando vengono sottoposti a pressione o a tra- 
zione meccanica. 



III.4, Le equazioni dell'elettrostatica in presenza di tJitk Urici 

Mei due precedenti paragrafi abbiamo analizzalo il comportamento (li 
un dielettrico sottoposto ad un campo elettrico macroscopico E. Nelle con- 
dizioni in cui ci siamo messi (dielettrici) omogeneo ed isotropo) possiamo 
cosi sintetizzare le conclusioni che abbiamo raggiunto: 

a) Il dielettrico,! pei effetto del campo elettrico.j si polarizza; esso acquista 
cioè un momento di dipolo elettrico, che abbiamo descritto col vettore 
polarizzazione P (x, y,z). P rappresenta ii momento di dipolo per unità 
di volume. 

b) Il vettore P è, almeno nelle situazioni più semplici, proporzionale al 
campo elettrico E che agisce internamente al dielettrico, j 

c) Gli effètti della polarizzazione possono essere descritti immaginando nel 
dielettrico una distribuzione di carica superficiale (o f ) ed una distribu- 
zione volumica di cariche nel dielettrico (p f ). 

d) Abbiamo trovato le relazioni (eq. [111,12] e [111.13]) che legano P alla 
densità superficiale 9j. e volumica p P delle cariche dì polarizzazione. 

Queste conclusioni sono la premessa per impostare, fi ella sua genera- 
lità, il problema dell'elettrostatica in presenza di dielettrico. 

11 nostro punto di partenza saranno le equazioni dell'elettrostatica nel 
vuoto (eq. [136] e 11.831): 

shvÈ^V-È= p/e„ [136] 

rot£ = Vx£=0 11.83] 

Queste equazioni {che possono essere anche unificate nella equazione fon- 
damentale dell'elettrostatica V l K= — p/ej, una volta specificate le condi- 
zioni al contorno determinano univocamente - per ìt teorema di unicità - la 
configurazione del campo (e/o del potenziale) in tutto lo spazio. 

In presenza di dielettrico, la seconda di tali equazioni -. che esprime la 
conservatività del campo elettrostatico - deve continuare a valere tale 
quale; mentre ci aspettiamo che la presenza del dielettrico modifichi sia la 
prima equazione (introducendo in essa le densità delle cariche di polarizza- 
zione), che le condizioni al contorno. Cominciamo col discutere come con- 
viene formulare, in presenza di dielettrici, l'equazione [I.3É]; mentre nel 
prossimo paragrafo ci soffermeremo sulle condizioni al contorno. 



Ferroelettricità 
Pìezoe lettrici là 
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Introducendo nella (1.36) la densità p, delle cariche di polarizzazione, 
essa diviene: 



V- E = 



[ffl.20] 



Vettofe spostamento elettrico 



Equ azioni fondamentali del- 
l'elettrostatica in presenza di 
dielettrici 



Così scritta, questa equazione non è molto utile, perché la densità f> r non è 
nota a priori. Per metterla io forma più conveniente, utilizzando la [[ILO] 
scriviamo p r in funzione della polarizzazione P. Tenuto conto che e, è 
costante, possiamo scrivere: 

da cui VvV.JfJ ► V-P = / 

v(e 0 £+?) = p nn.2i| 

Definendo il vettfrrc i>, detto spostamento elettrico, come 

r>^c*É+T' [OI.27Ì 

l'equazione (111.21] diviene V - D = p; e dunque in presenta di diulellrico 
le equazioni dell'elettrostatica (I-3fij e [I.S3J possono essere poste nella 
forma generale: 



Mig ) = V x £ = 0 



?•('*.*,. fc)-- ( * 



[111.23] 



Osserviamo che in assenza di dielettrici) (e dunque P= 0) si h±D = e g É(il 
vettore spostamento elettrici! verrà indicato in questo caso con D,), e le 
[111.23] si trasformano automaticamente, come devono, nelle equazioni del- 
l'elctijoKtatica nel vuoto. 

Nella torma pm.231, le equazioni fondamentali dell'elettrostatica in pre- 
senza di dielettrici hanno un'espressione estremamente compatta, formal- 
mente identica a queJlu nel vuoto. Va tuttavia osservalo the jael caso del vuoto 
le [IflJj] ammettevano soluzione unica (fissate le_condizioni ai ountumo) 
perché in entrambe compariva lo stesso vettore (F„ — iVO- Affinché' le 
1111.23] possano essere univocamente risolte anche in presenza di dielettrici 
è dunque necessario specificare quale relazione intercurrfi, anche in questo 
caso, fra 0 ed É ; ovvero (considerata la definizione (111.22]) fra P ed È. 

In generale, la relazione fra P ed E può essere espressa nella forma 



P y = a 2] E,+ XvEs+tinE; 
P, = a 3! £ x + UììE y + ttjj£i 



[DI.24] 



La matrice 



/e, 



n«ii= 



Odi 



Oli 

«32 



«1! 



[111.251 
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Tensore di polarizzazione 
Dielettrico perfetto 



viene detta tensore dì polarizzazione. Se gli dementi del tensore di polariz- 
zazione sono costanti (indipendenti dalla posizione e dal valore del campo 
elettrico É) il dielettrico si dice perfetto. Abbiamo già osservilo che non 
tutti i dielettrici godono di questa proprietà, cioè non tutti i dielettrici sono 
perfetti: a bassa temperatura, la relazione fra P ed E non è prevista essere 
lineare nei dielettrici polari (vedi eq. [Il 1.6]); nei dielettrici ferroelettrici, che 
presentano isteresi, essa non è nemmeno univoca; se il dielettrico non è 
omogeneo, essa dipende dalla posizione. In tutti questi casi la soluzione del 
problema dell'elettrostatica è assai complessa, e può essere effettuata di 
solito solo in termini numerici approssimati. 

Il caso più semplice, cui noi limiteremo la nostra attenzione, è quello 
dì dielettrici perfetti isotropi. In questo caso la matrice di polarimuione si 
ridutu a un numero (o meglio a una matrice diagonale con tutti gli eie- p = ^ E - 
meriti uguali), c la relazione fm V ed Èsi riduce; scmp]iccmel»l£Liilla [111.1917' , - 
con x costante, la fHI.22] diviene allora £ - i t E *(*^É ' K E (*- ' *' ; f ^ ( 



niEleiirid perfetti e isotropi 



I atro?ar 



_ [ITUfi] '''"** 

Osserviamo che nella [111.26] alMtunoTisato i seguenti simboli: r., = % + 1; c, -■ x + l 
e = e a t r . Gò c coerente con quanto avevamo introdotto nel par. 1H.1: 
vedremo infatti che, per conseguenza delle [DI.23] e della [111,26], quando il 
dielettrico riempie uniformemente lo spazio interessato al campo, fissate le 
distribuzioni delle cariche sorgenti il campo risulta diminuito di un fattore 
E r — 3C+ 1 rispetto al caso del vuoto; e questa conclusione vale in partico- 
lare nel caso di un condensatore completamente riempito di dielettrico. 



III.5. E problema generate dell'elettrostatica in presenza di 
dielettrici e le con dizioni al contorno per i vettori E e D 



Da qui in avanti ci limiteremo a considerare dielettrici perle Ili e iso- 
tropi. Per la soluzione del problema dclTelettrostatica potremo pertanto far 
conto stille equazioni [III.23J, con D ed E legati l'uno all'altro dalla [111.26], 
Ricordiamo brevemente D significato tisico delie 1111,23]. La prima di esse, 
!^=p, scritta in termini finiti ci dice che per D Q teorema di Gauss 
p.24) si scrive nella forma 



[1.2-t.a] 



TeorenrH (ii GìulSS per i):, 



prendendo in considerazione le sale cariche localizzate C; Eres^Pti dentro 
ma non le cariche dì polarizzazione che nella [111.23] non compaiono. Natu- 
ralmente, in modo analogo il teorema dì Coulomb [11.5] per il vettore D 
diviene 



D — a • 



|TI.5.a] 



Teorema òi Coulomb per D' 
D ^ a - n 



con o relativo alle sole cariche localizzate libere, ma non alle cariche di po- 
larizzinone. La seconda delle [111.23] ci dice invece che È ha circuitazione 
nulla, cioè il campo elettrostatico è - anche in presenza di dielettrici - con- 
servativo. 



Conservatività del campo elet- 
trostatico anche in presenza di 
(li e [euri ci 
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Caso ir cui il dielettrico riem- Nel caso che il dielettrico occupi tutto lo spazio, la relazione di propor- 

le lutto lo spazio zionalità [II1.26J vale dappertutto. In questo caso, dividendo la prima delle 

[IU.23] per e = e<,£„ possiamo esprimere le [111.23] stesse nella forma 



£111.27] 



_p_ 

V x £= 0 



ovvero, moltiplicando la seconda delle {111.23] per c, nella forma. 
7 . Z> = p 

Naturalmente, nel caso in esame le [IH. 27] e le [111.28] sono Ira di loro com- 
pletamente equivalenti. Dalle [111,27] vediamo che, fissate le distribuzioni 
dello e&richc sorgenti c le condiziimi al contorno all'infinito, il campo elet- 
trico M presenza di un dielettrico omogeneo che riempia completamente lo 
spazio è semplicemente scalato di un fattore e, rispetto al caso del vuoto 
(eq. [1.36]). Le [U1.2S] ci dicono che, nelle slesse condizioni, il vettore spo- 
stamento elettrico è anch'esso conservativo; e la sua configurazione nello 
spazio, fìssale le cariche sorgenti, è la stessa qualunque sia il dielettrico che 
riempie uniformemente lo spazio, e dunque anche la stessa rispetto al caso 
del vuoto. Il problema generale dell'elettrostatica si riduce dunque in 
questo caso sostanzialmente al problema dell'elettrostatica, nel vuoto, e può 
essere risolto con le tecniche discusse nel paragrafo IL6. A parità di cariche 
sorgenti, la soluzione in presenza dì dielettrico è legata alla soluzione nel 
vuoto dalle semplici relazioni 

D=*D„ F= T" fnL2 " 

Una volta trovata la configurazione spaziale di D (o di È quando 
sì sia interessati si puù calcolare facilmente P tramite la [lil.lVJ 

? = X «. E = (<V - 1) e. É - 5 
e quindi anche le cariche di polarizzazione tramite le [III. 12] e [III. 13]. 



Esempi 

Carica sferica immerga in un E.I1L4. Calco/art. il campo elettrico generato da una sfera conduttrice di raggio R 
dielettrico omogeneo che oc- dotata di carica Q, immersa in un dielettrico perfetto omogeneo di costante 

cupa tulio lo spazio dielettrica t tr Calcolare inoltre le cariche di polarizzazione presenti nel .die- 

lettrico. 



Nel vuole*, il campo 



elettrico per r > R vale 
4ne 0 r 
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In presenza di un. dielettrico eh* riempie timo io grazi o.; pgr le {([1.29] abbiamo. 



4«e,^ r 1 



11 vettore J* vale 



4x e, r 



UH. IO] 



Poiché la Unzione -p- ha divergenti tutù» ovonque fuorché nell'origine (vedi 

esempio ti.U'.fr), per la [IIMÌj t nulla in ogni pùnto del dielettrico la densità p P 
delle cariche di polarizzazione. 

Sulla superficie Ubera del dielettrico {par r = «■) si ha ìnvows uni densità di 
cari*» superficiale u f non nulla; dalla {tìl.iO) e dalla flO.lì) fisiilia, indicando con o 
la densità sùpér[itìi]le delle cariche Idcajiìiate su) /eotidùtiorè:' 

■ . ; ■ Ksgrihvirt'^ 



"5T 



(e, I) 0 r,-l .g 
> y- — . — , . . .. vt^i- = — ' 



x - i: 



■ v 



I.ji densi li di cariche di polarizzazione «dunque pròpoiìionalc, e dppotìU in sépio, 
rispello alla derisi ti, .qr delle cariche Irali^za^, : Ossemaiao cheli segno meno 
deriva dal- fatto, che nella [HI. 12] n rappresenta La normale uscente- dal dielettrico: 
nel caso specifico. La normale ti è orientata verso jl centro, i e dunque in. verso 
opposto rispettò al vettore P (che e parallelo a. E). . 
.O&erviaLmo che 



d campo elettrico È è anche pari pertanto, come deve., al campo elettrico generato 
nel vuoto da una densità di cariche (o + 




E.UIS. Ditcìiiew. alia luce di quanto fin qui visto, il caso di un condensante piano 
completamente riempito di dielettrico omogeneo eri Uolropo. 



Fissarle le cariche sulle armature, il -potenziale (< risulla; scalato di un fattore 
I/e, Iie.< la terza delie (111.2$]: e eli comporta il'au'inènt'a dèlta capacità di un l'attore 
è;* coerentemente con le mscrvadctìl ; sperjrncnt^li: riWrWte ' nel paragrafo Itl.l. 

Dal punto; dì vista fisico, à ' Mrattiva l'analisi dello ólatribùEioni di cariche. 
Internarli et) te al dielettrico, la densità del le, cari che di pglariiatìònt; t ancora, una 
voltai nulla, come discende dalla [II [." J ì) <ihfttUi =. V .4 .(e, -vi i i a £ è uniforme); 
mSftÙe sulle Superfìci del dielettrico & contatto con.le armatili? si ha una densità di 
càrica edu;' per la {[[i.12) ytue 



0,,- p. if= ■ + ( Cr - ri =- + (e,- 1) 



A - ■ 



Condensatore piano riempito 
di dielettrico orrH'jgenen ed iso 
tropo 



Nel penultimo passaggio abbiamo usato la seconda delle 11IL29J; mentre nel 3 di- 
urno passaggio abbiamo utilizzato ti teorema dì Coulomb [11-5] Il segna meno 
deriva come ài solito dal verso di 6 (nella [IT .51 A è positivo se esce dal conduttore; 
mentre nella £ITU2J è positivo il verso uscente dai dielettrico). La «carica equiva- 
lente.» t? H piesente sulle armature è dunque 



0 '.(, + < „,s-„(i--(^) s -^.'. 



Pertanto si può dire che l'effetto del dielettrico è quello di ridurre di un fattore c r ìs 
Scarica, equivalente & presente sulle armature. 



r — fr + + + + + ■*■ 
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Distribuzione delle cariche 
di polarizzazione 



EJin.fi* Sì aboia 'un sistema di cariche libere focalizzate con densità di volume p in 
tttio pàrsipiie 'di spalto riempita ài materiale dìe/eiirico omogeneo e isotropo. 
Calcatati la densità delle cariche di potartnmione pp. 

Per il [IIL13] si In 

pi. = - div P 

relazione che, Unendo conto della im.19], diviene: 



PC 



• -v-Ma,-l)£ì»-v 



Se il did&Urico è omogeneo ed isotropo, la quantità - 
fuori, di»( segnò di Spelatoli, diverjenza 



1 



' può cttriere portata 



(t '-ÌLi li 



c uenuio conio, delia prima oVIe 1111.231: 
no ~ 



Poiché e, > I, là densità «ielle cariche di polarizzazione ha sempre sogno opposto 
rispetto .alla densità ;di~ : Caricbc libere p. Osserviamo inoltre che la densità volumica 
delle cariche di polarizzazione è diversa da zero solo laddove è presente una den- 
sità dì cariche libere : localizzate p. 



Caso in cui siano presenti più Consideriamo ora il caso in cui il dielettrico non occupi tutto lo spazio 

dielettrici diversi interessato ai campo elettrico. Rimanendo, come al solito, nell'ipotesi dì 

dielettrici perfetti e isotropi, il caso più generale è quello che diverse por- 
zioni di spazio siano riempile con dielettrici diversi (fra cui eventualmente 
11 vuoto). All'interno di ogni dielettrico continuano a valere le (111,271 (o le 
[m.28]). Tuttavia suilc superfici di separazione {I nierfùcce) fau n dielettric o 
e l'altro, la coatanTe^Ectettnca e, sub is co upa~dìscontlnuilk e dunqu enoa. 
può essere pori «in rientro o ru on gai se eBÌjdLde rivuziun e (come aboiamn 
fallo per "Scavare le [TIIJ7] o le [1IL281 u partire dalie [FTI.23]). Dunque 
sulle superfici di separazione vale la prima dell? [111, 231 (che hanno validità 
generale) ma non la prima delle [E1.27]. 

Fisicamente, ciò significa che se una superficie chiusa S comprende al 
suo intemo un tratto dì interfaccia, il vettore È può avere (e in generale ha 
\ / \ in effètti) Busso non nullo a causa delle cariche di polarizzazione presenti 

\/ ! _ q suirmterK^iaancheseque5tanonn^iede(mmesempresupporremo)ca- 

/C J - riche localizzate: mentre il flusso di Dè nullo come conseguenza delia prima 

_ q ^ s # ( E ) 4 0 rni,23] che vale su tutto lo spazio e dunque anche sulle interfacce. 

Sl Analogamente, sempre sulle superici di separazione, vale la seconda 

delie [111.23] ma non la seconda delle [111.28]: fisicamente, mentre la circui- 
tazione di D non è in generale nulla su una linea chiusa che attraversi una 
interfaccia fra dielettrici diversi, è invece sempre nulla la circuitazione di E. 
Dunque all'interno dì ogni dielettrico può essere scritta l'equazione di 
■ , _ _ Poisson p.46] (che è conseguenza del sistema delle pn.27], ovvero delle 
_ y E d( =0 [ni.28J); ma poiché tale equazione non può essere scritta in un dominio 

J v ~ — / fino - cne comprenda al suo intemo le interfacce, per risolvere il problema dd- 
f e ^ 0 l'elettrostatica è preliminarmente necessario determinare le condizioni di 



-0 
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raccordo del campo elettrico (e/o del vettore spostamento elettrico) sulle 
superaci di passaggio da un dielettrico all'altro. Ciò può essere fatto appli- 
cando il teorema di Gauss al vettore spostamento elettrico D, e utilizzando 
la conservatività del vettore campo elettrico E. 

Considerata dunque una superficie E di separazione fra dielettrici diversi ' 
priva di cariche localizzale, consideriamo un cilindretto con le basi parallele a 
2 e altezza infinitesima di ordine superiore rispetto alle dimensioni lineari 
delle basi di area dS. Il flusso dì D uscente da tale cilindretto deve essere 
nullo perché all'interno non sono contenute cariche localizzate* Trascurando 
il llusso attraverso le superfici laterali (il chetale jd limile per dh -> 0) si ha: 

0 = = dSA, • D, + dS^-Di = dS(D., - £)j) 

avendo indicato con fl.i c le proiezioni di D { e sulla stessa normale 
ri, — — h\\ da cui; 

= D tì [UT.311 

ovvero, tenendo conto della [01.26]: 

e ,B^=É 1 E a pD.31.a] 

Attraversando l'interfaccia fin due dielettrici diversi, la componente di 0 
riarmate all'interfaccia non subisce alcuna discontinuità; mentre la compo- 



IK, _ c,\ 



ncnte normale di È è discontinua 

Quanto al vettore E, il ragionamento da noi svolto nel par. ILI riferen- 
doci alla superficie di un conduttore, può essere ripetuto tale quale sulla 
superfìcie dì separazione fra due dielettrici, giungendo alla medesima con- 
clusione espressa dalla eq. 111,2]: 

Ea = ff ffl [111.32] 

ovvero, lenendo conto della [QI.26Ì, 

C[ ™ C/ 

Attraversando iu superficie di separazione fra (he dielettrici diversi, la 
imponente di E paraltelu all'interfaccia non subisce alcuna discontinuità; 

mentre la cumpunentc parallela di D è discontinua 

Facendo il rapporto membro a membro fra la [1 n 32] e la flH.3 1 .al si ha: 



llll.32.aj 



da cui 



dove tgfl. 



tge, 



. Il 



nn.33] 



etgei - 



rappresentano le tangenti degli angoli che 




La componente nannsì^ di Dè 




La oirupuELUHie i^jTLgÈnziate di 
È è cornimi» 



Legge di rifrazione delle linee 
di forza dei campo elettrico 



rispettivamente È , cà £> (brinano con la normale all'interfaccia. La J1I1.33] è 
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Definizione operativa di £ e D 



+ + + + + + + + + 1 + + + 



||g„ ri ,..,i 




l+ + -H--H- + »+++-H-+-H 




detta legge di rifrazione delle linee di forza del campa elettrico Analo- 
gamente, facendo 11 rapporto fra la {II 1.3 2. a] e la fi ll.31| si trova che 

^j" = ; da cui segue che anche D soddisfi la stessa legge di rifra- 

zione che vale per E, come era evidente a priori considerando che in entram- 
bi i mezzi D è parallelo ad E. La [111.31] e la [111,32] costituiscono le leggi di 
raccordo del campo elettrico E e del vettore spostamento D all'attraversa- 
mento della interfaccia fra due dielettrici, e consentono di individuare univo- 
camente (insieme alle condizioni all'infinito e alle condizioni al contomo sui 
conduttori) la soluzione dell'equazione di Poissoti in presenza di dielettrici. 

Osserviamo che la [III. 31] e la [111.32] costituiscono anche la base per 
una definizione operativa del vettore spostamento elettrico 5 e del vettore 
campo elettrico macroscopico È all'interno di un dielettrico. 

Per misurare E, basta infatti effettuare un sottile^ taglio nel dielettrico 
parallelamente alla, direzione del campo: ii valore di E, che si misura nella "■ 
cavita così ricavata coincide, per Lu. (11132], cui camp» elettrico macroscopico 
E present-e internamente al dielettrico; analogamente, in un taglio eseguito 
nel dielettrico ortogonalmente alla direzione del campo, si misura un valore 
di D„ coincidente col valore di D presente internamente al dielettrico. 



Esempi 

E.HI.7. Un condensatore piano, con armature di area S, è completamenti riempilo da 
due lastre dielettriche dì materiale diverso parsitele alte armature, di spes- 
sore rispettivamente di e d^e costanti dielettriche relative t ri e e,?. Calcolare: 

— la capacità del condensatore 

— la densità superficiale a P delle cariche di polarizzazione presenti sull'inter- 
faccia fra i due dielettrici se la differenza di potenziate fra te armature è K 



ha C ■- 



Sia già carie* sulle arma Iure, si ha o = ~; trovala la relazione fra Q e V, si 

Q_ . . . S ..... , 

y ' , 

Per inguini di &immcrfìa, il campo £{e dunque anche il vettore D) in entrambi 
i dielettrici è ortogonale. Mie armature e alla interfaccia fra i due indettile!; dunque 
la {TI DI] diviene in u desio caso 

/>, _/>._/>. 



Il valore del vettore D è determinato dalle sole cariche libere; per esso il teorema di 
Coulomb |ll:5,a) si scrive: 



che ci consente di calcolare il modulo dì D in funziona di o — Usando ora la 
[IH.26j possiamo calcolare il campo elettrico n&i due dielettrici: 
Q „ _ D _ Q 



$2 



e dunque 



E di - E,d 1 + Eid-i ■■ 



^oCriS 



US . f,,.(,, 



S f. t.i i 



Elettrostatica In presenza di dielettrici 125 



e infine 



Si ha poi 



Q = Sto «ri Eri 



"fi = Pi = ^(e rt - 1] E ( = 



Ci S 



StJEtrateDtlt) ìri^rtbfo n membro qaastc due relazioni, e tenendo conto che: 

........... ... ^ cri' ^tjtfifa-- - 

- ■ - - " ' ' rf,t,.. • Atv ■ 



sì bit 



tip — P P | ■—■ o n - 



W(«rl - Cd) r 



i.IILS. Supponiamo che i dielettrici di cui all'esèmpio EJI17 siano tali da non 
poter sopportare al loro interno campi elettrici superiori rispettivamente a 
Er) = 10 V/m e£n2 = 2 ■ )<? Visi (rigidità dielettrica), in effetti si chiama 
rigidità dielettrica Eg il campo elettrica massimo applicatile oltre il Quale 
ne! dielettrico si realizzano scariche elettriche che ne modificano trreversibil- 
mente, deteriorandole, le proprietà di Isolamento, Se ì dielettrici del conden- 
satore hanno le seguenti caratteristiche: 



Rigidità dielettrica 



di = 5 min. 
dì ™ 7 mm ' 



c„ = 2 



calcolare ti massimo notore di V applicabile di condensatore sema danne%- 
'.giunte l'Isolamento. ... ........ .'. . I 



■■Si hi- 



S ' 'e, 'Bri 

e 1 



S>,f„ 



\'à\% A + 'diert 

_ _ _ S! y 

S 5to^ fari + rfjEfi 

aovendo : essere E t < Eg, e < Eju, segue: 

As fl + d 2 en „ 3,4 ■ 10" ! IO 7 



85 kV 



e a 

v< ^ + 4*! Esl= 3,4: 10"' -2 -10' , M0kV 

E f i 1. 



RIGIDITÀ DIELETTRICA Et 


Sostanza 


E, (VoltfCiq) 


Aria 

Vetro 

Porcellana 


3 ■ 10' 

(4 -i- S) ■ iO J 

(1 -5- I) ■ H f 



Fra i due. il vìncolo più stringente .è il primo; dunque deve. essere V < %5 kY. 
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ti J H.9. Una qfera conduttrice di raggio R tt datata di carica Q. £ clTcóqdàia dà ùn 
guscio Nerica di ròggia interno Ri e raggio esterno costituito di materiate 
isolante omogeneo ed isotropo di costante dielettrica relativa^ Determinare 
fa configurazione àet campo elettrico, del potenziale, e dette distribuziorti 4i 
cariche di polarizzazione nello spazio circostante ta sfera. : ■ i 

Per ragioni di simmetria il campo £(così corri$ il vettore spostamento elettrico 
D) e diretto radialmente, e dunque è ortogonale alla interfaccia E fià;tf elettrico e 
vuoto. PeTla(in_51J T Z> = D„ non subisce discontinuità atti^ers^ollnterfecda £ 
fra dielettrico e vuòto. ■■- ■ 

Uandameijito di D in funzione dì r può essere calcolato ^cilttiflilt^ .apptica;n<ip 
il teorema dì Gauss a una sfera dì roggio r: 



Da questa espressione, <» si ricava immedìStH/Dsnie F,\ 



.'4 «E, 



[IU.34] 



Osserviamo che il campa elettrico subisce una discontinuità (werentprtysnte con la 
[III.31.aD attraversando; la superficie di separazione. Il potenziale V(r} deve rappre- 
sentare una princUìya, rispetto. £ r, delle [lll.M]; c dunque".. . 



no - no- + 



i 



4 n e a t f r 
1 



4ne, r 



C 2. Kù 



(!U.3Sj 



dove le cos'unii Cj -e ti Vanno deiorminnto in hase, alle conàiiiodì jit contorno. 
) 0. richiede. c.he:^ià Cj » <h mentre la condi^iunu " ■;. ■'. 



i 



inipone che sia 



(He,-1) 
'4 



Dunque in definiti»» 



4n8 Q Cj 



In particolare, per ;r = H\ Si ha il potenziale della, sfera, conduttrice 



FtettrrtxJntìro in presenza dì direttrici 127 



; QuLfito alle cariche di polarizzazione, da quanto detto a commento della 
[liUO] :(e anche dall 'esempio E.IILrj) risulla p f = 0 ovunque entro il die letifico; 
tfjentre sulle interfacce, le densità di cariche superficiali <fr(R\) c v^K,) sono ladl- 
nierue caìcoLarbili ricorrendo alla {111. 12) con. l'aiuto della [111.19]: 

: - l : = -/>(«,) — !)£,(«,)_■_ 

Osserviamo che le>fft])l # W(Kj) I; luliavia le eanche di j3olatìz2izione córriples- 
si^'Are^emi' sulle due interfacce sono fra "di loro uguali in modulo: 

^mrrenwitinnic! con In condiziona. clte il giKtìofli.difcteltritO SU, ilei suo complesse, 
ejerttìoitjicntel > nedlro, < ■ 



1LÌàÌÀt^^Gt>n^derlamo un -condensatore piarto:^ sìa $ l'area delle ' armature, e d ta 
■ ■ ' forò 'disfama. L'intercapedine fra te armatura viene riempita, fino a esprit? 
■■ ■; r met'à detta superfìcie S, con ttn tlleleltrli.1* di spessore d e 'costante dielettrica 
■ relativa Se Q e ta carica del condensatore, discutere *la configurazione dei 
campa e quella dette cariche libere e delle cariche di polarizzazione, Calca- 
'. tare' inoltre ta capacità C dei condensato/?. . 

: ^lascurerido, come semp re. gli eftetti di bordo, il campo elettrico (sia quelio E\ 
nella pc&idne!. vuota, .che quello £3 nella porzióne riempita di dielettrico) è ortogo- 
naie alle irtndture; e dunque parallelo allo spigolo AB del dielettrico. Dunque in 
v.ctft delle 1111.321: 



Che; (Itibbit ivalefc-t» [111.16] è d'altra |nirle £uidfente. considerato che ciascuna delle 
^tmaitircye iiquipoletizialE, e dunque; ■ ; 



F.,a --. Al'; ' 41' : 



1111.37] 



d^eitfKjèlaaWcreriza di potenzialo fra le armature slesse. D'altra [Mrte, ajvjili- 
tjrr^là fe!Èv pi \Ei il teorema di Coulomb (e tenuti) conto che i! campo elettrico sód- 
dì&a.ffileàrerrla di'Cla'nss considerando; sia le cariche libere che quelle di polariiia- 



Oir- Or 



W&flém t iqiAty-é la [111:10] si nl 



te-- Uta 



nf 

9 



[111.33] 



[111J9I 
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E inserendo quella espiessiòne nelle [III ! 38] , queste divengono 



Ci = 6o £| — " 



Ò.V 



1IIL40] 



Le (111.39]' « [111.40] et forniscono le relazioni che legano oi, 03, a r , E\ ed Ej al 
poleniiale A K D'altra parte .sì ha Q - ni SII + di 5/2; moltiplicando dunque le 
[U1.40Ì per ,7/2 e spmm&ndo; membro & membro si ha; 



■ \2d 2d ) 



da cui 



"3 



Ì'J 2 d ■ 



1111.41) 



Il ccradensHlofÉ: è dùnque equivalente - come era evidente a priori - # du*; (adden- 
satori in parallelo, ciascuno di area 5/2, Uno riempilo dì dielettrico e l'altro vuoto 



III.6. Energia elettrostatica in presenza di dielettrici 

Come abbiamo visto nel paragrafo II.4, l'energia elettrostatica di un 
sistema di cariche libere caratterizzale dalla distribuzione p è rappresentata 
dalla esp ress ione 

11= —\pVdT: - t I f ' h J 

2 * te.. 

dove p(x, y, z) è la densità di carica e V è il potenziale elettrostatico gene- 
rato in (jt,y, z) dalla distfibuàone di carica descritta dalla densità p. Quando, 
sono presenti anche dei dielettrici, l'opcra/ione di riosmon amento delle 
cariche libere, a partire dall'infinito, produce anche una ridistribuziOGe 
delle cariche di polarizzazione ebe modifica il potenziale. L'energia elettro- 
statica sarà data dal lavoro necessario a posizionate le sole cariche libere, 
ma nel potenziale realmente presente anche ad effetto delle cariche di pola- 
rizzazione; cariche che, fissate le caratteristiche e la geometria dei dielet- 
trici, vengono automaticamente portate nella loro configurazione finale 
dalla interazione che esse subiscono ad opera delle cariche libere. Il lavoro 
necessario a costruire la configurazione delle cariche di polarizzazione è 
dunque contenuto nel lavoro che si compie per produrre la distribuzione 
delle cariche lìbere, poiché il potenziale contiene anche il termine di intera- 
zione fra cariche lìbere e cariche di polarizzazione. 

Formalmente, la [0.28] continua dunque ad esprìmere l'energia elet- 
trostatica anche in presenza di dielettrici; la differenza sta nel fatto che p 
soddisfo la prima delle equazioni [111.33] anziché la [L3tì.a], e Tè la solu- 
zione dell'equazione dell'elettrostatica in presenza dì dielettrici anziché nel 
vuoto. Gli stéssi passaggi che noi caso del vuoto ci hanno permesso di cica- 
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vare la [11.35] e la [11.36], ci consentono di esprimere l'energia elettrostatica 
U nella forma 

Densità di energia del campo 
[11.35] elettrostatico 

1 



U = \ u dz 



eoo ti (generalizzando la [11.36]) dato da: 

DE 
u = ^~ 

Nel caso in cui il dielettrico sia isotropo, si ha: 
1 1 0 ! 



-E- D 

[IU.42] (' 7%vit . I f(^diz,& 
i Jt ' J ' 



Esemplo 

F. 111.11. Calcolare l'energia elettrostatica ilei sistema ilimnssii «ell'titmpia t'.IU.9, 
cóttilitflu da una sfera conduttrice carica circondata da ah guscio di mate- 
lìale dielettrico. 

Sì hit: 

v=\~ U d T =r , 4-i : „e i ^+r'4-*'- 5rfT+ l -^k-o d-, 

Jywfl Jrj l JJt L l *■ 

Il primo integrale c tiuJlo perché Ititertiamenle alla sfera conduttrice è £ - 0; pertanto: 

R 1 I'' * 0 J T Jr _ ■ " (*' / ' | >V 7 , '\ 
"enee, Knf, ln.'T 1 " 8itE„t, fi 2 / 

Uria volta calcolata l'energia elettrostatica tlcl sistema, gli Stessi metodi Force di nalura Elcltruslnl«a 
discussi nel par. ll.i {e in particolare il metodo dei lavyiì virtuali) consen- sui dicl[*irid 
(uno ili calcolare le azioni meccaniche che il campo elettrico esercita sui 
vari componenti del sistema, cioè sui condullori 6 sui dielettrici che costi- 
tuiscono il sistema stesso. 



Esempi 

E.in.12. Un condensatore sitano ha tra le armature (di a/va S e poste a una distatila x 
x) una lastra di materiale dielettrico di spessore d e costante dielettrica rela- 
tiva r,. Il condensatore, isolata, possiede una carica Q. Calcolare la fona F 
con cui si attraggono le armature. 

Come abbiamo già visto nell'esempio E, HI. 7 nello spazio fra le armature il vet- 
tore spostamento elettrico 5 ha lo stesso valore sia nel vuoto che nel dielettrico, e 
per il teorema di Coulomb esso vale (co.. [IISaD: 

fi- 
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Dunque il campo: elettrico, rispeUivunieate nel vuoto e nel dielettrico,- vale: 

è £ __2___fi_ 

' e, e,jS Ejtr t„e,S 

L'energia del condensatore vale dunque (eq. pi J5) e [ID.42]); 

d--t\ 4-4rf> + 4-ii'óA--i"J[ r so(-«f) + -l-.-^S"- ' 

Per iJ principio dèi lavori virtuali (eq. fH-431), si ha 




: r ^ W _ l 9.1 

Lo tornii, HUraUiva, b inctipcadoote da t r e àitché da jc (fino » che X ^ àbb&£(&tìz& 
ptecoio pcrcirè silfio uascufabiH gli efletLi di bordo). 



E.JTT.13. Sia dato, un canflensóiare a facce reitanp>ìari di luti a e b r paraffele ira dì 
(oro e 'distanti &■ li tandznsatare, iniiiatmentc vuoto» viene parzialmente 
riempita cari una lastra di materiate dielettrico di castani? dielettrica Wd- 
irva e r e xpèjnore d. il dielettrico ha forma parallelepipedo è penetra per un 
tratto dì luridezza x, come in figura, mentre il condensatore, datato di cari- 
ca Q.* viene mantenuto isotato. Verificare che il dielettrico è risucchiato verta 
l'interno del condensatore, e calcolare la forza F x con cai esso è risucchiala. 

/ 

Usiamo le stesse notazioni inlmdoiEe Dell'esempio EilLlO. (^cordando la 
[111,41], c tenendo conto che m questo caro l'area dolle armature riempita di dielet- 
trico vale bx jmziché S/2 e quella vuota b(a - x) anziché S/2 la capacità dEl con- 
deosatore ha^ in funzìori* di x, L'esprcKsvoae 

<:- i ».,<(., »-;.| . -%i-|a • v(«. -.)) " ■ 

... . fi 

PoicUt. iied'^sérapìo 6JILW; il rampo elettrico sia nel dielettrico che. nel vuoto è 
Sostato da mii e-iìmlatófhiunaoné di 4 V (e dunque anche di fi = AC- Ci, il cai- 
culi) deJi'eEeigiB 0eT condensatore potrebbe osscrc facilmente effeliUiiLo mediante 
la JlOif e la" flll.47) Tuttavia i più immediato antwra uttfiiiaie : la [IUJ0J 

2 C Ji.ii |o+x(c. I}| 

Nota V, la fora puà| essère calcolata tramilo la [B.431: 

W _ Q?d ( t ,-l) 
■ ' ; : * = ÒX 2c,b 17+ .<!<:,- I))' 

Es&enUo £ > D T la forza è Ld effetti una forza di risucchio. 

Osterraiionè: È bene osservare che il campo elettrico, pur essendo uniforme 
nel condensatore (esso ha lo stesso valore nella parte riempita di dielettrico e nella 
parte vuola) ha un: valore che dipende da x'. 
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In particolare, per x -- 0 (condensatore vuoUt). 

3 _ ' . 



mentre per x = a, 



111.7. Macchine elettrostatiche 

Come abbiamo visto, per stabilire una certa cunfigura7.Ìone elettrosta- 
tica {ad esempio per caricare elettricamente uno o più conduttori, in pre- 
senza o meno di dielettrici) È necessario compiere del lavoro, trasportando 
delle cariche contro il campo elettrostatico. Concettualmente, si tratta di 
una operazioni; molto semplice; ma ci si può chiedere come ciò possa 
essere effiittuato nella pratica. 

Sodo stati realizzati multi tipi dì macchine e dispositivi capaci di tra- 
sportare delle cariche elettriche compiendo lavoro contro l'azione del 
campo elettrico; cioè capaci di Tornire quella che si chiama una fona elettro- 
motrice'. Suiti definizione operativa di forza elettromotrice, e su vari disposi- 
tivi capaci dì generarla, torneremo a più riprese io altri capitoli. Qui ci limi- 
tiamo a descrivere lo schema di funzionamento del generatore di Van der 
Graaf. È questa una macchina elettrostatica capace di generare fra due con- 
duttori (o fra un conduttore e la terra) una differenza di potenziale che può 
arrivare fino a diversi milioni di Voli, ed è comunemente usata per accele- 
rare particelle nucleari. Su prìncipi analoghi sì basano molte altre macchine 
elettrostatiche, la maggior parte delle quali sono però oggi usale solo molto 
raramente. 

Una macchina di Van der Graaf è rappresentata schematicamente in 
figura. Una cinghia C e tesa fra due pulegge Af, ed e gira per azione di 
un motore applicato a M, , La cinghia è realizzata con materiale isolante (ad 
esempio gomma); mentre le pulegge M[ ed Afj sonu collegate elettricamente 
rispettivamente a terra, e a una stéra conduttrice S sostenuta da un tubo T 
di materiale isolante (ad es. vetro, o ceramica). Per azione della batteria B 
(il cui princìpio di funzionamento verrà descritti) nel prossimo capitolo) il 
penine Pi è portato aun potenziale di alcune decinedi Volt rispetto a terra. 

Come abbiamo visto nel par. 11.1, un pettine a potenziale positivo per 
«eflètto punta» ionizza il gas circostante, assorbendo dal gas cariche negative 
e respingendo cariche positive, che cosi caricano la cìnghia. Portate dalla cìn- 
ghia frn dentro la stèra, queste cariche positive vengono neutralizzate {per lo 
stesso effetto punta) dal pettine P 2 , che così acquisisce cariche positive che 
poi trasferisce alla sfera 5 (la sfera Sei] pettine costituiscono un unico con- 
duttore, e dunque le cariche si portano sulla superfìcie esterna di S), 

Naturalmente, vìa vìa che acquista cariche positive la sfera sì porta a 
un potenziale positivo crescente; e dunque per portare le cariche positive 
da M, (che è a terra) a M 2 la cìnghia deve compiere un lavoro, che è fornito 
ad essa dal motore che muove M t . 

Se non si arresta a un certo punto il processo di carica, il potenziale 
delta sfera continua a salire fino a che non si innescano processi dì scarica 
lungo la colonna isolante o il gas circostante. Se si adottano particolari 
accorgimenti costruttivi, ciò non avviene - come abbiamo accennato - 
prima che la sfera abbia raggiunto un potenziale di alcuni milioni di Volt. 
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Forza elettroni ftliica 



C eneraiore di Van der Graaf 
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Esercìzi deS ìli capitolo 

HLL In un recipiente è contenuta acqua atto stato di vapore, alia temperatura 
t = 1 10 V C ed alla pressione p = 0,7 a un. In queste condizioni si trova che la 
suscettività dielettrica vale % = 4 ■ 10~ J T Quanto vale il momento di dipolo 
delle molecole d'acqua? (Risposta: p b tì,5 10 -Mt C m) 



111.2 in un campo elettrico uniforme £ {h = 10*T7cm viene inserito un recipiente 
contenente acqua a temperatura ambiente (vedi figura). Sapendo che la 
costante dielettrica relativa dell'acqua allo stalo liquido vaie c r = 10 e ebe il 
momento di dipolo elettrico della molecola di acqua 6 p 0 = 6,3 ■ 10~ Ì& C ni, 
calcolare la frazione di molecole che sì allineano con il campo elettrico. 

(Risposta: 4,16 ■ !0" T > 



1113* Una carica pokìuW puntiforme 1 ► 1U C è poslH ni centro dì una sfera 
di raggio K = 10 coi, eoa litui La da materiale dielettrico lineare, omogeneo ed 
issopo di costante dielettrica relativa e,-- 4, All'esterno c'è il vuoto. 
Calcolare 

- il valore del campo elettrico È a od Er a disianze dati centro u-= Rt7 e 
b = 2 R ri apeitivH mente; 

- la densità superRcjate a? delle cariche di polarizzazione sulla superfìcie 
della sfera. 

(Risposte: ^ = 2,69- I0 a i7m; E s = 67,4 K/m; 1,79 ■ KT* C/m 2 ) 

UÌA Nella situazione descritta nell'esercizio 111,3, calcolare la densità di volume 
delle cariche dì polarizzazione p P all'interno della sfera di materiale dielet- 
trico fin punii diversi dal centro). 

I1L5. Una sfera metallica di raggio R> isolata e molto lontana da aitri corpi, è rico- 
perta da un guscio sferico di materiale dielettrico lineare, omogeneo ed iso- 
tropo il cui raggio interno vale^ ed il cui spessore È G. Ricavare l'espres- 
sione della capacità del sistema, 

(Rispunta: C- [4i=E fl E,J* (/t + o)]/(c f it + fi» 

ilLtì, Un condeimtorc cilindrico, di aile^/.» h e raggio dell'armature interna a, è 
inizialmente nel vuoto con l'armatura interna dolala dì carica & ed isolato^ 
A partire da questa situazione iniziale, in cui la d.d.p. tra le armature è K, T il 
condensatore, mar tenuto isolato, viene riempito di un olio isolante (dielet- 
trico lineare, omogeneo ed isotiopo). La d.d.p. che si viene cosi a slubilire 
tra le armature è V— VJA. Calcolare la densità superficiale di cariche di 
poi ari nazione orla) sulla superficie dell'isolante che bagna l'armatura 
interna del condensatore, per i seguenti valori delle grandezze in gioco: 
tì = +lO _b C A^SOcm, J=3cm. (Risposta: a? = - 1,96 ■ Ì0' 6 Cfw 1 ) 

lìlJ. Una carica elettrica è distribuita uniformemente su un piano indefinito con 
densità superficiale u. In uno dei due semi spazi, in cui tale piano divide io 
spazio, è posta una lastra di dielettrico lineare, omogeneo ed isotropo di 
costante dielettrica relativa e r> di spessore d t con una faccia a contatto con il 
piano carico, mentre l'altro semispazio è vuoto. Ricavare l'espressione per: 

a) il campo elettrico nello spazio (parti vuote e lastra isolante); 

b) la densiTà superficiale di cariche dì polarizzazione o? sulla superficie 
della lastra dielettrica a contatto con il piano carico. 




Es.HI.3 


III 




Sìf B 

w < 
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Due dietri buzioni piane ed uniformi di carica (4) e [BU di grande esten- 
sione, con densità superficiali <tj = + 3 10^* C/va 1 e o a = + 2 - IO - * C/m ; 
rispettivamente, sono disposte parallelamente tra loro a distanza D = 2cm, 
Tra i piani, e parallelamente a questi, è sistemata una lastra di materiate 
dielettrico omogeneo ed isotropo, di costante dielettrica relativa e,= A, il cui 
spessore è Ò= 1 citi. Calcolare La d,d,p. {V A - V s ) tra i due piani carichi, 

(Risposta: 7,05 - IO 1 V) 

111,9. Un campo elettrico uniforme G 0 , di modulo E c = 200 Vfm t è presente, nel 
vuoto, all'esterno della faccia piana che delimita una lastra di materiale die- 
lettrico, omogeneo ed isotropo, di costante dielettrica relativa e, = 4. Le 
tinte ti] Twin del campo formano un angolo 9 = 3U*con la normale it alla 
lastra. Calcolare la densità superficiale delle cariche di polari^j/ayjone 
sulla superficie Ueiia lastra (Risposto Oj»=-l,15* Ì0~^ C/ov*) 

flì.lb !Tn con d cu x&Lìvg sferico di raygio intorno R\ c raggio estemo Ri ha l'arma- 
tura intema a potenziale V e quella esterna a potenziale nullo. Lo spazio tra 
le armature è completamente riempito il; un dielettrico Ut TÌgidUà dielclirka 
F>n> QunJ'ò l'espressione della massima d-d-p* Km,^ -cUo si può applicare tra 
le armature del condensatore? R 

(Risposta: V nAX (R 2 - RJ — ^ E R ) 



llhlh L'armatura interna di un condensatore sferico ha raggio R ] ed è rivestita da 
un guscio sferico dielettrico di raggio interno R : e raggio esterno pari & 
{R\ + 6). Il dielettrico è omogeneo ed isotropo ed ha costante dielettrica 
relativa t, r L'armatura esterna ha raggio Ri > (Ri + ò) e lo spazio compreso 
tra guscio dielettrico ed armatura esterna è vuoto. 
Calcolare la capacità del condensatore per i seguenti valori dei parametri: 
Jti = 5 cm, 6 = 2 cm, /t 2 = 10 cm, ?, = 3, (Risposta: C= 18 pf) 

DJ, IL Una sfera metallica di raggio R ai trova immersa ir un dielettrico omogeneo 
ed isotropo di costante dielettrica relativa Cj— 3. La sfera è dotata di carica 
positiva tale cine il campo elettrico nel dielettrico, li (Jìslun/ti r= 2fi dui 
unirci della sfera, vwlga E(2R)* 10 V'fcm. 

Calcolare la densità di cariche di polarizzazione o f sulla superficie del die- 
lettrico contatto con la sfera carica, (Risposta: —7,09 ■ 10 a C/m 3 ) 




itili 



1 



^ J^^i. * j[. 
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OLII. Un condensatore a facce piane e parallele, rettangolari di dimensioni a e b 
(vedi figura) è parzialmente riempilo, per un tratto x - a/3, da una lastra di 
dielettrico omogeneo ed isotropo di costante dielettrica relativa e, = 4. So la 
rarica totale sull'armatura superiore è Q= UT* C, quanto vale la carica Q t 
che si dispone sulla parie di armatura superiore affacciata al dielettrico? 

(Rjsposta: Q,= 6,67 ■ 10"' C) 

ili. 14. Un condensatore a facce piane e parallele, rettangolari di lati a e b, separate 
da una distanza </, è inizialmente nel vuoto e caricalo curi carica Q. A partire 
da questa situazione, una porzione di lunghezza x (vedi figura esercizio 111.13) 
viene interamente riempita di dielettrico omogeneo ed isotropo, di costante 
dielettrica relativa e„ mentre il sistema è tenuto elettricamente isolato. 
Calcolare la variazione percentuale di energia elettrostatica del sistema nel 
catto in cui sia r, = 3 ed x=a/4. 

(Risposta: —r— = - 33« 
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HL15. Un condensatore a facce piane e parallele è collegato stabilmente ad un 
generatore di d,d r p, collante /— 100 V, Inizialmente lo spazio tra le arma- 
ture è riempito con una lastra di dielettrico omogeneo ed isotropo di 
costante dielettrica relativa e r ™ 4 {fìg. (a)) ed in questo stato la capacità vale 
Ci B — 1 \lF, I] dielettrico viene successivamente spostato, mediante una tra- 
slazione parallela alle armature del condensatore, fino a che lo spazio tra le 
armature non risulta completamente vuoto (fig. (b)) r 
Quale lavoro elettrico viene compiuto dal generatore? 

(Risposta: L c =-7,5 - IO" 1 J) 




J11.1& Una carica puntiforme Q è fissata nell'origine di un sisLermi di riferimento 
cartesiano Oxyz* Lungr» Tasse x, a distanza L dall'origine, e posto il centro 
di un piccolo cilindtctto retto, di materiale dielettrico omogeneo ed iso- 
tropo, di costanLe dielettrica relativa. e, v avente le EsneratHd parallele 
ùll h aflse L'altezza del cilindretto è à (d « L) e Vaiea di base è 5; anche 
le basi hanno dimensioni molto pìccole rispetto ad / r . Ricavare l'espressione 
della forza che >ri esercita sul cilindrano. 

(Risposta; r 1 f 1 - 



X) 



U1.IT. 



Due condensatori 0) e (2) a facce piane e parallele, inizialmente nel vuoto, 
hunno capacità i\ = 1 uF e G = 1 [if rispettivamente e sono collegati m 
parallelo. Inizialmente ai due condensatori è fornita una carica totale 
Q — Qi + & — 2 l^C. A partire da questa situazione iniziale e mantenendo 
isolalo il sistema, nel condensatore (2) viene introdotta un» lastra, di mate- 
riale omogeneo ed isotropa, di costarne dielettrica relativa tv= 3 che riem- 
pie completamente lo spazio tra le armature. Calcolare le cariche Q{ c Qj 
presenti sui due condensatori nello stato Tinaie e la variazione complessiva 
di energia elettrostatica del sistema. 

(Risposte' Q[ = 0^nC; $=1,11 |iC; kU = - U,„ = - 3,8 ■ IO" 7 J) 



1UJS. 1] dispositivo illustralo in figura cousta di un tubo ad U aperto alle estre- 
mità, a sezione costante retbtngolarc di lati A = 3 min e tr t parzialmonlc 
riempito di un ìsolante liquido di costante dielettrica relativa t r -4 e di 
densità p - 0.7! g/cm 1 . Un h rat ciò del tubo è inserito tri le armature di un 
condensatore a l'acce piane c parallele dismnti ti e di forma quadrata di lato 
b. Quando il condensatore è scarico, il liquido si dispone in equilibrio con le 
superaci libofc noi due bracci del tubo alla stessa quota y= 0, corrispon- 
dente al^estremo inferiore delle armature del condensatole. 
Se le armature del condensatore veggono portate e mantenute, tramile un 
opportuno generatore, alla d.d.p. 5000 V, calcolare a quale quota si 
viene a disporre, ali 'equilibrio, la superficie libera del liquido presente nella 
zona compresa ira le armature del condensatore. (Supporre trascurabile l'ef- 
fetto della sottile parete ili vetro dei tubo). (Risposta: v=2,5mm) 




111.19. Un condensatore cilindrico, le cui armature hanno raggi a e ft rispettiva- 
mente, e la cui lunghezza è A, è parzialmente riempito, per un tratto x, da 
un guscio cilindrico di materiale dielettrico omogeneo ed isotropo di 
costante dielettrica relativa c f , IL guscio cilindrico ha raggi a e 6, com* 
mostrato in figura. Le armature del condensatore sono caricate con cariche 
localizzate (+<3> e (-Q) rispettivamente ed il sistema è isolato. Ricavare 
l'espressione della forza con cui il dielettrico e risucchiato nel condensatore. 



\ 4 rt c, 



[A + Ov-U*]', 



Ektirosiatica in presenza di dielettrici J3S 



IÌI.2Q. Un» *rsra di raggiri R, di materiale dielettrico omogeneo ed isotropo, di 
costante ^dielettrica relativa e„ è posta nel vuoto in un campo elettrico 
esterno £„ uniforme. La geometria della sfera è taie che il vettore intensità 
di polarizzazione risulta uniforme all'interno della sfera. Ricavare l'espres- 
sione del campo elettrico interno ed esterno alla sfera e disegnarne qualitati- 
vamente le linee di forza. 



S«ggerifBentti per la soluzione degli esercizi àsi Ili capitolo 

EU. Ricordare le formule [III.!] e [111.19], trascurando il contributo di polarizza- 
zione per deformazione. Riferirsi anche all'esemplo [E,III.2|. Il vapore si 
comporta come un gas peifoUik 

TTl.I. Esprimere l 'intensità di polarizzazione cenno prodotta dui numero di dipoli 
Olle etiti per unità di volume per il momento dì dipolo della singola mole- 
cola (come sei dipoli fossero orientali perfettamente (ìaratleli al campo elet- 
trico) c cotjJtoiiUju tale espressione con quella in funzione della costante 
dielettrica e del campo dot trito nel dielettrico 

IIIJ. Utilizzare la proprietà del vettore D di essere esprimibile in fun/iune delle 
sole cariche libere e tenere conto del fatto che, alla superficie di separazione 
tra due mezzi, non varia la componente normale di D 

UU*. Riferirsi all'esempio E.111.4, oppure applicare direttamente la relazione che 
Lega pp al vettore intensità di polarizzazione P r 

IÉÌ.5. Osservare che L'integrale dì lìnea, che fornisce il potenziale del conduttore, 
può essere spezzato in un contributo per la parte dì linea interna al dielet- 
trico ed in un contributo per la parte di linea tbe sì sviluppa nel vuoto (fino 
all'infinito). Per il calcolo dei relativi campi elettrici, ricordare la proprietà 
del vettore D al passaggio tra due mezzi. 

Hi.fc Determinare t, sulla base deinn formazione- sul rapporto delle d.d.p. e 
tenendo conto che il riempimento con dielettrico cambia la capacità in 
modo noto. Calcolare il campo elettrica E e quindi la polarizzazione P, da 
cui rilavare o>. 

ìii.7. Utilizzare lo proprietà del tenore spostamento 5 e ricordare l'esempio 
E.III.7. 

m.8. Calcolare il campo elettrico nelle tre zone in cui viene suddiviso lo spazio 
compreso tra i piani (A) e (£} e quindi valutare la d.d.p. 

Va- Yb-C *•<")• 

III.9. La componente normale di D non varia al passaggio dal vuoto alla lastra di 
dielettrico. 

UI.10. Determinare il valore massimo E ma k del campo E tra le armature per una 
certa carica Q del condensatore. Esprimere Q in finizione di V 7 R ìt e r ed Ri e 
ricavare il valore di V che rende Eu^l pari alla rigidità dielettrica. Pii la 
rigidità dielettrica vedere l'esempio C.III.8. 



li 



IU*11* Applicare la definizione di capacità C— QfàK esprimendo Ò.V come inte- 
grale del campo elettrico lunj;o una linea che t andando dall'armatura 
interna a quella e&tema, sì sviluppa parte nel dielettrico & parte nel vuoto. 
Vedere anche fesempio E .ITI, 7, 



1TU2- Esprimere Of In funzione di £"fiT) + utilizzando la conoscenza di £ a distanza 



ni. 11 Riferirsi agli esempi fUTTJO ed E.IIM3. 



111.14. Riferirsi esempi E.1IM0, FJIIJ3, oltre ebe all'esercizio 111,13, 



IlI.IS. TI generatore di d.d.p /è ud disputivi) che deve provvedere ad uno sposta- 
mento di curici elettrica AQ tra 1 suoi estremi per iVr |?ux»ire dallo stato ini- 
ziale a quello tinaie il condensatore, cfte cambia capacità, ma doti dd.p. im i 
.suoi cvtrerm A e B. 



IJLlft. Assumere the, per le sue piccole dimensioni, il cilindretto si polarizzi uni- 
Form e mente. Utilizzare Ut [T.64|. 



TTT.17. Riferirsi all'esempio E.11L13 ed alla conservazione della carica elcLLrita, 



ÌILÌ8. Lii Ibiva eon cui il dielettrico e risucchialo ne! condensatore deve fere equi- 
librio itila forza peso corrispondente allo squilibrio tra i due: rami, di gran- 
dezza 2y. Per la forza elettrica riferirsi agii esempi E. 111.10 ed LUI. lì, 
lenendo conto che il principio dei lavori virtuali deve essere applicato a 
potenziale cosunU?. 



T1LI9* Procedere come nell'esempio E.TI1.11, ricordando la formula {JL201 jiei la 
capacità del condensatore cilindrico. 



TlI-ltì. 1, iriffiriTia/iuiit; relativa all'uni forbita della polari7za7ione r all'interno della 
sfera riconduce il problema all'esempio E.HLJ. 



Capitolo IV 

Corrente elettrica stazionaria 



IV. 1. Conduttori 

la questo capitolo tratteremo cariche elettriche in movimento in con- 
duttori per effetto di campi elettrici. Concentreremo la nostra attenzione 
sui conduttori metallici, ma gran parte dei concetti sviluppali sono estendi- 
bili anche ad altri tipi di conduttori (elettroliti, gas ionizzati, ecc.). 

Come abbiamo già visto, un conduttore metallico può essere pensato Conduttore 
nella maggior parte dei casi come uni struttura, reticolare tridimensionale di 
atomi fissi con un grandissimo numero di elettroni liberi di muoversi all'in- 
terno del conduttore e, salvo condizioni particolari, impossibilitati ad uscire 
da! conduttore stesso. 

Per avere un'idea del numero dì elettroni liberi (detti anche elettroni di Elettroni di conduzione o 
conduzione) presenti in un conduttore, basii pensare che tipicamente si ha eleilnjni liberi 
dell'ordine di un ; clcttrono libero per atomo. Ad esempio nel rame, di den- 
sità p = 8,9 j>/cm ! c peso atomico A — f>3,5, si ottiene immediatamente 
un valore di circa S - IO 33 elettroni liberi per cm J . Le dimensioni geome- 
triche degli elettroni sono minori della migliore risoluzione spaziale fino ad 
oggi realizzata «sperimentalmente, che è dell'ordine di 10 cm = 0,1/ 
(fermi). 

Un conduttore, in assenza di campi elettrici esterni, può essere dunque 
assimilato ad una scatola contenente un gran numero di particelle pratica- 
mente puntiformi, ciascuna dotata di carica negativa (— e) = — 1,6 • 10"" C, 
e libere di muoversi in una struttura rigida costituita dagli ioni fissi ai ver- 
tici di un reticolo. Una schematizzazione conveniente per interpretare molti 
fenomeni fisici, è quella di assimilare gli elettroni in un conduttore ad una 
sorta di gas («gas di elettroni» o «gas di portatori di carica») contenuto in 
un recipiente chiuso. In assenza di campi elettrici esterni, gli elettroni sono 
animati dalla sola agitazione termica, urtano contro gli ioni del reticolo e 
sono in equilibrio termico con il reticolo stesso. 
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Esempio 

Agitazione termica degli clet- E.IY.l. Supponendo che gli elettroni si comportino come molecole dì un gas perfetto, 
troni liberi applicando il principio di equipartizione dell'energia, stimare la velocitò qua- 

dratica media vr con cui si muovano gli elettroni liberi in un conduttore a 
temperatura ambiente. 

L'equazione che esprìme ii principio di equipartizione dell'energia per una par- 
ticella puntiforme (3 gradi di libertà) è: 

con 

«i = 9,1 - IO" 11 kg, K = 1,38 10"" J/K, r=J00K 

dunque 

- v r ^ = \\2£Z- _ \2 - io 5 m/5 - UOtan/s 

1/ m ' 

In jealtà questo calcolo ciacco, che tniscura i;1t cflulLi del principio di esclusione 
di Pauli. srumsiim.i [li citct un orrline dì grandezza la velocità. Vedi par. XI1.9.2. 



Anche nei tasi statici, e bone nolarlo, ciò che abbiamo linora considC' 
atti come situazioni di equilibrio altro non erano che situazioni di equilibrio 



' -^" ■^ infatti, come abbiamo osservato nel par. TT.7, nessuna carica libera 
può restare in equilibrio nel campo elettrostatico generato Uà ailrc cariche. 

Nel seguilo analizzeremo il caso in cui, per effetto di un campo elettrico 
estemo, al moto disordinato dovuto all'agitazione termica si sovrapponga 
Moto di deriva un moto di insieme (o «di deriva»), che comporta spostamenti di una 

carica macroscopicamente misurabile ria un punto Gl'altro del conduttore. 



IV. ?.. Corrente elettrica 




interruttore 



Movimento di cariche elettri- 
che 



Con side riamo, a titolo di esempio, mia situazione statica nota in cui un 
condensatore sia carico inizialmente alla "ditte reti za di potenziale AF: fra i 
punti A o B t presente dunque un campo elettrico £, tale che 



È- dì = -fckV 



Supponiamo che a un certo istante l'interruttore T venga chiuso, cosicché 
le due armature risultino fra loro collegato da un filo conduttore. Subito 
dopo la chiusura del circuito si osservano alcuni fatti peculiari: 

— la differenza di potenziale AKf.e dunque anche il campo E) decresce 
rapidamente, tendendo a zero con legge esponenziale; 

- contemporaneamente, tendono a zero le cariche sulle armature, «come 
se» le cariche positive si spostassero dall'armatura A verso l'armatura B 
andando ad annullare le cariche negative inizialmente presenti su 
quest'ultima; 

- il filo conduttore si scalda; 

— un ago magnetico, eventualmente presente nelle vicinanze del filo, si 
muove; ecc. ecc. 
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Come abbiamo appena accennato, dal punto di vista delle cariche elet- 
triche tutto va come se una carica positiva sì muovesse dall'armatura posi- 
tiva verso quella negativa; io realtà sono gli elettroni di conduzione a muo- 
versi in senso inverso, ma per ragioni storiche il fenomeno viene a tutt'oggi 
descritto riferendosi convenzionalmente a un movimento fittizio di cariche 
positive. 

Quando si ha un movimento ordinato di cariche che, globalmente, si 
spostano da una posizione a un'altra si usa dire crie fra le due posizioni si è 
avuto un passaggio di «corrente elettrica», la cui definizione operativa verri 
precisata fra poco. 

Nell'esempio considerato, il passaggio di corrente è un fenomeno non 
stazionario che riguarda solo un breve intervallo transitori» óì tempo, dopo 
dì che il condensatore si scarica c il movimento di cariche si arresta. 

Lo studio dei fenomeni relativi alle correnti elettriche si è sviluppato 
sistematicamente solo quando è stato possibile redìmare dispositivi (.«paci 
di mantenere inalterata la differenza di potenziale (d.cLp,) tra due punti A a 
B anche in presenza dì movimenti di cariche in un conduttore di collega- 
mento posto fra A e fi. Tali dispositivi appartengono al là categoria dei gene- 
ratori di forra elettromotrice (pile, accumulatori, macchine elellrogeneratrici, 
ecc.), che caratterizzeremo nel par. TV.6 e di cui descriveremo più avanti il 
principio di funzionamento per alcuno tipologie significative. Qui vale solo 
la pena di ricordare che Alessandro Volta negli anni intorno al 1800, scoprì 
che se in una soluzione acida (ad esempio acido solforico diluito in acqua) 
si immergono due diversi conduttori metallici {«elettrodi»), ad esempio 
uno di rame e uno di zinco, tra i due conduttori si manifesta una d.d.p. (il 
rame diventa positivo rispetto allo zinco), (io dispositivo di questo tipo 
(detto cella voltaica o pila dì Volta) gode della proprietà che se i due elet- 
trodi vengono collegati con un filo conduttore, in questo si manifesta un 
flusso continuo di cariche senza che la d.d.p. fra gii elettrodi cambi. Nello 
stesso tempo, nei due elettrodi immersi nella soluzione acida procede una 
reazione chimica il cui effetto è fra l'altro quello di rifornire agli elettrodi 
via via nuove cariche, a mano a mano che la carica, elettrica fluisce dall'uno 
all'altro nel conduttore esterno. 

Considerata una sbarretta (o un filo, ecc.) di materiale conduttore 
internamente al quale si abbia, per effetto di un campo elettrico, un movi- 
mento ordinato di cariche, si definisce la corrente elettrica S che passa nel 
conduttore 



Corrente elettrica (di condu- 
zione > 



Generalo/ i di fm/u. eleitromu- 
tri ec- 



cella voltaica 




Q 



Corrente cititi ica 



dt 



irvi] 



come it rapporto fra la carica dQ che fluisce nel tempo dt attraverso una 
sezione S del conduttore e l'intervallo dì tempo dt stesso. Nel sistema S.I., 
t'unirà di misura delle correnti è l'Ampere X, pari a un Coulomb per 
secondo 



Ampere, A 



1 A = ■ 



1C 



ffV.2] 



Sulla definizione operativa dell' Ampere, cioè sulla realizzazione pratica del 
campione di corrente (o, equivalentemente, del campione di carica), torne- 
remo più avanti. 
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Se con un opportuno dispositivo si realizza urrà d.d.p, costante nel 
tempo ai capì dì un conduttore, a regime (una volta stabilizzatasi la tempe- 
ratura, ecc.) si osserva che il conduttore è sede di una corrente costante nel 
Corrente stazionaria tempo; si dice allora che si è io regime di corrente stazionaria. 

Dal punlo di vista microscopico, l'azione del campo elettrico attivo 
internamente al conduttore per conseguenza della d.d.p. applicata, è quella 
di sovrapporre alla agitazione termica degli elettroni lìberi un moto di 
deriva nella direzione del campo elettrico. Tale moto di deriva, ordinato, 
avviene con velocità media vj cbe è molto minore della velocità disordinata 
v r propria della agitazione termica: come vedremo nel prossimo paragrafo 
(es. E.IV.3), 7j è dell'ordine delle Trazioni di mm al secondo, méntre f r (es, 
E.rv.l) è dell'ordine (ielle centinaia di km al secondo. Questa circostanza 
rende ragione del tatto che in presenza di un campo elettrico ostcrno il 
moto di deriva non è un moto uniformemente accelerato, ma una volta 
mediato sugli urti essn avviene con velocità costante proporzionale al 
campo, analogamente alia caduLa dì un grave in un mezzo viscoso. 



Esempio 

E.IV.2* Giustificare, in base a considerazioni dinamiche, il fatto che la velocità di 
derivo v rf è proporzionale a! campo elettrico E agente internamente ai con- 
duttore. 

In virtù della agitazione termica, rn assenza di campo elettrico £li elettroni sì 
muovono disordinatamente, e negli urti che compiono contro gli ioni dal reticolo 
cristallino si portano in equilibrio termico con questi ultimi. In presenza di campo 
elettrico, un elettrone che emerga con velocità v r da un urto vi$r,e accelerato dal 
campo elettrico, e" cede al reticolo nell'urto successivo l'energia in eccesso cosi 
acquisita. L'aumento .di velocità dovuto al campo elettrico fra un urto e l'altro è 
dato da _ 

1 — eE 
Av -. ir - vr = è Ai - -f-Àf At 

f — eè 

dove a = — = È l'accelerazione, e ir è l'intervallo di iettino che inter- 

ra m 

corre Tra i due urli. D'altra parte la velocità di deriva vj acquisita fra ì due urti 

: - ' - Av 

dall'elettrone considerato è deità dal valor medio di Av, = ■■ e dunque: 

Ma come abbiamo anticipato, e come meglio vedremo nell'esempio E,IV.3 t vj 

è molto più piccolo di v r v>; e dunque l'intervallo di tempo àt (dove AI 

Cammino Hbero medio è la distanza sparile fra i due urti, il cui valor medio è detto cammino libero medio) 

è praticamente indipendente da E, ed ha lo stesso valore che avrebbe avuto in 
assenza del campo e lettrice Nella {WJ], dunque, il fattore di proporzionalità fra 
ed E è indipendente, in ottima approssimazione da E; la [JV.3J mostra pertanto 
che la velocita dì deriva (ariti parallela al campo E per il Fatto ebe la carica -** è 
negativa), ha modulo proporzionale al modulo di E. 
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Da quanto fin qui detto, si può già capire come gli ioni della struttura cri- 
stallina, continuamente urtati dai portatori liberi, vadano accrescendo la 
propria energia media acquisendo indirettamente, in forma di energia ter- 
mica, l'energìa che il campo esterno comunica ai portatori; di conseguenza, 
aumenta la temperatura del conduttore fino all'instaurarsi di una situazione 
di equilibrio termodinamico con l'ambiente circostante. Dal punto di vista 
macroscopico, gli effetti termici del passaggio di una corrente ir un condut- 
tore verranno discussi nel par. TV.5. 

A conclusione di questo paragrafo, osserviamo che il fatto che la velo- 
citi di deriva degli elettroni di conduzione sìa molto piccola (dell'ordine dì 
frazioni di mm al secondo), non impedisce ai segnali elettrici di propagarsi 
nei conduttori con velocità prossima alla velocità dulia lucu nul vuoto. In 
restiti ciò che si propaga è il campo elettrico nel conduttore; all'arrivo di 
questo campo inizia il moto dì deriva degli elettroni di conduzione in tutti i 
punti del conduttore in cui il campo elettrico è vìa via presente. 



IV.3. Densità Ai contate ed equazione il continuità 



Consideriamo un conduttore, all'interno del quaJe si abbiano w purta - 
tori di carica lìberi per unita di volume , ciascuno di carica q (se si tratta di 
èléttòni, ti — - e). Le velocita v' rf di deriva (che da qui in poi immagineremo 
sempre mediate su volumetti macroscopicamente significativi, in modo da 
liberare^ delle fluttuazioni microscopiche) sono parallele o antiparallele al 
campo E localmente presente nel conduttore, a seconda che q sia positivo o 
negativo. Le v,, costituiscono un campo vettoriale definito all'interno del 
conduttore, la cui sezione sia S. Dentro il condutt ore u consideriamo un 
tubo di flusso elementare del campo vettoriale v,, e sia (IS una sezione, non 
necessariamente normale, di tale tubo elementare. La quantità di carica c/q 
che nel tempo tlt passa attraversa la sezione dS vale evidentemente 



dq \>n".fivY dS dì\- 



[IV.+] 



dove dÈ a = Aìcos^pii^errtaTa prmezTone di dS iwrrn al mente al tubo dì 
flusso. Alla quantità , 



J = ni/Vt 



[IV.5] 



si dà il nome dì densità di corrente. Osserviamo che noiché Vj è proporzio- 
nale a q£ (vedi eq. [1V.3]), J è proporzionale a q' t E e dunque è sempre 
parallelo ad E (e concorde in verso). Le dimensioni fisiche di J sono 



Vi- 



[J_. c .™l = [iL._L_ 

L m s J L s m* , 



l 1 




A 


m* , 




Iv J 



(Ampere/m 1 ). 




Den&ità di corrente / 



da 

Dalla (IV. 4], tenuto conto della [IV.5], segue che la corrente di = — jr- 
che passa nel tubo di flusso elementare può essere scritta come: 



dl- 



ilt 



■ = ngvj- dS = : J- dS 



[IV.«] 
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/■ dS 



e dunque integrando su un'intera sezione S dei conduttore sì ha per la cor- 
rente / che attraversa il conduttore 



7f ' 



J.dS - t><?< 



[1V.7] 



Dunque la densità di corrente / è quel vettore tale che il suo flusso attra- 
verso una sezione S del conduttore fornisce la corrente che attraversa tale 
sezione. 

Mettendo insieme la 0V.5], la [1V.3J e l'espressione per v T rilavala 
nell'esempio E.1V.1, possiamo facilmente calcolare l'espressione che lega J 
al campo elettrico E nel semplice modello microscopico fin qui utilizzato; si 
ottiene: 



PV.S] 



dove 



K 

T 



è il numero di portatori per unità di volume 

è la carica dei portatori 

è la loro massa 

è la costante di Boltzmann 

è la temperatura assoluta del conduttore 

ài è il cammino libero medio dei portatori nel conduttore. 

La [1V.81 verrà da noi ripresa e commentata nel par. IVA. 

Può accadere che la cocente sia portata da più di un tipo di portatore, 
ad esempio da due tipi con carica di segno opposto. In questo caso, indi- 
cando con j pedici {+) e (— ) le quantità relative ai due tipi di portatori, 
si ha: 



7 = /(+, + /(-, = « (+ W(i) v (ii + "( )«i-|V(-i 



[IV.S.aJ 



Èer quanto osservalo sopra, J,^ e 7 ( _j sono entrambe parallele e concordi ad 
E, e il loro contributo si somma in J. 



Esempio 

Ordine di grandezza della ve- tIVJ. Calcolare la velocità media di deriva degli elettroni dì conduzione in un 
lodila di derivi Vj filo di rame cilindrico di raggio r — 1 mm percorso da una correlile di { A. 

Dalla [1V.7] e dalla [tv,5] si ha: 

/ = J ■ $„ = nq \fS r = nq vj n r 1 

dove S, = itr ! è la sezione normale de! filo. Dunque: 

I 
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Nel caso in esame si ha: 

„ = J!-Lh»- = %j . itf* e teuroni/m J IA'- numero Ui Avvero - É,02 ■ I0 !J 
atomi/ s^ftìmV atomo; 6 M = densità del rame = 3,9 - & \ ■; /> Ea = peso 
atomico del lamt = 63,5) 

4 — t = 1,6 - IO -1 * Coulomb (carica dell'elettrone) 

$= nr 2 ^ ^14 ■ (ir 1 mf = JJ4 ■ IO" 6 m 5 
Dunque 

- ■ T " - M .lo"m-'.U. 1 |0 A "C.3,l4..1<I-m> ~ ' m/ * 

Per confiouiq col v:t]ure di v r calcolato xitll'esempio E.TV.I , vediamo ebe in effetti 
« vj-i così- come avevamo più sopra Knlìcipnlu^ 



Abbiamo gii accennato nel primo capìtolo che, in un sistema isolato, 
la carica elettrica totale sì conserva. L'appJicaaonc di questo principio per- 
mette di correlare fra. loro la densìlà di corrente Jc la. variazione temporale 
della densità di carica p. 

Consideriamo una superficie chiusa S in cui, all'istante U sia racchiusa 
la carica totale Q{t). Se, nell'intervallo di tempo di, la carica Q(t) dimi- 
nuisce dì una certa quantità dQ, per la conservazione della carica La quan- 
tità dQ deve essere uscita dalla superficie S; e dunque per la [IV.7J-. 



-dQ-- 



J-dS-dt 



Pertanto: 



JdS 



[IV.°1 



D'altra parte, se p è la densità di carica, si ha: 



Princìpio di cpnscrvazione del- 
la carica elettrica 



dSdt 




(dove t è il volume racchiuso da S); e dunque, essendo S una superficie 
fìssa (indipendente dal tempo): 



M. = ( j£. 

di ), dt 



[IV, IO] 



(osserviamo che Q dipende solo dal tempo, e dunque la sua derivata 
rispetto a ( è una derivata totale; mentre p dipende da x,y,z,l e pertanto la 
sua ^derivata temporale è una derivata parziale). Inoltre, applicando al flusso 
di / il teorema della divergenza: 



V.fdt 



[IV.] 1] 
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Inserendo la [1V.10] e la [IV.ll] nella [TV.9] si ha 
Òt 



4t= V -Jd- 



Questa [dazione deve valere qualunque sia il volume t su cui abbiamo 
posto la nostra attenzione; e dunque l'uguaglianza degli integrali implica 
l'uguaglianza degli integrandi: 

-4 E — V.J= div7 



■= 0 



PV.12] 



liquazione tli continuità della 
corrente 



Equazione di continuità nel 
caso stazionario 



Campo vettoriale 
sol e nodale 



In condizioni stazionarie ogni 
sezione di un filo conduttore 
c attraversata dalla stessa cor- 
rente 

dS n . s. 



Questa equazione prende il nome di equazione di continuità della corrente t 
ed esprime in forma locale il principio di conservazione della carica. Come 
risulta chiaro dalla deduzione che ne abbiamo fatto, il suo significato fisico 
è il seguente: se la carica contenuta all'internò dì un certo volume t cambia 
nel tempo, in virtù della conservazione delta canea tale variazione non può 
che exsere dovuta alla carica che fluisce, attraverso la superficie S che rac- 
chiude r r 

In condizioni stazionarie, per definizione tutte le grandezze elettriche 
sono indipendenti dal tempo; e dunque in particolare =■ 0. In condì- 

OT 

zioni stazionarie dunque la [IV. 12] diviene: 

V ■ J = div J = fj [IV.13] 
e integrando su un qualunque volume Baso r (di coni orno i'): 




[IV.Uj 



In contiizìonì stazionarie, il flusso della densità di corrente Jf attraverso una 
qualunque superficie chiusa S è nullo. Un campo vettoriale che abbia diver- 
genza nulla in ur> certo dominio spaziale È detto suknoìdak in tale domi- 
nio. Dunque in condizioni stazionarie il vettore densità di corrente I è sole- 
noldale in tutto lo spazio. 

Per conseguenza di questa proprietà si ha in particolare che in condi- 
zioni stazionarie la conente che Unisce attraverso doe qnalunqne sezioni 5, ed 
S; di un tubo di flusso di v d (e dunque anche attraverso due sezioni dt un 
filo conduttore percorso da corrente) è la stessa. 

In (atti consideriamo il tratto di tubo di (lusso compreso tra le sezioni S, 
ed S ; ; sia Ss la superficie laterale di tale porzione del tubo di flusso. Appli- 
cando la [IV. 14] si ha: 



1 J dS + \ JdS + \ 1- d$ = 0 

Jjl iSf 



[IV. 15] 
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Per definizione di tubo dì flusso, vj (e dunque J) km ogni punto tan- 
gente alle generatrici della superfìcie laterale S ; , e dunque 



J-rfS = 0: 



per cui la [IV. L S] si riduce a: 



( 1- dS + \ 



J ds = ^ + v 



[IVI 6] 



I* correnti /, e /j uscenti dttile due sezioni S, ed Sì sono uguali e opposie; 
ovvero, se il verso convenzionale di flusso delle correnti viene assunto con- 
corde per entrambe le sezioni, la corrente attraverso le due sezioni è la 
stessa. 

Ha [IV.Ift| c immediatamente generalizzabile al caso In cui più fili con- 
duttori, percorsi dalle corrcnii I u f 3 , / 5 — , rispettivamente, convergano in 
uno stesso punto {detto nodo). Applicando la [TV.141 a una qualunque 
superficie chiusa S che contenga al suo intemo il nodo JV, si ottiene: 



/[ + /j + /,+ ...+ /, = 0 



[1V.17] 



In condizioni stazionarie, la somma algebrica delle correnti uscenti da un 
nodo è nulla. Questa legge, detta prima iegge li KircbholT implica la conven- 
zione che vengano assume come positive le correnti uscenti dal nodo, e nega- 
tive quelle entrami (o viceversa). 



IVA Hesisteftza elettrica e legge di Ohm 

Il passaggio di corrente elettrica in regime stazionario in conduttori me- 
tallici (e in altri solidi omogenei e isotropi cosiddetti «ohmici») è regolalo, 
entro ampi intervalli di variabilità dei parametri in gioco, dalla leflfie di Ohm. 

Consideriamo un conduttore metallico e due sue soriani 5,j ed in; fra le 
sezioni ed S tf sia applicata una differenza dì potenziali; AF= Vj, — V B > 0 
costante nel tempo. Si trova sperimentalmente (Ohm, prima metà del- 
i"8O0) che tino n ette AFnon raggiunge valori così elevati da provocare sca- 
riche elettriche che danneggino irreversibilmente il materiale, sussiste in 
ottima approssimazione una relazione di proporzionalità. Tra AF e la cor- 
rente I che Duisce da A a B: 




Prima legge di Kirchhòff: in 
condizioni stazionarie, la som- 
ma algebrica delie correnti 
uscenti da un nodo è nulla- 
Cara t (eristica 
del resistore 




ak= v A -v s = Ri 



[IV.18] Leggerti Ohm 



La costante dì proporzionalità iì è detta resistenza elettrica del particolare 
conduttore considerato. In generale, per un qualunque componente elet- 
trico, la relazione che lega la corrente / che passa nel componente alla diffe- 
renza di potenziale ir ad esso applicata è detta caraneristica (I, LV) de) 
componente considerato. Dunque La legge di Ohm ci dice che la caratteri- 
stica di un conduttore ohmico (detto anche vresistore») è una retta pas- 
sante per l'origine, la cui pendenza vale 



Resistenza elettrica 



Curva caratteristica di un con- 
duttore 



[IV. 19] 
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Conduttanza C = 



A -AAA/VW— B 



capaciti 




RKJStOTtì 3 intorruttoTB 

Simbolo del resisi wc 



j a cifra 
2* ti(rd 



1 lì 

1 1 t feriteci njM 

\ [ufo S 1 



neaaun ctìor* 2Q%) 





cifra 


Nero 


0 


Marrone 


1 


Rosso 


2 


Arancione 


3 


Giallo 


4 


Verde 


5 


Blu 




Vialetto 


7 


Grigio 


£ 


Stanai 


0 



Legge di Ohm iti forma istan- 
tanea e locale 



La costante C = — è detta conduttanza del conduttore in oggetto. 

Nel sistema S.I. l'unità di misura della resistenza è detta ohm (fl): ha 
resistenza pari a 1 Q quel conduttore che è percorso da una corrente di 1 A 
se ai suoi capì è applicata la d.d.p. di 1 V: 



1*1- -E- 
1*1- [;] , 



Ohm = 



Volt 
Ampere 



Volendo, la caratteristica può essere posta ovviamente anche neJla tórma 
AC- AC(/). 

Nei disegni schematici di circuiti elettrici, un resistore viene indicato 
come in figura; analogamente ogni altro componente elettri w viene indicato 
con un simbolo convenzionale, cosicché ad esempio 3 semplice circuito intro- 
dotto all'inizio del por, IV.2 viene indicato con (o schema mostrato a fianco. 
Via via che introdurremo altri tipi dì componenti elettrici, specificheremo 
anche il simbolo grafico usato per rappresentarli. I valori della resistenza 
dei jesistori che si troyano in commercio sono spesso rappresentali sul resi- 
store stesso mediante il codice di colori mostrato in figura e specificalo 
nella tabella: i primi due anelli colorati danno un numero intero a due cifre 
che va moltiplicalo per 10 elevato all'esponente indicato dal terzo anello 
(esempio: rosso arancione verde = 23 - 10' £1=23- l(l s 0 = 2,3 M £1). 

La resistenza elettrica di un conduttore ohmico dipende dalla geome- 
tria e dal materiale, oltreché dalle condizioni fisiche (e in particolare dalla 
temperatura). Per conduttori a sezione costante (sbarre, cilindri, fili, ecc.), 
la resistenza può essere espressa nella forma 



*~ p T-TT 



[iv.203 



dove t è la lunghezza ed S la sezione; p (comunemente usalo come sim- 
bolo, benché possa confóndersi con la densità di carica) è detto resistività 
elettrica dei materiale; e e = 1/p i detto conducibilità elettrico, È immediato 
verificare che le dimensioni fisiche di p sono quelle di Q • m (ohm per 
metro). 

introducendo la [1Y.20] nella [1V.18], nel caso di conduttore a forma di 
sbarra di lunghezza ì c segone di area 5, per il quale &V/I è pari al campo 
elettrico E agente nel conduttore e I/S è pari alla densità di corrente / che 
in esso circola, otteniamo una semplice relazione _(chejuò essere posta 
anche in forma vettoriale) che lega fra di loro É e J: 



È = p7 ovvero J = qÈ 



9^ 



i 



[IV.21] 



con p e a costanti, cioè indipendenti da E. 

In realtà la relazione [IV.21] è più generale della [JV.18]: mentre 
quest'ultima vale per conduttori ohmici di dimensioni finite, la [IV .21] è 
una relazione locale che lega fio di loro il campo elettrico presente a un ceno 
istante in una cena posizione del conduttore, e la densità di corrente nello 
slesso istante e posizione: la [IV.21] può essere il punto dì partenza, in parti- 
colare, per il calcolo della resistenza di conduttori ohmici di geometrie com- 
plesso (vedi pai. IV.8). 



Corrente elettrica staiìotmrìa 147 



D valore della resistività elettrica per alcuni materiali a temperatura 
ambiente è riportato nella tabe! lina a fianco. 

Confrontando la [IV.21] con la pv.8] vediamo che l'espressione 



tiq 1 A! 



[rv.8] 



rappresenta, nel semplice modello utilizzato, l'in terp retatone microscopica 
della conducibilità elettrica. Tale espressione (con le approssimazioni fatte 
pei ricavarla) ci fornisce le seguenti indicazioni: 

a) ci aspettiamo che la [IV.211 (e la legge di Ohm [TV.18]) valga per 
materiali in cui il numero di portatori n per unità di volume sìa costatile 
(indipendente da. È). In molti materiali, e in alcune condizioni di campo E, 
questa ipolesi non É verificala: vedremo in particolare nel paragrafo IV.12 i3 
caso della conduzione elettrica in g»s rarefati]; 

h> per Invalidità della 1IV.21] c necessario che la velociti di deriva Vj 
sia molto minore della velocilà di agitazione lermica v,. Questa ipotesi è 
ampiamente soddisfatta nei conduttori a temperatura ambiente; ma a tem- 
perature molto basse possono instaurarsi regimi di conduzione profonda- 
mente diversi (vedi jiar. TV.13); 

c) il fatto che / sia parallelo iÉ,e che il fatture di proporzionalità a 
abbia valore indipendente dalla direzione di £, vaie nell'ipotesi che il cam- 
mino libero medio A/ sia lo stesso in tutte le dircjànni. Ciò vale per mate- 
riali isotropi, ma in materiali anìsotropi la [PV.23] c sostituita da una rela- 
zione del tipo 



MATERIALE 


KESisnvnA 


Al 


2 H 5 ■ 10"* 


A* 


u ■ io _( 


Ft 


10 ■ J0"* 


Za 


5,S ■ IO"' 


Cu 


1,7 ■ IO" 1 


Legno 


10' 


vaco 


10" 


PI&Liche 


10" - 10" 


Ceramka 


■10" 



Ila II £ 



dove J|<j|| è una matrice detta tensori; conducibilità ricarica', Teri.wrctoriducibilità elettrica 

d) ci aspettiamo che la resistività p — I/o aumenti con la tempera- 
tura, proporzionalmente ulto radice quadrala della lumperalura assoluta. 

Intorno alla temperatura ambiente, l'andaiDCntu di p con la tempera- 
tura centigrada /, è ben descritto da uno sviluppo al primo ordine del tipo 



p(() = p 0 (I + (tr) 



[IV,221 



dove p„ rappresenta la resistività a WC ed a e un coefficiente con le dimen- 
sioni di un inverso della temperatura detto coefficiente di temperatura- 
Vaiofi tipici del coefficiente di temperatura sono riportati in tabella..È da 
osservare che per i metalli cl è positivo, coerentemente con quanto ci si 
aspetta in baso alla [IV .8]. Al contrario per gli elettroliti, e per alcuni mate- 
riali non metallici come il carbonio, il coefficiente di temperatura è negativo. 
Lo stesso accade per i materiali appartenenti alla categoria cosiddetta dei 
semiconduttori; ciò è dovuto aJ fatto che in questi materiali il numero di 
portatori non è indipendente dalla temperatura, ma aumenta con la tempe- 
ratura stessa vìa via eli e l'agitazione termica trasferisce elettroni dallo stato 
legato («_banda di valenza») allo stato libero {« banda di conduzione») 



Co efficiente di temperatura a 





« CUT 1 ) 


Fe 


5 ■ 10"' 


Ni 


tì ■ io-' 


C'J 


4 ■ IO" 1 



Esempio 

EJVA Calcolare la variazione percentuale di resistività (e dunque di resistenza) di 
un t&ìidutto.re di rame, al passare della temperatura da &*C a 20 P C 

Secondo la [IV.22] si ha: 

ASL = _ P» - M. = al = 4 . io-' oc-i . 2 Q°C = 8 ■ IO" 1 = 8% 
Po P« 



1V.5. fenomeni dissipativi nei conduttori percorsi da corrente 

Abbiamo già accennato al tatto che uno degli elicili del passaggio di 
corrente in un conduttore è il riscaldamento del filo stesso; si tratta del 
resto di un fenomeno che ha molte applicazioni pratiche (lampade a incan- 
descenza, stufette elettriche, scaldabagni, ecc.). Formuliamo ora Ui termini 
quantitativi la legge che descrive tale fenomeno nel caso di corrente sta- 
zionaria. 

Consideriamo rm trattò di conduttore di estremi A e B, a potenziale 
costante pari a V A e V g rispettivamente, sode di una corrente / stazionaria. 
Nell'intervallo di tempo dt, l'effetto della corrente è quello di spostare di un 
tratto dì = dr le cariche lìbere: cosicché le cariche che all'istante / occu- 
pavano lo spazio AB rappresentalo in figura dal rettangolo a tratto conti- 
nuo, all'istante r + dt occupano lo spazio A'B' delimitato dalla linea tratteg- 
giata. Ciò equivale a spostare la carica dq=Idt dai potenziale V A al potenziale 
V s ; e ciò facendo il campo elettrostatico compie un lavoro elementare pari a 

dL = dQ(F A — Vsl ~ /A Pdf (■<■■*-■ 1<r " 7$ 

La potenza sviluppata dal campo elettrico (lavoro per unità di tempo) è 
dunque 

W~ làV= HV<- r„) fIV.23] 

Questa relazione va sotto il nome di legge dì Joule. Poiché il fenomeno, dal 
punto di vista elettrico e dinamico, è stazionario, l'energia cosi spesa dal 
campo elettrico non può trasformarsi né in energìa potenziale rie in energia 
cinetica: negli urti fra portatori e reticolo cristallino essa si trasforma in 
moto di agitazione disordinato, cioè in energia termica. Il conduttore sì 
riscalda, e a regime disperde verso l'ambiente circostante (nella forma di 
calore e/o di luce) la potenza elettrica dissipata dal campo nel conduttore. Il 
fenomeno prende il nome di effetto Joule. 

Se il conduttore è un conduttore ohmico, / e Assono fra di loro legati 
dalla legge di Ohm {IV. 1 SI, che sostituita nella [TV.23] ci consente di dare 
ad essa le forme fra di loro equivalenti: 

W= !CiV= PR - J [IV.241 
Zi 



In alcuni casi è conveniente far riferimento a un'espressione locale della 
leggo di Joule, che consenta di calcolare la potenza dissipala in un volume 
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infinitesimo dx ilei conduttore. Tuie espressione locale può essere facìl- Forma locale della legge di 
mente ricavata come segue. Il lavoro compiuto dal campo elettrico nell'in- Joule 
tervallo dì tempo dt sugli ndx portatori presentì nel volume dx è dato da: 

dL = ndxqÉ-dJ 

dove di = Vjdt è lo spostamento medio subito dai portatori nel tempo dt; 
dunque 

dL — udì ?E • vjdt = E -(nqvj) dx di . 

Divìdendo per dxdt, e tenendo conto che nqvi rappresenfn la densità di 
corrente J, si ottiene 

w = b-J ITV.25Ì Densità di potenza dissioata 

par effetto Joule 

dove w = , J , rappresenta -la potenza dissipata per effetto Joule nul- 
i/i dt 

l'unità dì volume dui conduttore (densità dì pulcnia). Naturalmente, nei 
conduttori ohmici in cui J è parallelo a È r il prodotto scalare h ' - J si riduce 
al prodotto EJ dei moduli. Nel sistema S.I., la densità di polenta ITV.2SJ si 
mkurn io w/m*. 



1V.6. Forca elettromotrice e generatori elettrici 



Abbiamo accennato ai generatori di fona ekUnitnvtrke (detti anche 
%etKrutt}fi elettrici e eìettmgensratoriy. dispositivi capaci di mantenere una 
d.d.p. costante ai capi di un conduttore percorso da corrente. Poiché il pas- 
saggio di corrente nei conduttori, caratterizzali da una loro resistenza elet- 
trica, comporta dissipazione di energia per effetto Joule, il generatore fi è 
anche l'elemento del circuito che deve rifornire questa energia con conti- 
nuità via via che essa viene dissipata. In questo paragrafo ci propuniamo di 
precisare la definizione rk:?le grandezze che caratterizzano le prestazioni dì 
questi dispositivi. 

Consideri fi ino il semplice circuito rappresentato in figura, costituito da 
un generatore (j fra i cui elettrodi A e, H (eletti anche morsetti) è posto ii 
rtsistore K (detto anche «carico»). L'elettrodo positivo viene detto anche 
anodo, c quello negativo catodo. Convenzionalmente, il generatore fi viene 
indicato con il disegno schematico mùslrato a fianco; cosieché l'intero cir- 
cuito viene schematizzato come mostrato nel disegno che segue. 

In virtù della differenza di potenziale = Y À — Va che il generatore 
mantiene ai capi della resistenza R, in quest'ultima circola una corrente i 
da A verso B, legata a hV dalla legge di Ohm (IV.I8J: 



Generatoti elettrici 



V& = RI 



[IV.18] 



Per La conservazione della carica, internamente al generatore la s tessa cor- 

Nelresjstore, chi fa circolare la corrente è il campo elettrostatico E À , 
Nel tempo di passa in R la carica dQ = Idt; e il campo elettrostatico E, 
compie su di essa lavoro positivo dL% pari a: 

<!L% - j* #QÈ] • dì^ dQ |'|,. dl= dQ(y J -V 3 )= I(V A - V B ) dt [1V.26] 




catodo 



disegno schematico 
di un elettrogeneratore 



--f D: 



i 



Come abbiamo visto nel par. IV.5, tale lavoro si dissipa nella forma di 
calore, cosicché il bilancio energetico nel resistore si chiude in pareggio. 

Internamente al generatore, una carica uguale pari a dQ = Idi si è 
però mossa da B ad A ; e su di essa il campo elettrostatico compie lavoro 
dL% pari a: 

àL% = X dQÈ,dl = dQ (V g — V À ) = I{V t - V À ) dl = - dL% \IV.27\ 

Il campo elettrostatico, (Stfc nella resistenza determina la circolazione della 
corrente compiendo sulla carica elementare ( .dQìl lavoro positivo dL% 
che compensa le dissipazioni; dentro il generàfort%i oppone irB^gp dia 
circolazione delia corrente, compiendo sulla carica dQ lavoro negativo 
dtiti = - dL%. 

Osserviamo die nello scrivere la [rv.2f>] e la [1V27] abbiamo usato la 
jtropristà di coBserrvatività del campo eletttjjbf t,i s £ì«'<«i. ■!:„<!.>/ 

j* K, -<// + '£ É,-rf7= §É,-dì-<ì 

Dunque, affinché la circolazione di corrente avvenga è necessario che inter- 
namente al generatore agisca sulle cariche anche un campo non conserva- 
tivo di natura non elettrostatica, ^%^?,/^p<'M^KU^ otore " quale 
muove le cariche contro il campa ekÌìf0MTÌ^Ì^^^^^^hAì'i£^S3^- 
tivo ;IV.27 , e compensando inoltre gli effetti dissipativi "31™ "sempre pfe- 
"senti quando le cariche si muovono in un mezzo_materialé".. Dunque: 

dLV^dQ É,-dl= dL% + dl w = / ( V A - V s } di + dL <<0 [1V.28] 

Il campo elettromotore E„ che rappresenta ta fona non elettrostatica agente 
sull'unità di carica dentro il generatore, può essere di origine diversa: mecca- 
nica (nelle dinamo, alternatori, macchine elettrostatiche, etx.) chimica (pile, 
acc umulatori); luminosa (celle tòtovoltaiche); ecc. .„ y -^a^.^^. 
1; H lav oro compiuto dal campo ei eh romotore s uì fo carica unitajpS | 

^1-dUf jj (IV.29] 

fy|éng~fotto fona etenr^MfrTàà generatori! Nello scrivere la [IV,29] 
aBBianfù tenuto clMtò dèi fatto che ir campo elettromotore è nullo fuori del 
generatore, per cui 

£è ( .j/7= è e -dl 

In realtà, lo scrivere la forza elettromotrice come circuitazione del campo elet- 
tromotore anziché come integrale del campo elettromotore stesso eseguito 
fra B ed A {ovvero anche come circuitazione del campo totale E = E, + E„ 
visto che è nulla la circuitazione del campo elettrostatico E t ) fornisce per/ 
un'espressione più generale, considerato che nel caso che la forza elettro- 
motrice sta dovuta al fenomeno dell'induzione elettromagnetica, essa è di 
norma distribuita su tutto il circuito, come avremo modo di approfondire 
nel capitolo Vii. (Hi 
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A dispetto del suo nome storico, la forca elettromotrice / rappresenta 

un lavoro per unità di carica, e SÌ misura pertanto in — - °/ le , = Voli. 

Coulomb 

Usando la definizione [IV.29] della forza elettromotrice /la [iv.28] può 

essere scrìtta come: . _ -, -, , r , , i 

;. ( I R J.- 1 - J -*-■<<> 

Dividendo questa relazione per il tempo elementare dt, otteniamo la 
potenza w erogata dal generatore 



Dimensioni fisiche della forza 
elettromotrice 



dove 



[IV.3Ì] 



Urtando energetico r#tflnlarteo 
del generatore 



rappresentala potenza che si dissipa in effetti termici dentro il generatore quando 
questo è percorso dalla corrente I. Dividendo la [IV .31] per 7, si ha: 



V K 



I 



[IV.32] 



Generatori u dissipazione 
ohmica 



Qualora la dissipazione entro il Beneram te-Aujiia^in funzione della corrente 
77Tan3 amenm caratlcrisflrri tfaimn riurrnri ^inid f m. [IV .24]}, possiamo porre: 

w f * - l*r [IV.33] 

diivc: r e detto resistenza interna del generatore; la [IV .32] diviene allora: 



AK i 



/ ir' 



(1V.34) 



L'ipotesi di dissipazione ohmica costituisco, per Ih maggior parte dei generato- 
ri reali, una approssiuiHzimit-, min di ìado assai rozza. Tuttavia del tutto in 
generale si ha che la quantità vr^/f (che per i generatori a dissipazione olimica 
vale Ir) tende comunque a zero al tendere di / a zero. Per 1 = 0 (generatore 
aperto, cioè senza alcun carico fra j morsetti) Sa [IV, 32) diviene dunque: 



(per / 0) 



V A - V a = / 



[IV .35] 



La forza elettromotrice f coincide con la differenza dì potenziate AV presente 
ai morsetti de! generatore a circuito aperto; questa costituisce anche la defini- 
zione operativa della forza elettromotrice/, in quanto indica un modo per mi- 
surarla sperimentalmente. La [IV. 32] mostra che, quando nel generatore circola 
la corrente I, la differenza di potenziale AV ai morsetti non è pari al valore 
/che si ha a circuito aperto, ma è diminuita di una quantità W 1 "/! \W d> !l - ir 
nel caso di generatore a dissipat one ohmica!. Solo nel caso ideale '3i assenza 
di dissipazione interna (r = 0 per generatori a dissipazione ohmica), la diffe- 
renza di potenziale & Vi pari ad/ indipendentemente dalla corrente /erogata: 
si parla allora di generatore perfetto o generatore ideale dì tensione 



Resistenza interna del genera- 
ti vrK 



Generatore aperte 



Definizione operativa di forza 
elettromotrice 



Generatore ideale di tensione 
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Caratteristica di un generatore 
ohmico 




caratteristica 
d«l genarBtwfl 




f — Ir = 
- IR 



Coerentemente cor» la definizione da noi data nel par. IV ,4, la [1V.32] (o 
la [TV. 34] per un generatore a dissipazione ohmica) rappresenta incurva carai 
ieratica à.V = & V{I) dei generatore . La jlV.34] è rappresentata da una retta, 
per la quale tgg = r, se il generatore è ideale (r = 0, la retta è verticale. In 
generale, la curva caratteristica è più complicata (vedi ad es. la linea tratteggia- 
ta in figura), e in questo caso la resistenza intema è definita tramite la penden- 
za della curva caratteristica al punto di lavoro. 

Quando il generatore viene usato per alimentare un qualunque compo- 
nente elettrico C (lampada, motore elettrico, ecc.), ai capi di C agisce la 
stessa differenza di potenziale Af presente ai morselli del generatore G; 
e inoltra C e G sono attraversati dalla stessa corrente ì. Pertanto, se 
/ = ?z (iV) è ia curva caratteristica di C, il punto tli lavoro del generatore 
(cioè la dilfòrcnza di potenziale AFe la corrente / da esso erogata) può essere 
trovato facendo .sistema fra la [IV.Ì2] e la curva caratteristica I — I r (AIO 
del «imponente C; ciò può essere fatto sia atgebricamcnli; che grafica- 
mente. Ad esempio, se il componente C è schematizzabile come un con- 
duttore ohmico di resistenza R, la sua caratteristica T= t f (&V) è la retta 
ftV. 1 81 . Se anche.il generatore c a dissipazione ohmica, facendo sistema fra 
la [1V.341 c la [IV. 18] si ha semplicemente: 



AV- f— Ir 



&V= l-R 



\f~- 



I(r+R) 

/ 
r+ R 



[IV.3S] 



Graficamente, il punto di lavoro è indicato con la lettera P nel grafico a 
fianco. 

Molto spesso, con il simbolo da noi usato per indicare il generatore G 
si indica in realtà un generatore ideale di tensione; mentre un generatore 
reale viene rappresentato indicando esplicitamente, in serie al generatore, 
la resistenza interna n semplice circuito da noi usato per l'analisi con- 
dotta in questo paragrafo viene allora indicato con il disegno rappresentalo 
a fianco. Nello stesso disegno sono anche indicate le differenze di poten- 
ziale presenti al capi del componenti del circuito (siano essi « reali » come il 
resistere R, o «fittizi» come la resistenza interna r) coerentemente con la 
[IV.361: Obsurviiimo che i morsetti del generatore sono indicati, come al 
solito, dalle lettere A c B. 




Esempio 

F-IV.5. Può essert istruttivo Wnsirare i concetti intradotti in questo paragrafo con un 
classico esemplo dì analogia meccanica. 

Consideriamo un dispositivo costituito da un piano inclinato su cui siano 
infissi molti chiodi (letto di fallirò). Delle palline dì piombo, scivolando lungo il 
piani) inclinato per effetto della fòrza di gravità (conservativa) urtano ripetutamente 
contro i chiodi in modo anelastico. A causa dei numerosi urli, le palline sono acce- 
lerate solo per brevi tratti dalla forza peso; al successivo urto esse cedono ai chiodi 
l'energia acquisita fra un urlo e l'altro. Mediamente, il moto delle palline è pratica- 
mente uniforme, con una pìccola velocità diretta lungo la retta di massima pen- 
denza del piano inclinato. Il lavoro compiuto dalla forza peso non si trasforma cosi 
in energia cinetica, ma si trasforma in calore negli urti fra le palline e i chiodi. Alla 
fine della discesa, le palline si ripresentano, praticamente ferme, alla base del piane 
inclinato. Per risalire ia sommità, esse debbono spostarsi di un tratto verticale h 
contro la forza peso; la stessa peraltro ette aveva- causato la discesa. La risalita in 
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verticale può essere realizzata con un opportuno sistema di ascensori che prendono 
te pai Etne alla base e le riportano in cima. 11 Lavoro che questi ascensori (equivalenti 
al campo elettromotore) compiono per portare dalia base alla sommità la massa 
unitaria (analoga alla carica uniraria) contro Ir forza peso (analogo al campo elettro- 
statico agente internamente al generatóre) è l'analogo meccanico della forza elettro- 
motrice. 

La circuitazione, su un percorso completo di una pallina, del campo delle 
forze su di essa agenti, non è nulla; è nulla la parte relativa al campo gravitazio- 
nale (che, come il campo elettrostatico, è conservativo); ma c diversa da zero la 
parte relativa alla forza che muove l'ascensore (.come nella forza elettromotrice, 



/= (Ì,+ Ì,W/= È, -dì). 




fV.7, Alcuni esempi di generatori «lettrici 

Un esempio tfi notevole valori; illustrativo, Anciie se poco pratico come 
generatore ili forza elettromotrice, è rapii rese n tato .dalla macchina di Van 
der Graaf già illustrati nel par. TILT. Supponiamo che la macchina siti 
chiusa all'esierno su una resistenza ff. Il campo el eurasiatico E, generato 
dalla macchina (e- diretto verso il basso in figura) produce il passaggio di 
corrente nella resistenza R; ma all'interno si oppone al moto della cinghia 
isolante carica positivamente in moto verso l'alto. Per muovere la cinghia 
verso l'alto occorre una forza, esercitata dal motore Af, opposta alla forza 
repulsiva elettrostatica dovuta al campo E,. Il lavoro necessario a spostare la 
carica unitaria da B fino ad A è la forza eletlomolrice di questo generatore. 
In questo caso si tratta di lavoro meccanico erogato dal motore Xf. 

Di uso assai comune sono generatori elettrici ài cui la forza elettromo- 
trice esiste a spese di energia chimica (pile, accumulatori). 

Il prototipo di pila elettrica è la pila di Volta, cui abbiamo già accen- 
nato nel par, IV2. Essa è costituita da due elettrodi, uno di rame (Cu) e 
uno di zinco (Zn) immersi in una soluzione acquosa di acido solforico; il 
primo esemplare costruito da Volta era in realtà costituito da una piccola 
colonna («pila»), di coppie di dischi CtiZn, separate da dischi di feltro 
imbevuti in soluzione acida. Oggi, viene comunemente indicato col nome 
di pila un unico elemento costituito da due elellrotli (Cu e Zn nella pila dì 
Volta) immersi in soluzione adita. 

Per questioni di affinità elettrochimica, gli ioni S0 4 migrano verso 
l'elettrodo di zinco (catodo): depositando in eftsn due cariche negative, 
ducato ione si combina con un atomo di zinco fonnando una molecola di 
solfato di zinco ZnSO,,, Verso l'elettrodo di rame (anodo) migrano invece 
gii ioni idrogeno H*; depositando sull'anodo la carica positiva, questi toni si 
liberano verso l'esterno nella forma di bollicine di idrogeno gassoso. 

A circuito aperto (cioè in assenza di resistenza R che colleghi fra di 
loro all'esterno i due elettrodi) il processo elettrochimico si arresta quando, 
in virtù delle cariche negative accumulate dal catodo e delle cariche posi- 
tive accumulate dall'anodo, fra ì due elettrodi sì è stabilita una differenza di 
potenziale f - 1 Volt; questa rappresenta la forza elettromotrice delta pila di 
Volta. Chiudendo la pila su un resislore, in quest'ultimo circola una cor- 
rente descritta dalla legge [IV.34]. Il processo dovrebbe in linea dì principio 
procedere fino a che tutto l'acido solforico HjSC^ non si è trasformato in 
solfato dì zinco secondo la reazione 




Forza elettromotrice della pila 
di Volta 



H,S0 4 + Zn -» ZnS0 4 + fT 3 



RV.37] 
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Polarizzazione della pila 



Fila di Daniel] 




Accumulatore al 
piombo-acido 



In realtà, la forati elettromotrice della pila di Volta va progressivamente 
diminuendo a causa di un deterioramento dell'anodo di rame dovuto ad 
adsorbimento in esso di idrogeno (polarizzazione della pila). La forza elet- 
tromotrice della pila può essere riportata a questo punto al suo valore ini- 
ziale liberando l'anodo del suo strato superficiale inquinato da idrogeno. 
Ribadiamo che nella pila di Volta l'energia necessaria a vincere la repul- 
sione elettrostatica (gli ioni negativi migrano verso il catodo negativo; gli 
ioni positivi verso l'anodo positivo) si rende disponibile a spese di una 
diminuzione dell'energia libera del sistema soluzione?elettrodi. In altri ter- 
mini, il sistema ZnSO, + H, ha energia libera minore rispetto al sistema 
HjSOj + Zn. 

Per evitare il fenomeno della polarizzazione, Danieli (183É) realizzo la 
pila mostrata in figura. Nella pila Danieli, la cui for^a elettromotrice è 
/= 1,1 Volt, la reazione che Ita luogo è sostanzi almen Le 



Za + CuSO, -» ZnSO, + Cu 



LIV.38] 



Lo zinco del membro a sinistra delia [TV.381 è lòrriito dal catodo; mentre il 
rame che si libera a destra della [IV.38] si deposita sull'anodo. 

Osserviamo che inizialmente l'anodo Cu è immerso in CuSG 4 , mentre 
il catodo Zn e immerso in ZnSO,. Via vìa che la reazione procede, il catodo 
continua ad essere immerso in ZnSO„; mentre la soluzione di CuSO,) in cui 
è immerso l'anodo si trasforma progressivamente in ZnSO,. Quando questa 
reazione è completa (tutto il CuSO,, si è trasformato in ZnSO,) la pila è 
scarica. 

Un'importante caratteristica della pila dì Danieli è la reversibilità: in 
altri termini, se alimentando la pila con un opportuno generatore si fa pas- 
sare in essa una corrente in senso inverso, la reazione pv.38] procede in 
senso inverso 



Cu + ZnSO, Zn + CuSO, 



[lV.38.a] 




Capacita di carica di una bat- 
teria 



Partendo da una pila inizialmente scarica si può cosi ricaricarla. Una 
pila reversibile è detta anche accumulatore di energia elettrica. L'accumtila- 
tore di uso più comune è l'accumulatore cosiddetto al piombo-afido, il cui 
grande vantaggio è il basso costo; mentre il principale suan (aggio & l'elevato 
peso, 

/ ""Lo schema di funzionamento dell'accumulatóre al piombo-acido in fase 
scarica è mostrato in figura; si tratta in verità di uno schema semplificato, 
'poiché nella realtà si realizzano diversi passaggi intermedi, In fase di carica, 
i processi si invertono. 

La forza elettromotrice di un accumulatore al Pb/acido è di circa 2,4 
Volt, anche se si usa attribuirgli un «valore nominale» di 2 Volt. 

Mettendo in serie più accumulatori (il negativo del primo al positivo 
del secondo e così via) si ottiene una batteria di accumulatori. Sono comu- 
nemente in commercio batterie costituite da 6 elementi in serie, la cui 
forza elettromotrice nominale è dunque 12 Volt: sono queste in particolare 
le batterie usate nelle automobili. 

Con capacità di carica di una batteria si intende la carica in essa conte- 
nula quando è completamente carica; ia capacità dì carica sì misura in Cou- 
lomb nel sistema S.I., anche se commercial mente c d'uso indicarla in 
amperora 



\ 
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Esempio 

E.IV.6. Calcolare l'energia erogabile da una batteria dì automobile con capacità 41 
carica di 70 amperora. 

La potenza fé pari a ¥■ I; dunque l'energia t V— V- !• t. Nel caso in esame 
è V= 11 ¥;./-.<= Q = 70 Amperora = 70 x 3600 Ampere x secondi = 252 ■ 10'C. 
Dunque: 

V ■= 12 Volt ■ 70 Amperora = 840 Wattora - 0,84 Kwh 
ovvero, in Joule: 

IJ ~ il Volt ■ 252 - IO 5 C = 3,03 - 10* Joule . 



La curva caratteristica dì un accumulatore -dipende dal suo stato di 
carica. e anche dalla sua «storia» (cioè da quante volte, c coi) quali modulila 
essa è statn sotn>posla a processi di cufìca-scarica). Qualitativamente la 
caratteristica ha comunque un andamento come quello indicato in figura. 
Osserviamo Che nel disegnale tale figura, si è fetta la convenzione di assu- 
mere come senso positivo di circolazione della corrente quello proprio della 
Tase di scarica. 

Osserviamo altresì che quando dalla batteria viene erogata una cor- 
rente /„ la potenza utile W sc è quella rappresentata dal rettangolo tratteg- 
giato nel quadrante in alto della figura; mentre se la slessa corrente I„ entra 
nella hatteria in fase di ricarica, la potenza richiesta W € = /„ V c c quella rap- 
presentata nel rettangolo del quadrante in basso della figura. Poiché la 
grandez?a che si conserva Tra il processo di carica e quello di scarica è !a 
carica totale Q = ì„ ^ (dove t, è il tempo per cui la corrente /„ deve essere 
mantenuta per caricare la batteria, pari anche ni tempo per cui la corrente /„ 
può essere erogata in fase di scarica), il rapporto 



LYck, 



cui va 



rappresenta anche il rendimento energetico del pruuissocarica/scarica della 
batteria. Solu qualora la curva caratteristica fosse verticale (cioè fosse nulla 
la resistenza interna r dell 'accumulatole) e qualora tosse /= /' tale rendi- 
mento energetico sarebbe pari al 100%, cioè Taccuini] latore erogherebbe in 
fase di scarica tutta l'energia richiesta per caricarlo. È ovvio che quando tale 
rendimento è diverso dal 1U0% (lielle batterie commerciali in condizioni 
normali di lavoro esso è tipicamente compreso fra S5K> e l'energia 
mancante è andata dispersa in effetti termici. Osserviamo anche che il ren- 
dimento r) è tanto più grande quanto più piccola è la corrente utilizzata per 
la carica e la corrente erogata in fase di scarica. 

Un elettrogeneratore con grandi prospettive di impiego è la calla foto- 
vo/rorta, normalmente utilizzata per convertire in energia elettrica l'energia 
luminosa trasportata dalla radiazione solare; essa è detta infatti normal- 
mente anche cella solare. 

La più comune e la più affidabile delle celle solari è la cella al silicio, 
formata da un disco il cui spessore è una frazione di millimetro, costituito 
da due strati («wafer») di silicio cristallino opportunamente «drogati» (cioè 




Rendimento energetico del 
urocesso di tanca/scarica 



Cella fotovoltaica (o solare) 



Iella al silicio 



1 56 Cilpilitlfi qiiUTiQ 



Radiazione salare 

illuni 




0,1 0.2 0.3 o,* oa 

V, Volt | 

Cur^a caratteristica di unaUi- 
pica cella al silicio di arca 
10 x 10 cm ! \ 

carici 
t , resistivo 




curva di carica 
della batteria 
</>= 1 Kw/W ./ 



<E = 0.75 Kw/m 

= 0.5 K 
* = 0.25 Kw/r 




contenenti, in opportune percentuali, impurità di due diversi elementi chi- 
mici, ad esempio boro B e fosforo P) i due strati essendo separati da una 
interfaccia («giunzione») parallela alle facce del disco. La faccia posteriore 
del disco di silicio è metallizzata, e costituisce uno degli elettrodi del gene- 
ratore; mentre l'altro elettrodo, applicato alla faccia frontale, è costituito da 
una metallizzazione a forma di griglia in modo da essere sostanzialmente 
trasparente alla radiazione solare in arrivo. 

Quando la cella è colpita dalla radiazione solare (misurata dalla inten- 
sità <P espressa in watt/m 3 , e rappresentante l'energia per unità di tempo e 
per unità di area disposta ortogonalmente ai raggi), fra. i due elettrodi chiusi 
sul carico R si eroga una certa potenza elettrica W proporzione le alla inten- 
sità $ e dipendente dalle caratteristiche del carico. 

La curva caratteristica di questo particolare generatoti; (curva che 
dipende ovviamente dalla intensità *) ha l'andamento indicalo in figura. 
Fissata l'intensità della radiazione solare - cioè fissala In. particolare curva 
caratteristica del generatore su cui ci si trova - l'effettivo punlD di lavoro 
(ciac la coppia di valori corrente-tensione effettivamente erogata dal genera- 
tore) dipende dalla curva caratteristica del carico: come sappiamo, infatti, il 
punto di lavoro è rappresentato ria Un intersezione Ira la carati eristica del 
generatore e quella del carico. Il punto di lavoro più conveniente è quello 
che massimizza la potenza (derogata, cioc massimizza il prodotto W= IV; 
tale punto (sterro punto di massima potenza) è rappresentato dal punto P in 
grassetto sulle curve. Se ad esempio il carici) è resistivo, c se la resistenza è 
tale da intersecare il punto di massima potenza della caratteristica corri- 
spondente a 4 = 1 kw/m 1 , come si vede alle intensità solari diverse, l'inter- 
sezione P* si allontana dal punto di massima potenza l\ e la cella viene uti- 
lizzata con basso rendimento. 

Se la cella viene invece usata per caricare un accumulatore (cosa 
opportuna dal punto di vista delle applicazioni, considerato che la radia- 
zione solare è disponibile solo in alcune ore del giorno, mentre Le esigenze 
di energia elettrica possono presentarsi in tempi diversi) si ottiene una 
configurazione delle intensezionì fra caratteristica del generatole a carat 
[eristica del carico come quella mostrata nell'ultima figura: l'intersezione è 
prossimi) al punto dì massima potenza indipendentemente dalla intensità 
della radiazione solare incidente. Naturaimenlc, per adattare la tensione del 
generatore a quella della batteria Sì metterà in serie un numero opportuno 
di celle solari. 

In questa configurazione, il rendimento del sistema solare costituito da 
celle più aiwumulatore può mantenersi su valori medi complessivi dell'ur- 
dìne del 10% indipendentemente dalla intensità solare ia arrivo; in altri ter- 
1 mini, l'energia elettrica erogata dal sistema e pari al 10% circa dell'energia 
tu min osa complessiva raccolta dalle eelle esposte al sole. 



rv.8. Resistenza elettrica di strutture conduttrici ohmiche 

Abbiamo finora consideralo la resistenza di singoli conduttori ohmici 
di sezione costante. Nella pratica, j conduttori possono presentarsi in 
configurazioni più complesse; ad esempio possono aversi più conduttori 
semplici, collegati fra di loro da fili conduttori a formare sistemi più 
complessi. In questi casi, vale comunque una relazione di proporzionalità 
fra la differenza di potenziale AV applicata fra due punti A e B del 
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sistema, e la corrente I che passa fra i punii A e B stéssi; per cui si può par- 
lare di resistenza elettri™ R del sistema di conduttori fra t punti A e B, defi- 
nita come 



fi = 



r 



JIV.39] 



Il più semplice sistema di conduttori è costituito da due resistor; ohmici R, 
ed ftj collegali in serie. Poiché entrambi i resistori sono in questo caso attra- 
versati dalla slessa corrente, si ba: 

/ 

Sommando membra a membra. 

Va - ^ + 
da cui seguo, per confronto con la [1V.39]: 
resistor! in serie: 



Resistenza ai un sistema di 
«induttori 



Resistenze m serie 




-i 



R = K, + I 



LJV.40] 

Analogo risultato si ottiene quando i resistor! eollcgati in serie siano più dì 
due: I.a resistenza di una serie di più misturi e paci alla sommi delle resi- 
stente dei sfrigoli resistori. 

Un'altra configurazione semplice in cui due resistori possono essere 
collegati È il collegamento in parallelo. Nel collegamento in parallelo ai capi 
di entrambi i resistori si ha la stessa differenza di potenziale AK= V A — y s . 
Mentre fra la corrente I circolante nel parallelo, e le correnti /, e /; circo- 
lanti rispettivamente in R t ed R 2 , applicando la prima legge di Kirchholfai 
nodi N ed M, si ha la relazione: 



I Kit una serie: I 
! U = + »j+ ... + R„\ 



Resisi Lenze in parallelo 



Potremo pertanto scrivere, per ciascuna delle riue resistenze: 



[IV.4U 




Sunrmando membro a membro 



V A - Vii 

ti 



Resistori iti parallelo 



Per confronto con la [IV39], sì ricava il valore dell'inverso della resi- 

(1 / \ 
— - — -— j; 



111 R R 

resistori in parallelo: — - - + - ovvero fi -- ' ■ 2 
R R, /ti R t + Ri 



BV.42| 
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| Per un parallelo 

I T ~ "bT + ~kT 



A " 



E D 
B 



—WWV\ — — 
F E 



3r 



Analogo risultalo si ottiene quando i rcsistori collegati in parallelo sono più 
di due: 1» reskteMia di un parallelo di più resistor! è tale che il san inTereo è 
pari alla somma degli inversi delle i esistenze lei singoli resistor) . 



Esempi 

E.IV.7. Calcolare la resistenza presentala fra gli estremi A ed F del sistema di resi- 
storì mostrato in figura. 

11 ramo CD cousta di una serie di 3 resistenze uguali pari ad dunque; il 
sistema complessivo equivale al sistema seroiil ideato mojlraiD nella seconda figura. 
11 ramo «E è costituito dal parallela fra una resistenza pari ad S e una pari e 3r; 
pertanto la sua resistenza JÌ»e; vale, coerentemente eira la [1V.42]: 



Rm 



R3r 



ft+3r 

l-a resistenza totale- R Ar e ora pari alla serie di ire resistenze IR, Jt 3 £, R) 



tt it ^2R+K Bl 



2/t + 



ÌRr 




K.IVJ. Quattro resistenze pari ad K sorto caiiegate in moda da formare il quadrato 
mostrato in figura- Calcolare la resistenza Rab che it sistema presenta fra i 
pariti : A e 3, e la resistenza R A r che esso presenta fra ì punti A e C. 

La resistenza R AB ù data lai parallelo R a ÌR, dunque: 

! » fi-3fi . 3 „ : 

R<£ R . 3/T -1 * 
La resistenza" ìt^c ilata invoce dal parallelo fra 7 K e 2 Ri per cui: 



1R-2R 



2R-HS 



4B 7 
4fl 



- it 




E.1V.9. Ulilizzerida l'espressione della resistenza ili resistorl In serte, allattare la resi- 
stenza di un tvho cilindrica amageneo di raggio intèrno a e raggio esterno b, 
di lunghezza h e resistività p, al passaggio di artrciae stalla luperfim liiìn- 
ifricu iiuenia alla superfìcie ciliRdrir.a esterna. 

Consideriamo' un gusdó dlindrico iotcrnu allo spessore; dèi- tubo; sia r 
(a < r < b) il raggio di tale guscio e dr il suo spessore. La resistenza dR che 
questo guscio presenta fra la sua superfìcie interna e la sua superficie esterna è 
data, secondo la [IV20], dal momento che il guscio può essere considerato come un 
conduttore a sorkVe costante di area (2nrA) e spessore dr: 



dR = 



dr 



2nrh 



Il tubo può essere peusalo come la serie di tanti gusci di spessore di; dunque: 
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EJVpIO, Caimtùre fo resistenza al p assaggiò di wrremt radiate da pam di un gttstfo 
Sferico omogeneo di raggio interno a. raggio esterno b e resistività p, 

L'esercìzio può essere risolto analogamente all'esempio EJV,9, considerando il 
guscio sferico come serie di tanti gusci sferici concentriti di spessore elementare dr. 
Si ha; 



Un metodo più generale per il calcolo della resistenza di conduttori 
ohmici di varia forma nella cordìgli razione mostrate in figura consiste nello 
sviluppare Ih riduzione [1V.21]. 

Consideriamo dunque una certa porzione di spazio L, compresa tra 
due conduttori 1 e 2 a potenziali; rispettivo V. e V t . La configurazione del 
campo yletlrostatico fra i due conduttori è completamente detcrminata 
(teorema di unicità), indipendentemente dal materiale (purché omogeneo) 
che riempia io spazio S. 

Consideriamo ora in li una superficie chiusa S che intercetti Uitlc le 
linee di t'orza del campo clellroslalico !ì>, e calcoliamo il flusso di E, attra- 
verso & Se lo spazio H è riempito con un conduttore omogeneo di resisti- 
vità p, dalla fTV.21] si ha 



dS 



J ■ dS = pi 



[IV.43] 



ti, 



da cui infine 




avendo usato la definizione [IV.7] di densità di corrente; / rappresenta la 
corrente che fluisce fra il conduttore 1 e 2 quando questi si trovano a 
potenziale rispettivo V, e K,. 

Se lo spazio S è riempito con un dielettrico omogeneo di costante die- 
lettrica e (o eventualmente esso è vuoto, nel qual caso t = e.„\ il flusso di 
È, attraverso S è legato dal teorema di Gauss [1.24 .a] alla carica Q posseduta 
dal conduttore 1: 



fTV.441 



CR = pt 



AIO 



Confrontando la [IV.43] e la pv.44] Vediamo che a pariià di Af = — V t 
deve aversi uguaglianza fra la quantità pi (spazio S pieno di conduttore) e 

la quantità — (spazio pieno di dielettrico). D'altra parte nel primo caso si 
Af E 

ha I — — — (legge di Ohm), mentre nel secondo si ha Q = C A V (defini- 
R 

zione di capacità), per cui deve essere in definitiva: 



E&lazìone fra capacità e resi- 
stenza di una porzione di spa- 
lici compresa fra due condut- 



zìu c 
tiri 



[IV.45Ì ; 



Che rappresenta la relazione che lega la capacità C di un condensatore riem- 
pilo di dielettrico di costante e, e la resistenza che si presenta fra le due 
armature Qualora il condensatore sia riempito con materiale conduttore di 
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Condensatore riempilo con resistività p. Nel cosmi dì un condensatore reale riempito con Un dielettrico 
dielettrico in perdila non perfettamente isolante (dielettrico «in perdita»), la [JV.151 rappresenta 

la relazione fra la capacità del condensatore e la sua resistenza (diversa da 
R= ari, quale sarebbe per un dielettrico perfettamente isolante). 

Va osservato che il metodo su esposto vale solo qualora i conduttori si 
trovino in una configurazione di induzione completa e qualora tutto lo spa- 
zio £ sia riempito di materiale omogeneo; in caso contrario il calcolo della 
resistenza R richiede il computo esplicito del primo membro della IIV,43] 
dopo aver calcolato il campo E, risolvendo il problema generale della elet- 
trostatica nella particolare geometria considerata. 



Esempi!» 

E.IV-11, Verificare ehe le resistenze eJettriehe relative alle tbie L-onJìgurazicm anain- 
wie itegli ^se/uni EJV. 1 ) ed KÌV.iQ xtiav coerenti con hi []VA5j. 

La verìfica segue itumeriiataineTile ila! confroato fra le espressioni delle" resi- 
stenze calcolate negli esempi F..IV.V ed E.IV.Ifl, e le espressioni delle rispettive 
capacita calcolate negli esempì RTT.R ed tì.11.7. 



IV.9. Circuiti in corrente continua 

Abbiamo finora considerato la resistenza elettrica di strutture condut- 
trici semplici e di loro collegamenti elementari {in serie o in parallelo}. 1 
circuiti elettrici, in regime di correnti stazionarie (o «continue») cui stiamo 
per ora limitando la nostra attenzione, comprendano però oltre a resistori 
anche generatori di forza elettrtimotrice (f.e.m.) variamente collegati fra di 
loro. 

Sviluppiamo in questo paragrafo un minimo di teoria di tali circuili, 
lasciando a eorsi specialistici il compilo di approfondire la trattazione. Una 
prima legge importante, da noi già acquisita, è la legge di KirchhoB'[IV,17], 
conseguenza dcilV.fi unzione di continuità J1V.12J (Ovvero della conserva- 
zione della carica elettrica) nel caso stazionario. 

Procediamo ora a sviluppare alcune ulteriori leggi dei circuiti in conti- 
nua derivale Usila conservazione della carica e dell'energia. Abbiamo visto 
che la lc^e_^Ohrn^,n ferita ad un singolo conduttore di resistenza R, si 
esprime con la relazione" = /- R. Questa legge può essere immediata- 
mente generalizzata al caso in cui fra gli estremi A e B siano collegati in 
serie vari elementi di circuito (resistori e generatori di fc.m.) con la condi- 
zione che nel circuito circoli un'unica corrente /. in condizioni stazionarie, 
questa condizione è verificata se, lungo tutta la sequenza di elementi circui- 
tali considerati tra i punti A e B, non ci sia alcun nodo (cioè alcun punto di 
confluenza di conduttori nel quale varie correnti possano entrare e/o 
uscire) né alcun altro contatto localizzato o distribuito con l'ambiente circo- 
stante capace di disperdere o dì immettere corrente elettrica. Un elemento 
di circuito come quello ora descritto si dice ramo 

Per scrivere l'equazione de! ramo si fìssa arbitrariamente un verso posi- 
tivo dì circolazione ne! ramo (per esempio da A a B) e si considera l'anda- 
mento lungo il ramo della differenza di potenziale V. Tale andamento può 
essere rappresentato come una sequenza di tratti lineari, come quella mo- 
strata in figli fa. II. passaggio da un capo all'altro di una resistenza R, implica 



Pi iiniL legge di KirclihofTo leg- 
ge ilei tiiitìi 



Ij.gge di Ohm generalizzata 



a . . . e ■ ° . .. 1 L L ^ f i e, _ ^ t e 



Ramo tri circuito 
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una caduta di potenziale pari a) prodotto / • R t della corrente per la resi- 
stenza; ed il passaggio da un morsetto all'altro di un generatore di f.e.m. 
implica un salto pari alla f.e.m., positivo o negativo a seconda che la f.e.m., 
da sola, tenda a far passare corrente concordemente o discordemente al 
verso scelto come positivo nel ramo. Per conseguenza, il potenziale nel 
punto B si ottiene a partire dal potenziale nel punto A sommando algebri- 
camente ad esso i contributi dei vari elementi del ramo: 

V, = V A - IR, + /,- IR, - IR, -fi - IR. 

Questa relazione, detta lejxc di Ohm generalizzata:, viene normalmente 
scrilta nella seguente forma: 




Ramo A ->■ H'. 



ALO BMtfO 



1IV.46] 



Ovviamente, Ira le resistenze vanno prese in considerazione anche le resi- 
stenze interne dei generatori. Poiché / è costante su tutta la maglia, il 
secondo membro della JTV.46] può essere scritto anche come IR, dove 
R = EJt, è la resistenza totale del ramo. 

Un insieme di rami, che formino nel loro insieme una linea chiusa in 
un circuito complesso, costituisce una maglia del circuito. In generale, in 
una maglia ogni ramo è caratterizzato da una sua corrente diversa, perché 
agli estremi dì ogni ramo si ha un nodo in cui possono confluire altri rami 
non appartenenti alla maglia. 

Per scrivete l'equazione della maglia, basta fissare in essa un verso 
positivo dì percorrenza e scrivere la legge di Ohm generalizzala per ogni 
ramo: 



A - 


B 


Va- 


AB 


Ras 


B - 


C 


v s - 


r c + Zf, = ite 

3C 


Riti: 


C- 


D 


y c - 


CD 


Ras 


D - 


A 


Vb- 


Va + lf< = hA 


Rea 



Analisi dei circuiti: maglie 




Sommando m.a.m, 0 + Y,fi ~ S'ift 
Mi- 
dove con I, indichiamo la corrente circolante in ciascun ramo della maglia, 
e con R, la somma delle resistenze presentì nel ramo stessa. 
La relazione, valida per una maglia, 



[IV.47] 



Seconda legge di Ki retiti off per 
le maglie 



prende il nome di seconda legge di Kirchhoff 



E se rapi 



E.1V.1Z. Calcolare la differenza tlì potenziate ai capì della resistenza di carico R nel 
circuito rappresentato in figura, in cui la corrente f circola per effetto dei 
generatore dì f-e.m. / e resistenza intema r. 

Questo circuito semplice, già analizzato precedentemente, può essere Tisto 
come una maglia priva di nodi, in cut circola una sola corrente /, La seconda legge 
il Kìrchhoir è durile espressa dalla relazione: 



£/•-/- l'.R. - Ir* Hrl-R) 



da cui*. 



dunque: 



f M- fi) 



Ossema«!^;che.là.iy f n. A.f.= Va~Ys ai. morsetti A e B del generatore, <|UHtido 
circoli corrente nel dfeuito è minore di /a causi detta caduta di potenziale ai capi 
della resistenza interri» r. Sì ha Y t - Y B = / solo a circuito aperto, còme già ave- 
vamo visto nel; par, .[V.6. " 



EJV.13. Nelli applicazioni capita spesso ette si disponga dì vn generatore dlf.e.m. f, 
e che serva avere una differenza di potenziale < f al capì\.di un cèrto 
cartai Ji. (in modo per ottenére questo risultato consiste net costruire usa 
maglia resistiva contenente la f.e.m.f e il carico.R, dimensionata in mòdo 
che al capi di R si abbia la differenza di potenziale iF desiderata. 
Dota' ltt-ìnq$Jip disegnala in figura, esprimere [potenziali Vi..Vs,. Vc in. cui 
là ~i:&ti r ~fi piti pétissrsi ripartita. " '■' ' " ..V 

L'equazione della jiuigria è; jj.fi' 2 I: ^ : . 

/W.y ■. R,* H- l R-,ì ■-. ' 



da- cui. 



r+ R, + «; •! Sj . 

Le cadute dì potenziale al copi delle varie resistenze del partitore sono; 



Mediante ojporUina aetita delle resistetti! è possibile avere i punti .A, fl, C 1 
potenzitili fbsì' adE Valore/ (tetìderato. 
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E.tY.14. t"" 1 faglia è costituita da ti gineratori tutti usuati, clataina dlfe.m.fe 
resistenza interna r. coiiegati in se/te con verso concorde dette f.e.m. Calco- 
lare ta d.d,p, fra due connessioni A. e E qualunque tra generatori. 

Supponiamo the fra A e B vi siano n < N ^eoeraiorì. Trattandosi di una 
maglia semplice, si ha una sola corrente / in tutto i] circuito, che può essere calco- 
lata usando la seconda legge di KirchttofT, eq. [IV.47]: 



da tiij 



Nr r . 



Laid.d.p: fra 1 punii A e S si calcola applicando la legge di Ohm genera lizzata, cq. 
ITVJSJ, al ramo •!» 




da cui segue: 



Oiciàrvianick che la wttientfì cine circola nel rantù^è Itt stccsa che si avrebbe chiu- 
deiidu on. unico generatore in corto circuito su se stesso. 



L'analisi dei circuiti costituisce oggetto di trattazioni specialistiche, c Analisi dei circuiti: reti 
non verrà qui svolta in termini sistematici e approfondili. Ci limiteremo ad 
illustrare, con qualche esempio, un metodo di soluzione delle reti, cioè di 
strutture di maglie aventi in comune rami e nodi. Risolvere una rete signi- 
fica, per esempio, calcolare le correnti che circolano nei vari rami una volta 
nota la con figurazione topologica della rete e le caratteristici] e degli eie- 
menti passivi (resislori) e attivi (generatori di f.c.m.) presenti nei vari rami; 
ovvero calcolare le f.e.m. dei generatori necessarie per ottenere una certa 
configuratone delle correnti; ecc. 

Come esempio tratteremo il metodo della aliatisi per maglie', questo Metodo d*ìll« correnti di ma- 
tipo di analisi, basato - come del reslo uyui altro sulle leggi dì KirchhoH, Elia 
procede attraverso i seguenti passi: 

a) si individua un certo numera di percorsi chiusi (maglie; realizzati con i 
rami della rete, eoo le seguenti condizioni: 

— che ogni ramo risulti presente in almeno una delle maglie scelte 

- che le maglie scelte siano tali che le rispettive equazioni siano indi- 
pendenti. Un modo per scegliere maglie indipendenti consiste nel- 
rassicurarsi che ciascuna maglia abbia almeno un ramo che non fac- 
cia parte delle maglie scelte precedentemente. Si dimostra, nella teo- 
rìa dei circuiti, che il numera di maglie indipendenti di una rete e 
legato al numero di rami e di nodi dalla relazione: 

Maglie indipendenti = Rami — Nodi + 1 

b) si assegna * un verso positivo convenzionale ad ogni maglia 
e) si applicano le leggi di Kirchhoff delie maglie e dei nodi 

d) si ricavano le correnti (una per maglia) e quindi (equazione dei nodi) le 
correnti per ciascun ramo. Se la corrente di maglia risulta negativa signi- 
[ìca che il suo verso effettivo è opposto a quello arbitrariamente scelto 
come positivo. 
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Esempi 

EJV.15. r4ei circùito di figurai due generatori di fe.m. rispettivamente ft ed/2 e resi- 
stenze interne rj ed ri sono collegati in parallelo concordemente (poli omo- 
nimi collegati) in . modo da alimentare una resistenza dì carico R r Ricavare 
l'espressione della. d.d.p. ai capi A e B del carico. 

R Applicando il metodo delle maglie alle màglie (1) e (2) indicale id.ligura eoa i 
rispettivi veni positivi, sii ottengono !e seguenti due equazioni indipendenti 
(numero di equazioni indipendenti - Rami — Nodi + I ^ 3 2 ± 1 =i 2): 

1' maglia: " , : /, ^- li?* (': ~ /1) r? 

dove la corrente per ^ è oiicnula applicando l'equazione dti :«odi al uodij li 
2' maglia: '■ !)'.-.-■ l,R + (f. !,) r, • ; "' V:"/ 

notare che il versò canveoripntile positivo dalla corrente in r, è oippòsto ! nelli 
maglia (I j e nella -maglia (2). . ... . . . 

I,e equazioni delle maglie -formano un sistema lineare neIJ&Hncògnite li..$ T2 

U (n ) « /i Jx. 

Il ri t h (X + rù - fi 

Essendo 1 richiesto il calcolo dì Va - Va = hR> basta ricavare fj, che applicando la 
regola di'Krsnner rUulla: 



Generatori identici in paral- 
lelo 



ri+n .k-fx\ 

fi I . hn+fm 



• r. -r 2 I r, r 2 ■«• r,S + r t tX 
•1 K-r'ìl 



Dunque 



Caso partìcàlà^/Mihié ^cnojaLori .in parallelo serio ?fra di lànci libali, . pur «ai 
fi ^-.h & . r i..^^ l'esprcRstóTje. .per . i 2 diviene: .. , ■ ]'■ \- 



'. \ 2/r ; 2£ !__ 

li parallelo dei -doc* generatori -equivale a- un unico geji&faiore. di ua*^ forza élettro- 
motr\cej r^gtehÈa interna , pari a r/2. Più : in generale, disponendo n generatori 
ideotid ftj di i» paràijeio, si ottiene un sistema equivalente a un : ubico genera- 
tore di fòlla elettromotrice pari a quella dì ciascun generatore, e resistenti interna 
ji volte più piccola^ ' ■ 



R.IV.16. Hello rete mostrata ih figura, calcolare le córrenti circolanti ir) S^t R c e <? 
R f , essendo note lef.*.m. f, td fi e le resistenze presenti nella rttt (la resi- 
stenza interna dei generatori è supposta essere trascurabili), 

TI numerò. dj'rnagJié indipendenti è: 



Rami - Nodi + i = 6-4'+ j = 3 
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Sfolte le maglie come in figura, le ris|>eLLìv+± equu/ji>nì huw 

0) 
(2) 
(3) 



0 = I 2 R C + (/, - /)) R D + (lì - /,) R e 

fs = /)J?e+tfj-'i>il|> 



da cui il sistema; 

'ARa + Rb)~ IiRb . = A~A 

- + J,ì (fio + Re) - A 

La corrente /j che passa in fl,< è data da - - 



h-h 
... » 
. . A. . 



^Rb 
Rh + Ru+Rd 
-R» - 



<3 . 



Ra+ Re 

0 ■ 



-Ss 



e analogamente per Je correnti I 2 c h che possano 



0 

- fin 
Fa + Re 

rispettivamente in ft c ed R E . 




Come conseguenza della linearità delle leggi di Kircbhoff [IV. 17] e 
[TV,47], e considerato che una rete comunque complessa può essere risolta 
applicando tali leggi alle sue maglie indipendenti, si ha eie le correnti sono 
funzioni lineari delle f.e.m. Questa proprietà può essere espressa nella forma 

di teorema di suvrapposizione: la corrente che passa in un ramo di una rete Teorema di sovrapposizione 
pvò essere espressa come sdtnma dalle correnti che circolerebbero se ogni 
f.e.m. operasse singolarmente. 



Nel par. fV.8 abbiamo visto che un sistema di resistenze in serie o in 
parallelo può essere sostituito da un'unica «resistenza equivalente», rispet- 
tivamente uguale alla somma delle resistenze, o tale che il sino inverso sia 
pari alla somma degli inversi delle resistenze, 

Il concetto di circuito equivaleste può essere generalizzato al caso di 
una qualunque rete lineare comprendente generatori di f.e.m. c resisiori. 
Data una rete, e considerati due su ai punti qualunque A e B, supponiamo 
che a tali punti venga collegato un circuito esterno: dal punto di vista degli 
effetti prodotti sul circuito estemo, la rete considerata può essere sostituita 
(materialmente, o nei modelli di calcolo) con un circuito semplice rappre- 
sentato da un unico generatore di forza elettromotrice A opportuna, e di 
opportuna resistenza interna r E . 

Al riguardo di tale equivalenza, ci limitiamo qui ad enunciare il fonda- 
mentale teorema di Thevenin che, oltre a stabilire l'equivalenza, consente di 
calcolare la forza elettromotrice f E e la resistenza interna re del generatore 
equivalente. Tale teorema si enuncia come segue: 

Data una rete comunque complessa di resistenze e generatoli e due 
putiti A e B della rete (morsetti), dal punto di vista di una «rete utenza» da 
applicarsi fra A e B, la rete data equivale a un unico generatore <ti fòrza 
elettromotrice A pari alla d.d.p. che si misura fra A e B quando la «rete 



Circuito «quivHlenlu di 
re Le 




equivalente a 




Teorema dì Thevenin 



\66 Capitoli! quarta 



utenza » viene slaccata, e di resistenza interna r £ pari «Ila resistema che si 
misiiraTrsTU e B quando ogni generatore venga rimpiazzato da un resistere 
di resistenza pari alla sua resistenza intema. 

È interessante Dotare che i parametri equivalenti / E ed r E si prestano ad 
essere misurati dall'esterno dei morsetti A e B. La f.e.m. h si misura con 
un voltmetro (ad alla resistenza interna equivalente al distacco della «rete 
utenza») piazzato tra A e B, mentre la resistenza r E si ricava misurando con 
un amperometro posto tra A e B la corrente «di cono circuito» h- tra A e B 
(caso di rete utenza a resistenza trascurabile) ed applicando la relazione 



_L. 



Esempi 

E.TV.17. Détefmwurì iajvrja f lsrWrtvtritx A * >" resiste^ interna rjM gcneru- 
: iute equivalente .ai circuirà mostrato in* figura-' - ^ ■ - ■ 

Il ralcòlu dfella diftcrcn/a i: potenziale Yj— f"i presente fr»^ e &a fccireinio 
aperto» (cioè ibrido fra A-_$ 3 non è connewm alcun caricò) è fdà stato eilèttuaiu 
nell'oscmjiio R^IV. 15, per ^cui abbiamo: 



-o B 



+ r^R-r riti 



-o A Per il calcolò di rs, basta sostituirà al generatori la loto resistenza Infama; il cir- 
cuito diviene così quello mostrato in figuta. La lesìstehza r £ b dunque data dal 
parallelo di ,r w r z ed R, pet cui: 



l'i* 



f] ■+- /j R + rjR 



K.lV.tS. Usa vpiia rido/m -une relè al .iun tìreuito eauivalenre. rteirrmaurn il vgtQrt 
di* ■ ilèn -àvire li carico resistititi R perché sia tritissima lùji«rè>{iasu tfiiestù 
iiifsìjiiita, , . . . ' ' 



Condizioni di massima poten- 
zi trasferita al carico 



UpoLenza iV - Ì 3 S è nulla sia R - 0 che ;:et '? ••»<)): e damme 

tra qttésti diie Valor* estremi deve aTersi un valore per cui 1^%- niassima: Poiché 



■ ti ha: 



rViRl - fi 



Derivando rispetto; a R ed Uguagliando a zero si ha 

_ ,,/ I. JJi i _ ,i 0 

: . y S \ (r £ -t K)* T^TsF/ J£ IrJTW 



Dunque ■ 



dR 



(ì per R — r E . Per questo valore di R si ha dunque il massimo 



valete di iche vale 



4r £ 



I 

per R = fjr" 



Osseiviaoio che ini queste condizioni metà della potenzi! erogata dal generatore ai 
dissipa nel cirico K. c Jjielà si dissipa nella resistenza : intema del generatore. Il 
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generatore viene dunque impiegato con un rendimento tj pari al 50% in eHertì, con 
rendimento si intende il rapporto fra la potenza >f dissipala nel carico, e la potenza 
W T totale erogala dal generatore. Notiamo che, poiché il carico e la resistenza 
in tema r E sono attraversati dalla stessa corrente /, si ha 

W 1*8 8 - 1 

11 " W T ~ !*(!>+ R + tg " j + 



Dunque il massimo rendimento 1) eì ila per 0> cioè, fissato r^ ^ 0, si 

ha per # <=. All'estremo opposto (R — 0), tettala potenza erogata dal genera- 
tore si dissipa nel generatore scasso, ti inoltre immediato verificare che per R = 0, 
ai ha il valore massimo di W 7 (W r = fj/r^.]l '- "-. "" 



ÌV,10. Cfiirkjte Sfit conduttori percorsi da. corrente 

Come abbiamo visto; nel caso statico (caratterizzato dal ialiti die le 
medie macroscopiche delle grandezze clcttricbc'siano indipendenti dal tem- 
po e che non si abbiano migrazioni macroscopiche di cariche) le grandezze 
elettriche in un conduttore metallico godono delle seguenti proprietà: 

- il campo elettrico É [1K7 > iaternamerite al conduttore è nullo; 

- il volume del conduttore, e la superficie che lo delimita, sono equipoten- 
ziali; 

- in vicinanza del conduttore, esternamente ad esso, il campo elettrico è 
ortogonale alla superficie del conduttore; 

- le cariche elettriche sono distribuite in superficie. 

Nel caso in cui il conduttore sia percorso da corrente stazionaria, le 
grandezze elettriche (campo elettrico, potenziale, densità di carica, ecc.) 
sono ancora Indipendenti da) tempo. Tuttavia si ha ora una migrazione di 
cariche: le cariche microscopiche, che pur muovendosi velocemente a eausa 
della agitazione termica avevano nel caso statico valor medio vettoriale 
della velocità nullo, hanno nel caso di corrente stazionaria velocità media 
(velocità di deriva) diversa da zero, anche se piccola in modulo rispello al 
valor quadratico medio della velocità termica. Si ha per conseguenza 
£(int] .f. o (yedr eq. [IV.21J), e dunque anche potenziale non uniforme; 
inoltre il campo elettrico non e più ortogonale alla superfìcie del condut- 
tore, non essendo più essa equipoteniiale. 

Vogliamo ora analizzare in maggior dettaglio la configurazione delle 
grandezze elettriche ih un conduttore percorso da corrente stazionaria. 
Essendo i simboli peo impegnali ad indicare rispettivamente resistività e 
conducibilità elettrica, indichiamo la densità di carica voi umica e superfi- 
ciale rispettivamente con p t e con o c . 

È fàcile verificare innanzi tutto che anche in condizioni di corrente sta- 
zionaria le cariche si dispongono in superficie, cioè la densità di carica volu- 
mica p r è nulla come nel caso statico. 

Usando infatti la prima equazione di Maxwell [1.36] e la relazione 
[JV.21] Tra campo elettrico e densità di corrente J, abbiamo per la densità di 
carica p f internamente al conduttore: 



Anche nel case di corrente 
stazionaria la densità volumica 
di carica in un conduttore è 
nulla. 



LIV.48| 
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Ma usando l'equazione di continuità JIV.13] nel caso stazionario (V • / = 0), 
la [IV.4fi] comporta che sia 

P c = 0 HV.49] 

Osserviamo che affinché valga la [IV.48] è necessario che si abbia a che fare 
coti un conduttore ohmico omogeneo (p = cost), e solo in questo caso in 
condizioni stazionarie vale la [IV. 4-9]. Iti effetti, qualora il conduttore pre- 
senti, ad esempio, una giunzione fra materiali diversi, in corrispondenza di 
questa si possono avere degli addensameli Li di carica. Va osservato inoltre 
che il fatto che la densità di carica p ; sia nulla internamente al conduttore 
non implica che la corrente si localizzi sulla superficie. La corrente è infatti 
presente internamente al conduttore (dove è É al ™ > =f 0) e causa dei mulo 
di deriva dei portatori (in generale elettroni) in urta situazione in cui il 
bilancio netto delle cariche negative o positive può essere nullo; e tale è in 
effetti, come la [1V.49] moslra, internamente a un conduttore ohmico omo- 
geneo. In generale, in un conduttore metallico non si hanno nemmeno 
effetti di polarizzazione elettrica (/*= 0), per cui è t, — 1 (e dunque e = tj; 
tuttavia in alcuni conduttori aon metallici (ad esempio in soluzioni, in par- 
ticolare acquose) si può avere un effetto anche intenso di polarizzazione, 
per cui nella ll\'M] abbiamo preferito riferirci alla situazione più generale 
in cui la costante dielettrica e non è necessariamente quella del vuoto e,. 



Esempio 

E.IV.I9. Supponiamo che all'istante r = 0 internamente ad un conduttore sì abbia 
una densità di carica volumlca p 0 ^ ft A partire da quell'istante, la condi- 
zioni al contorno vengono i bloccate» s un valore costante (indipendente dal 
tempo). Dopo quanto tempo il conduttore raggiunge la condizione di stazio- 
narietà in cui f>, ~ 0? 

Furtìomà dalla IIV.4S), che ha validità generalo in un conduttore òhmico omo- 
geneo. ;ruttavia, finche non si e raggiunta là situazione dì slttóiotiarieia, l'equazione 

(h : cimUniiiià(ioi). si scrivi; V • J - 0 becsi V • / «. - (etj, j IV. 12]); Questa rela- 

rJonc, introdotto noli» UY4JI} n !i>rms:c 

:■■ '■.:;]■, •>«-'£ .. ''}.■.'■ ■■■■Z":Z. 

che, integrata per separazione di varfabjìi, divtenet : 
UrteÀflO-PiWj,»)'"'" ram-T=-p«: 

Tipicamente, in un metallo è p ^ Ù • m; inoltra e = = IO -11 F/m, per cui 
Tempo di rilassamento t = pt = IO™ 1 ' sec (tempori rilassamento). Come si vede, là situazione staziona- 

ria in cui p,j — 0 viene raggiunta in tempi estremamente brevi, inferiori al perìodo 
proprio degli elettroni negli atomi (thfr i nell'ordine di I0~' ! sec). 



I Dunque, internamente a un conduttore omogeneo percorso da corrente stazio- 
naria, essendo nulla ta densità di carica pe, la distribuzione delle cariche e descritta 
solo dalla densità superficiale o t , 
lo linea di principio, il calcolo della configurazione (indipendente dal Lempo) 
assunta dalla densità dì carica a, su un conduttore ohmico percorso da conente sta- 
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zionarìa - nonché dal campo elettrico presente internamente ed esternamente al 
conduttore - può essere effettuato in base a considerazioni del tipo di quelle 
esposte qui nel seguita 

Per semplicità, consideriamo un conduttore omogeneo filiforme, anche se non 
necessariamente rettilineo, né di selione costarne. 

Assegnata la differenza di potenziale A t'applicata agli estremi A e B del con- 
duttore e la sua resistenza totale fi, si determina tramite la leggi di Ohm la cor- 
rente che in esso circola (/= à¥iR). Internamente al conduttore, la densità di cor- 
rente J ha direzione longitudinale; in altri termini è nulli la componente /„ delta 
densità di corrente normalmente alla superficie del conduttore. Questa conclusione 
deriva da un ragionamento analogo a quello da noi svolto per ricavare la [111.31). 
Considerata infarti la superficie 2 che delimita un conduttore percorso da corrente 
sta/.ionarja, prendiamo un cilindretto confasse iiriogimile ad essa c altezza infinite- 
sima, come in figura. Dalla condizione V - J--^ 0, segne che il flusso si j uscente di 
tale cilindretto è oullo; ma csscnclu trascurabile il Cusso uscente dalla superficie 
laterale (infinitesima di ordine superiore), ciò cornista che la compr/nente J n óiJ 
normalmente alla superfìcie si conserva. Ma se il conduttore è Lrnmcrsu in un 
mwci isolante, esternamente è 0 e dunque in particolare J n = 0; da cui segue 
the anche internamente al conduttore è J c — D. 

Es$endu J tangenziale al filo^cd essendo la corrente / la stessa lungo tutto il 
conduttore, la densità di corrente J ha punto per punto lungo il filo modulo inversa- 
mente proporzionale alla sezione S del filo stesso (vedi eq. )1V.7J); cioè 



[IV. 50] 



dove i è jl versore Ungente alla direzione del Ilio conduttore. Una volta nota 
tramite la llV h >0] La densità di corrente Jin ogni punto del condutture, possiamo 
calcolare tramite la |lV r 21] il campo elettrico E tlKl} presente internamente al 
conduttore 



? J = 



ì 



li 

otT 



[IV.5H 



11 campo elettrico è diretto tangenzialmente al Filo, e il suo moJulo è inversamente 
proporzionale aIEh segone del filo stc$9o_ 

Ossetviamo che in amenza di conduttore, il Campo elettrico rifili a poHi/ione 
uuuupHLa UhJ filo sarebbe determinato unicamente dai potenzili Y A e V$ degli elei- 
(rodi impilali agii cEtremi: ud esempio, nella geometria degli elettrodi indit-btn io 
figura, le linci di fòrza del campo delinca avrebbero una configurazione de) tipo 
mostrato celili figura stessa. 

La presenza fra A e B del filo conduttore percorso da corrente impone al 
campo di Ht^uirc, come direzione, il percorso del filo stesso; e di avare modulo 
dato dalla llV^l] (ad eaempio modulo costante, se [1 filo ha seziono cosUtnte). 
Questa « distorsione» del campo elettrico e determinata ciatla densità di carica <t t 
(che sovrappone il suo effetto a quello dejgjj elettrodi A e B\ In base a questa con- 
dizione, in Imea di principio è possibile calcolare la configurazione^ assunta dalla 
derisila di carica, benché il calcolo sia nella pratica assai complesso sèlvo che nelle 
geometrie più semplici. Se la forma del circuito è regolare, la distribuzione delle 
cariche di superficie presenta, qualitativamente, un addensameato di cariche posi- 
tive: nel conduttore in vicinannza dell'elettrodo positivo del generatore, t> un adden- 
samento di cariche negative in vicinanza dell'elettrodo negativo. 

Quanto ai campo elettrico È iGST> presente esternamente al conduttore, una 
volta determinata la dentili di carica a c esso può essere calcolato coi metodi che 
abbiamo esposto nei capitoli dedicati alFeleltrosEatìca. In particolare, in vicinanza 
del conduttore la componente del campo elettrico tangenziale alla superficie è pari 
al valore che il campo elettrico ha internamente al cunduLlore {vedi eq. [11.2]); 




In condizioni stazionarie h 
componente dì in ormai mente 
ii Uà. superficie di separazione 
fra un conduttore e un isolarti 
è nulla 




menile la componente normale alla superficie è legata alla densità di carica o, dal 
teorema di Coulomb (eq. [lt.5]). 



rfESTl _ _2i_ 



UV.il] 



Esempi 

£.iyjd v Cfit coftiffiimnf «Wq> cinogenee, di condacibii'tà a, é percorso da corrente 

Mre, !f «ffl/>» «fuMm^WriiM'in màtffi Sii ./órmtat ù/f afiipfo ib àòrctà dtre- 
' " ztofl? ìtpt/cofetuifo™- Ricalare l'espressione delia densità superficiale o t pr$* 
sente stilla - superfìcie dei- condutture >(« vicinanza del punto- à/mitleràto. 

Dalla swcgnda delle 1V.52J il ha; 



o■ r =^^J Em .«t.£ t,sm sill8..'■ 

e dalla prima delle stesse equazioni: 

n; kSV - _ f *n cos0 - 

Sostituendo ne! Sa prima di queste relazioni il valore di E" 3 " 1 ricavalo dalla' 
seconda, si ha 



In generale .o; e 9 variano di punto a punto [unno il conduttore. 

E.1V31, Otte ufódii coiidttaort aferttì la ntt-sso Simone e resistività p, e-pp rispettiva- 
■■ menti!; siittù pesti tt contatto lurtfo, ma sedotte rètta S. Se- il filo ;i- percorso 
. . .. ... (fa brwn(c l, nella, sezione dì conlatto S si accanala càrica .elett'eicn.toit 

densità .supiificiale _ 0^ Esprìmere <s e <t> funzione Ji S; I, p ; e fc. 

É questo un caso di' conduttore non omogeneo, io cui può dunque, presentarsi 
tina densità di carica diversa da zero internamente ai conduttore stesso;, ciò accade 
appunto sulla sezione S dove la disomogeneità è concentrata. 

Poiché' la sezione del conduttore è costante, in ogni sua sezióne si ba la stessa 
densità di córrente [TV,50]; é dunque nei due materiali il campo elettrico vale 
rispettivamente^ secondo l'eq. [TV T 51]: 

/ / . 

£1 = Pi ~g- Et = pi- 

ai k diretto secondò l'asse del conduttore cilindrico. Considerato un tratto del con- 
duttore ebe contenga al suo interno la superficie ili separazione S, il flusso del 
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campò elettrico uscente da tale volume vale evidentemente $ (E) = {Ei — Ei) S; c 
tenuto CÓn<o delle espressioni sopra ricavate per E t ed ^ si ha <t (E) = fpj — pi) 1- 

D'altra parte, per il teorema di Gauss tale flusso deve essere pari a -2-, dove 

Q =■ a c S s la carica contenuta nel volume considerato. Dunque in definitiva: 

o t S ~ e*(£) = e [pi- pi) / 

da cui 



Q = o c S 



jfe- pì) / 
s 



IV. 11. CcndMiìonc elettrica nei liquidi 



Si ha conducibilità delinca diversa da zero in un liquido se in esso 
scino presenti degli ioni. Liquidi come gli oli, o la paraffina, non presentano 
alcuna dissociazione ionica, e sono degli ottimi isolanti. 

L'acqua distillata presenta una debole conducibilità; un fi piccola fra- 
zione delle molecole si dissocia infatti in una coppia di ioni H + e OH"; e 
sono questi ioni che, muovendosi per effetto di un eventuale campo elet- 
trico applicalo dall'esterno, determinano ud passaggio di corrente elettrica. 
Come noto, le concentrazioni molari di ioni H* e OH" in acqua distillata, 
espresse in numero di moli per litro, sono pari a 10~ : moli/litro. Tenuto 
conto che il numero di ioni per mole è espresso dai numero di Avogadro 
ff— 6,023 10 J5 , si calcola facilmente che ogni centimetro cubo di acqua 
distillata contiene circa 6 ■ IO 13 ioni positivi e altrettanti ioni negativi, 
contro t ~ IO 35 elettroni di conduzione presenti in un cm J di rame. L'acqua 
distillata presenta una resistività elettrica di circa 2,2 • 10' fi ■ m, che è circa 
1,4 ■ I0 U volte più elevata rispetto a quella dei- rame. Questo elevato rap- 
porto è dovuto, oltre che alla diversa concentrazione dei portatori, anche 
alla loro diversa mobilità {definita come velocità di deriva per unità di 
campo elei dico applicato); a pariti di campo elettrico applicato, gli elettroni 
nel rame hanno una velocità di deriva che é maggiore di alcune migliaia di 
volte rispetto a quella degli ioni H in acqua. 

Osserviamo che (come abbiamo vi sto nell 'esempio E.1V.1) fissata, la 



temperatura T, ia velocità media 



è ipviiisaTTìente proporzio- 



nale alla radice quadrata della massa della particella che si considera; dun- 
que gii ioni, la cui massa è alcune migliaia di volte più grande rispetto alla 
massa degli elettroni, hanno una velocità, di agitazione termica che è circa 
due ordini di grandezza più pìccolà - a parila di temperatura - rispetto a 
quella degli elettroni. Tuttavia, in virtù della loro minore mobilità, resta 
comunque verificata anche per gli ioni disciolti iti un liquido la condizione 
che la loro velocità di deriva \ 4 è molto minore della loro velocità quadra- 
tica media termica v r . 

Se nell'acqua distillata viene disciolta una sostanza organica (ad esem- 
pio zucchero), caratterizzata da un legame molecolare omeopolare, la con- 
ducibilità non è apprezzabilmente modificata. Se invece si porta in solu- 
zione acquosa un acido o una base o i relativi sali (sostanze, dette anche 
elettrolita le cui molecole sono caratterizzate da legami eteropolari), la con- 
ducibilità dell'acqua aumenta notevolmente. 
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In effetti, nel processo di soluzione dì un sale sì verificano alcuni feno- 
meni che possono essere casi schematizzati: 

a) il sale si scioglie attraverso un processo endotermico, che cioè 
assorbe calore. Il calore assorbito risulta essere pari alla somma del calore 
latente di fusione e del calore latente di evaporatone. Il processo di solu- 
zione può essere dunque assimilato alla liquefazione del sale e alla sua suc- 
cessiva gassificazione. Esso si arresta quando la concentrazione dì soluto 
raggiunge un valore caratteristico (dipendente dal solvente e dal sale, 
oltreché (Mia temperatura): la soluzione è allora satura- 
ti) Per effetto della costante dielettrica del solvente, ì legami etéropo- 
lari che uniscono gli ioni a formare la molecola si allentano. Questo feno- 
meno 6 tanto più pronunciato quanto più grande è la costante dielettrica 
relativa del solvente (ad esempio, in acqua c e, BO; in alcool etilico è 
t. r = 26). Per conseguenza, negli urti dovuti alla agitazione termica, può 
avvenire che le molecole di sale si scindano negli ioni cosiilucnti, A 
regime, se la soluzione è mollo diluita, praticamente tutte le molecole si 
scindono; a concentrazioni più elevate, il processo di scissione va in compe- 
tizione con un processo di rìcom binazione di ioni che casualmente si incon- 
trino, finché si raggiunge una situazione di equilibrio in cui una certa fra- 
zione (sia a tale frazione) di molecole è scissa in ioni. La condizione di 
equilìbrio chimico-fisico di questa reazione reversibile è descritta dalla legge 
di azione di massa (da noi introdotta nel par. V.5 di termodinamica). 

In base a questa semplice descrizione fenomenologica, ci aspettiamo 
che il soluto disciolto nel solvente si comporti come un gas contenuto nel 
volume occupalo dal solvente, e avente un numero N di molecole pari a: 



JV = nN(l -a) + 2/iNa = nN(l + a) 



[IV.53] 



dove k è il numero di moli di sale in soluzione, N è il numero di Avogadro 
e a e la frazione di molecole di soluto che si sono dissociate. 

Questo modello, formalizzato da Vari t'Hoff e ben verificalo sperimen- 
talmente, prevede in particolare che la soluzione sia caratterizzata ria una 
sua pressione (pres/tinne otmotka) proporzionale - a parità di volume di sol- 
vente - al numero dì particelle [IV.53] del soluto, e avente una dipendenza 
dal volume e dalla, temperatura descritta dalla equazione di stalo dei gas. 

La pressione osmotica può essere misurata mediante il semplice dispo- 
sitivo mostrato in figura. Nel tubo a U, i due bracci sono divisi dal setto 
poroso S che può essere attraversato dalie molecole del solvente, ma non 
da quelle del soluto né dai relativi ioni. La pressione osmotica «pompa» 
allora molecole del solvente dal braccio A (contenente soluzione) al braccio 
B (contenente solvente puro), fino a che la pressione idrostatica dovuta al 
dislivello ift non equilibra la pressione osmotica. Misurando il dislivello 
A/j, può dunque essere misurata la pressione osmotica; e poiché nel 
modello di Van t'Hoff tale pressione è proporzionale al numero N di parti- 
celle del soluto (molecole più ioni), tramite la (IV.53] può essere misurato il 
grada di dissociazione o. 

Si riscontra in particolare che et è indipendente dal campo elettrico 
eventualmente applicato dall'esterno tramite due elettrodi (realizzati ad 
esempio in metallo che non reagisca con la soluzione) immersi nella solu- 
zione stessa e collegati a un generatore di f.e.m. 

Poiché sono verificate le condizioni richieste (numero di portatori indi- 
pendente dal campo elettrico applicato; velocità di deriva piccola rispetto 
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alla velocità quadratica media dovuta alla agitazione termica) ci si aspetta 
che la conduzione elettrica in uoa soluzione elettrolitica soddisfi la legge di 
Ohm; ed in effetti cosi risulta sperimentalmente. 

Vìa via che gli ioni, per effetto della conduzione elettrica, migrano 
verso gli elettrodi e, lasciando su dì essi la loro carica elettrica, abbando- 
nano la soluzione (sia che si depositino su di essi, sia che si liberino in loro 
vicinanza ad esempio in forma di gas) la concentrazione della soluzione va 
diminuendo; e se si trattava di una soluzione satura in presenza di sale non 
disciolto, la quantità di soluto che abbandona la soluzione viene via via 
compensata dal passaggio in soluzione di nuovo sale. 

Il fenomeno della conduzione elettrica in soluzioni elettrolitiche va 
sotto il nome di elettrolisi, e la cella in cui l'elettrolisi si realizza è detta 
anche voltametro. 

L'olcllrolisi ha svariate applicazioni connesse con il tatto che il passag- 
gio di elettricità è accompagnato da spostamento di materia dalla soluzione 
verso gli elettrodi; citiamo qui soto alcune di tali applicazioni. 

Da .quanto lin. qui detto, risulta chiaro che, fissata la composizione 
della soluzione elettrolitica, indipendentemente dalla sua concentrazione la 
quantità di materiale che passa dalla soluzione agli elettrodi (ad esempio la 
quantità di rame, se si tratta di una soluzione di solfato di Rime; o la quan- 
tità di argento, in una soluzione di nitrato d'argento) è proporzionale alla 
quantità dì carica che è passata nel voltametro: infatti ogni ione trasporta 
un numero di cariche elettroniche pari alla sua valenza. Dunque la misura 
della quantità di materiale depositato, consente di tarare strumenti di. 
misura della carica e della corrente elettrica. In particolare il Coulomb tnler- 
tscuionate è definito operativamente come la carica elettrica il cui passaggio 
in una cella elettrolitica a nitrato d'argento avente anodo d'argento e catodo 
di platino, deposita sul catodo 1,118 milligrammi di argento. Considerato 
che l'Ampere è definito come la corrente che trasporta un Coulomb al 
secondo, la stessa procedura consente anche di dare la definizione operativa 
di Ampere. Tuttavia, per convenzione internazionale si preferisce ricorrere, 
nel caso dell'Ampere, a una procedura di taratura diversa, che descrive- 
remo nel prossimo capitolo. 

La produzione industriale di molti elementi (metalli, gas) e di molti 
composti, viene effettuata elettroliticamente; e così pure la purificazione di 
alcuni metalli. Ad esempio usando rame impuro come anodo dì una cella a 
solfato di rame, su] catodo sì deposita rame con impurità inferiori a una 
parte su diecimila. 

Usando come anodo un opportuno metallo (oro, argento, nichel, 
cromo, ecc.) con una opportuna soluzione elettrolitica, sul catodo sì depo- 
sita uno strato di tale metallo più o meno spesso a seconda della durata del 
trattamento. Usando come catodo un oggetto da dorare, argentare, ecc., si 
ha cosi il processo della galvanoplastica. 

Un'altra interessante applicazione dell'elettrolisi si ha nei cosiddetti 
condensatori elettrolitici. Consideriamo una sottile lamina dì ferro affacciata 
a una sottile lamina di alluminio; tra questi due elettrodi poniamo un tam- 
pone imbevuto in una soluzione di solfato di ammonio. Se sì usa il ferro 
come anodo e l'alluminio come catodo, in questa cella elettrolitica passa 
corrente; ma se si inverte la polarità, a contatto con l'alluminio si forma un 
sottile strato di ossido di alluminio elettricamente isolante, e la conduzione 
si arresta. 11 sistema si comporta allora come un condensatore, di cui una 
armatura è la lamina di ferro e l'altra è il tampone elettrolitico, mentre il 
dielettrico è rappresentato dal sottile strato di ossido. In virtù del piccolo 
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spessore di quest'ultimo (dell'ordine della decina di Angstrom), questo lipo 
di condensatore it caratterizzato da una elevatissima capacità per unità di 
superficie (dell'ordine del uF per cm*); gli svantaggi sono che esso non sop- 
porta elevale differenze di potenziale {poche decine di Volt al massimo); e 
inoltre lavora solo con una polarità preferenziale sulle sue armature. 



IV.12. Conduzione elettrica nei gas 

Le molecole dei gas sono elettricamente neutre; dunque un gas, nel 
suo stato «naturale», è elettricamente isolante. Tuttavia nella pratica i gas 
sono di norma parzialmente ionizzati ad opera di agenti esterni che col- 

TotiiZHtf.ione pendo Uni molecola strappano ani essa un elettrone {processo dì ionizza- 

zione)- Si produce cosi uno ione positivo e un elettrone. Se ti gas non con- 
tiene molecole dotate di attiviti elettronica, l'elettrone è libero di muoversi 
come tale; altrimenti viene in breve tempo catturato a formare uno ione 
negativo. In ogni caio, ogni evento di ionizzatone (che va -in competizione 
con un processo di ricom binazione che ha effetti trascurabili finché la per- 
centuale di molecole ionizzate a bassa) genera una coppia di portatori di 
carica di segno opposto; e questi portatori producono una certa conducibi- 
lità elettrica del gas. 

Già da quanto fin qui detto, è chiaro che la conducibilità elettrica dì un 
gas - dipendente, come in ogni altro m&££0, dalla densità dei portatori e 
dalla loro mobilita - può essere condizionata da numerosi fattori esterni 
(dalla presenza di agenti ionizzanti; da ellètti indiretti di moltiplicatone 
della ionizzazione prodotti dal campo elettrico applicato; ecc.) per cui la 
relativa fenomenologia si presenta assai complessa. Nel seguito ci limitiamo 
a descrivere in termini qualitativi i processi che più frequentemente sì pre- 
sentante nelle condizioni usuali. 

A livello del mare, in un cm 1 di aria atmosferica (contenente circa 
3 ■ 10" molecole) sono presenti tipicamente fra 500 e 1000 ioni. Di questi, 

Raggi cminici m media 1 circa è dovuto all'azione ionizzami dì raggi cosmici (cioè alla 

orione diretta o indiretta di pnrticelle di alta energia provenienti dallo spa- 
zio cosmico); alcune unità sono dovute allWeitn di particelle cariche o 
fotoni emessi nel decadimento radioattivo di materiali presenti nel In crosta 

pondo di ladìwittiTìti naturale terrestre (fondo di radioattività naturale); alcune centinaia sono dovute al- 
l' azione ionùzante della banda ultravioletta della radiazione solare. Quest'ul- 
timo effetto va aumentando all'aumentare della quota sul livello del mare: 
intorno a 100 km di quota (dove la densità dell'aria è scesa a - 10" mole- 
cole per cm 5 ) una frazione apprezzabile delle molecole d'aria atmosferica è 

Ionosfera ionizzata (ionosfera). I meccanismi attraverso i qnali particelle cariche ener- 

getiche e radiazione elettromagnetica di alta frequenza {ultraviofelli, raggi 
X o y) possono provocare la ionizzatone di un gas (e più in generale della 
materia nei suoi diversi stati di aggregazione) verranno da noi solo accen- 
nati; qui ci limitiamo a ricordare che l'energia di ionizzazione (cioè l'ener- 
gia che deve essere comunicata a un elettrone atomico per strapparlo dal 
suo stato legalo al nucleo) è dell'ordine di alcuni elettronvolt (un elettron- 
volt eV è l'energia che acquista un elettrone quando attraversa la differenza 

Elettronvolt eV di potenziale rìi un volt: 3 eV = 1,6 • IO' 1 * C ■ 1 -jr = 1,6 ■ 10"" J) 

1 eV — 1 6 - 10" ! ' 1 

Naturalmente la densità di ioni presente in un campione dì gas conte- 
nuto in un recipiente in laboratorio può essere molto diversa da quella 
caratteristica dell'aria atmosferica a livello del mare. Mantenendo il gas al 
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buio, sì elimina la ionizzazione dovuta alla radiazione ultravioletta; oppor- 
tune schermature possono ridurre, almeno in parte, reflélla dei raggi co- 
smici meno energici e del fondo radioattivo naturale; per contro mediante 
l'uso di agenti esterni (ad esempio una sorgente radioattiva) si può aumen- 
tare notevolmente la ionizzazione specifica del campione. 

Se dall'esterno viene applicato un campo elettrico mediante due elet- 
trodi collegali ai morsetti di un generatore di fe.m., il gas viene attraversato 
da una corrente elettrica. Lo studio della conduzione elettrica nei gas può 
essere fatto usando un dispositivo come quello mostrato in figura. 11 sim- 
bolo - -y^— indica una resistenza variabile mediante opportuna regolazione 
meccanica: una tale resistenza variabile é detta anche potenziometro o reo- 
stato. Variando la resistenza del reostato si varia la corrente che attraversa il 
gas, misurandda con l'amperometro (A); e in corrispondenza di ogni valore 
della corrente si misura [a caduta di potenziale l-'fra gli elettrodi applicati ai 
gas mediante il voltmetro (V). 

Si può cosi determinare la curva caratteristica V— V(T) del gas, che 
risulta avere un andamento come quello mostrato in figura. Come si vede, 
si tratta di un andamento molto diverso da quello lineare caratteristico della 
legge di Ohm: un gas non si comporta come un conduttore ohmico. 

Finché la corrente è molto debole, all'aumentare della corrente il 
potenziale (e dunque anche il campo elettrico applicato) aumenta rapida- 
mente: la conducibilità del gas è assai modesta, essendo limitata dal 
numero di ioni prodotti per unità di tempo dagli agenti esterni {Regime dì 
scarica oscura). 

All'aumentare della corrente, il potenziale aumenta rapidamente: 
l'energia acquisita da ioni ed elettroni fra un urto e l'altro può superare il 
valore richiesto affinché, nel successivo urto con una molecola, quest'ul- 
tima venga a sua volta ionizzata. Si raggiunge così un nuovo regime di con- 
duzione (scarica alla Towtisend), che innescata dagli ioni inizialmente pre- 
senti nel gas, può poi autosostenersi indipendentemente dalla presenza di 
agenti ionizzanti esterni. Il valore del potenziale a cui questo nuovo regime 
si presenta è condizionato da numerosi fattori. Va infetti consideralo che 
l'energia acquisita dagli ioni fra un urto e l'altro dipende in primo luogo dal 
cammino libero medio A/ e questo a sua volta, oltre che dalla pressione P 
del sas, dipende dalle dimensioni dello particelle interessate al fenomeno, e 
quindi in particolare dal fatto che i portatori negativi siano elettroni o ioni; 
e dipende inoltre dalla caduta di potenziale per unità di lunghezza (cioè dal 
campo dell rito locale E) e questo c determinato, oltre e più che dal poten- 
ziale totale applicato, dalla geometria de) sistema (in particolare dalla geo- 
mei ria e dalla distanza relativa tra gli elettrodi). A parità dì composizione 
del gas, il passaggio da un regime all'altro dipende dal prodotto E ■ Al e 
dunque dal rapporto E/P fra il campo elettrico e la pressione del gas {legge 
di Pascherì). 

Aumentando ancora la corrente, la conducibilità del gas aumenta così ra- 
pidamente che correnti via via più intense comportano una caduta di poten- 
ziale via via decrescente fra gli elettrodi: la moltiplicazione degli ioni diviene 
un fenomeno a valanga ed è accompagnata dalla eccitazione di alcuni elet- 
troni atomici dallo stato fondamentale a slati instabili; decadendo nuova- 
mente nello slato fondamentale questi elettroni emettono energia luminosa 
e il gas si illumina (regime dì scarica a bagliore). Per intensità di corrente 
ancora più elevale, si entra nel regime di scarica ad arco: il catodo, colpito 
da ioni positivi, si scalda a sufficienza così da emettere elettroni per effetto 
termoìonico, e ciò aumenta ancor più la conducibilità del gas. 
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Da quanto abbiamo fin qui visto, appare chiaro che i fenomeni con- 
nessi con la conduzione elettrica nei gas sono fenomeni assai complessi: 
complicazione ulteriormente aumentata dal fatto che alle elevate ionizza- 
zioni caratteristiche dei regimi ad aita corrente si generano fenomeni di 
carica spaziale (a loro volta dipendenti dalla geometria degli elettrodi) 
capaci dì produrre azioni di schermaggio elettrostatico- ovvero si generano 
zone di gas fortemente ionizzalo ma mediamente neutro (con ugual 
numero di portatori positivi e negativi) detto plasma, nel qual caso possano 
presentarsi nel gas «elettrodi fittizi» che prolungano e deformano la geo- 
metria degli elettrodi reali. 

Una trattazione dettagliata delle scariche elettriche nei gas, e delle loro 
molteplici applicazioni nei più svariati settori di impicKo, ci porterebbe lon- 
tano dagli scopi del presente volume, e rimandiamo pertanto al riguardo a 
testi specialistici, 



fV.13. Snpcrca/vdtifsori 

Come abbiamo visto nel par. 1V,4 la resistività dei metalli diminuisce 
al diminuire della temperatura, e ciò è qualitativamente interpretabile in 
baie a un semplice modello microscopico. 

Molti metalli, e molle leghe metalliche, a temperatura molto bassa 
(dell'ordine di pochi gradi Kelvin, o di una frazione di Kelvin) divengono 
superconduttori; la loro resistività elettrica scende bruscamente a zero. 
Questo fenomeno non può essere interpretato in base alla fisica classica, 
ma solo ricorrendo alla meccanica quantistica (Teoria di Bardecn, Cooper e 
Schrieffer). La temperatura a cui un materiale diviene superconduttore è 
detta temperatura critica. In un circuito costituito di materiale allo stato 
superoooduttivo, la corrente può circolare senza dissipazioni: una volta 
avviata la circolazione, essa può mantenersi senza l'azione dì alcuna forra 
elettromotrice. In spire superconduttrici è stata fatta così circolare corrente 
per anni senza che si sia osservata alcuna diminuitone della intensità della 
corrente stessa, 1 materiali superconduttori godono di altre proprietà note- 
voli: se immersi in un campo magnetico (che definiremo nel prossimo tapi- 
lolo) purghi di intensità inferiore a un wrto valore crìtico, espellono il 
campo magnetico stesso {«(toro Meissner). Se il campo magnetico supera il 
valore critico, il campione cessa però di essere superconduttore anche se la 
sua temperatura è inferiore a quella critica. 

Recentemente, sono stati trovati materiali ceramici per j quali la tem- 
peratura critica è assai alta (molte decine dì Kelvin, o addirittura supcriore 
ai 200 K): ciò può aprire spazi ad applicazioni di grande interesse, oltre alle 
già interessanti applicazioni dei superconduttori «classici». 



IV.14. Cenno ad ateimi tnetodi di «issata di corresti, tSifferenze éi 
potenziale e resistenze 

Le metodologie delle misure elettriche vengono sviluppate in dettaglio 
in corsi specifici; qui ci limitiamo ad accennare ad alcuni schemi generali di 
misura delle grandezze fisiche fin qui introdotte, cioè correnti, differenze di 
potenziale e resistenze. 

La maggior parte degli strumenti normalmente usati per queste misure 
Galvanametro si basano sul Rahanomaro a bobina mobili?. Come si vedrà nel prossimo 
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capitolò, una spira percorsa da corrente, posta in un opportuno campo 
magnetico esterno, è sollecitata da un momento meccanico proporzionale 
alla corrente / { che passa nella spira. 

Il galvanometro a bobina mobile è costituito da un filo conduttore 
avvolto in varie spire rigide (bobina). La bobina, immersa nel campo 
magnetico generato da un piccolo magnete permanente, può ruotare 
intomo a un asse (nella figura tale asse è ortogonale al foglio) ed è richia- 
mata verso la posizione di equilibrio da una. coppia di richiamo, realizzata 
ad esempio con una molletta a spirale. 

In assenza di corrente /, circolante nella bobina, la posizione di equili- 
brio corrisponde alla posizione di riposo della molla: in corrispondenza è 
segnato In zero sulla scala graduala. Quando nella bobina passa la corrente 
/ f , si stabilisce una nuova posizione di equilibrio quando la coppia dovuta 
alle forze magnetiche (di momento proporzionale a l s ) c equilibrata dalla 
coppia di richiamo elàstica. 

Una volta, tarato, il galvanometm permette di leggete direttamente la 
corrente sulla scala graduata. 

Parametri caratteristici di un galvanometro sono la resistenza interna r t , 
cioè la resistenza che la bobina olire al passaggio di corrente (tipicamente r s 
è dell'ordine dì alcuni ohm) e la massima corrente compatibile con l'am- 
piezza della scala graduata (corrente <iìjòndv aixtla o corrente massima /„„, 
tipicamente dell'ordine di alcuni milliampere). 

Un galvanometro pub essere collegato in serie al circuito in cui circola 
corrente I: si dice allora che si è realizzato un amperometro per la misura di 
/. Nello schema mostrato in figura, l'amperometro è indicato col simbolo 
(A): evidentemente la corrente /, che in esso passa è pari alla conente / 
che circola nel circuito. 

Col suo inserimento nel circuito, l'amperometro produce una perturba- 
zione della corrente / che precedentemente circolava nel circuito. Infarti, 
detta /.„i la corrente ebe circola in assenza di amperometro e /„;, la 
corrente che circola quando è inserito l'amperometro e da questo misurata, 
si ha: 
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r+ R + r. 



[1V.54] 



Dunque I Kls < J^,, c si può assumere /„, it = solo quando r t « r+ R. 
Di norma il valore di r+ R è tale che questa condizione è ben verificata; in 
caso contrario è necessario applicare una correzione secondo la relazione 



[IV.55] 



che immediatamente si ricava dalle [IV.S4], 

Quando la corrente che circola nel circuito è maggiore della corrente di 
fondo scala /,„, occorre intervenire per variare la portata dell'ampero- 
metro. Ciò si realizza usualmente disponendo in parallelo all'amperometro 
una opportuna resistenza R s , detta resistenza dì shunt; cosi solo una fra- 
zione /, della corrente / passa nell'amperometro. Negli usuali strumenti di 
laboratorio è possibile variare la resistenza dì shunt azionando semplice- 
mente un commutatore, in modo da adattare il fondo scala dell'ampero- 
metro alla corrente che si vuole misurare. Di solito si ha Rs < r t . 
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Un'altra modalità di impiego del gaìvanometro a bobina mobile con- 
siste nel collegarlo in parallelo ad una resistenza f! (o a. un elemento qua- 
lunque del circuito). Poiché la differenza di potenziale 4F p al capi del galva- 
nometro è proporzionale alla corrente /, che in esso circola, la deflessione 
dell'indice del galvanometro (che misura l t ) può indicare anche, mediante 
opportuna taratura, la differenza di potenziale Àl^ presente ai capi dell'ele- 
mento di circuito cui il galvanometro è stato posto in parallelo. Uno stru- 
mento che lavori iti questo modo è detto voltmetro. Perché il collegamento 
in parallelo del voltmetro non alteri apprezzabilmente la d.d.p. ai capi del 
carico R, si provvede a porre in serie a] galvanometro una resistenza R, 
opportunamente grande. Si vuole, in sostanza, che la resistenza equivalente 
tra i nudi M ed .V aia molto prossima alla resistenza di carico R. Ciò signi- 
fica che deve essere 



R + R s +r s 



RR t 
R + R, 



= R 



condizione verificata quando R t » Dunque un voltmetro deve essere 
caratterizzato da una resistenza interna molto maggiore della resistenza di 
carico, ai cui capi è collegato. 

Corredandolo con un generatore di forza elettromotrice nota / un gal- 
vanometro può essere usato per misurare una resistenza incognita R; in 
questa modalità di impiego esso viene detto ohmetro (0). 

Il generatore, di resistenza interna r, viene posto in serie al galvano- 
metro di resistenza R e e alla resistenza R K . La conente che passa nel galva- 
nometro, e che viene da esso misurata, vale 



r+ Rc + R, 



per cui, con iuta opportuna taratura della scala graduata, si ottiene una let- 
tura diretta della resistenza R Im È da osservare che non appena R, » Rf la 
corrente l t risuitn approssimativamente inversamente prooomonnle a R r , e 
quindi la scala delle resisterli non i una scala lineare. 



Esempio 



EJVJ2.;. Un-métodà per. misurare con elevata precisione arra resistenza, incognita R f è. 
fornito dal (ostd4Hto ponte di Whcatstonc, cioè dal circuito mostrato In 
figura* la <es so R è. una resistenza fissa e nota, Ri ed.-kj sono resistenze 
variabili iti valori soli, mentre fio i pùnti Pe Q è collegato uh amperometro 
e fra i punti 8 e C un generatóre di forza elettromotrice f. Per la misuro dì 
R x , si variano Ri ed R 3 aggiustandole su talari iati die la a>rrertte nell'am- 
perometro A sì annulli (condizione di azzeramento)., in. attesta situazione, 
quale è ìa relazione che lego R r alle altre resistènze R, Jt,, R; (noie) presemi 
nel pome? 

• Indicando con h la corrente che passa nel ramo BPCtJi passa sia in fl, che io 
R nell'ipotesi che in (A) non passi corrente), e analogamente .indicando tonfi 13 
corrente che passa nel ramo BQC (h stessa sia in Ri che in Si), essendo nulla la 
differenza di potenziate frrt P e Q deve essere: 



/,7Ì = i\Rì 



Il 
§1 
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da cui: 



e quindi 



R 



IV. 15. Circuiti percorsi da correlate quasi stazionaria 

Come vedremo meglio più avanti, le variazioni del camp" elettroma- 
gnetico {segnali elfAtrtrmaRitetìci) si propagano alia velocità dulia luce, che Segnali elettromagnetici 
nel vuoto è di circa trecentomila chilometri ai secondo e in altri materiali, 
benché sia minore che nel vuoto, è comunque dello stesso ordine di gran- 
dezza. Ad esempio, per percorrere un metru i attutali elettromagnetici 
impiegano poco più dì Ire nanosecondi, cioè ti\ trf Slittar desimi di «condii. 

Molto spesso, sì ha a che fiue eoo circuiti in cui le sollecitazioni elet- 
triche (ad esempio il potenziale applicato ai capi di una resistenza) non 
sono costanti nel tempo, ma le variazioni noti sono cosi rapide da produrre 
effetti apprezzabili nel tempo impiegato dai segnali elettromagnetici per 
propagarsi da un capo all'altro del circuito. In questo caso, ad ogni istante la 
configurazione delle grandezze elettriche (corrente, campo elettrico, ecc.) 
ha tempo per aggiustarsi a soddisfare le relazioni proprie del caso staziona- 
rio prima che intervengano variazioni apprezzabili delle grandezze stesse. Si 

dice allora che il circuito opera in indizioni gitasi stazionarie' fra le gran- Condizioni quasi -stazionarie 
dezze elettriche nel circuito valgono le leggi caratteristiche del caso stazio- 
nario (legge di Ohm generalizzata, leggi di KirchhofT, ecc.) pur dì intenderle 
come relazioni fra valori istantanei. 

Va osservato che la trattazione dei problemi di correnti variabili nel 
tempo secondo l'approssimazione quasi-stazionarìa implica in particolare 
che si trascuri l'energia emessa nella forma di radiazione elettromagnetica, 
di cui ci occuperemo nel capitolo IX. Nel caso di correnti stazionarie e 
quasi stazionarie, l'energia fornita dai generatori sì troverà pertanto tutta 
localizzata nel campo elettrico e magnetico presente nello spazio circo- 
stante, ovvero sarà dissipata per effetto Joule. 



Esempi 

K.IVJJ. So il condensarne di capacità C ìiuùrirortiti drenilo mostrato in figura ha 
- carica Q v prima che l'interruttore Twnjta chiuso, determinare l'andamento 
in Junzivne dei tempo i della -corrente che ■pòssa, nella, resistenza ■ R r . 

■ Citino verificheremo fra poco, si tratta di un circuito "per cui di norma è verificati 
ta condizione di qua&i-si&zionarietà. Se Vii) è la differenza dì potenziale presente ai 
capi dèi condensatore all'istante (, avendo preso cortie Istante ( = 0 quello in cui l'in- 
terruttore Th stalo chiuso, a tale istante la legge dì Ohm per la resistenza R si scrive: 

no - /••) r ; 

è tenuto conto che fra il potenziale e la carica del condensatore vale la relaziona 



6(0 



7(0 R 



[IV.56] 



Scarica di un condsnsatore su 
una resistenza: circuito RC 




1 



1K0 Capriòlo quarto 



Nei tempo elementare rfr la resistenza 6 attraversala da una carità Idt\ e per la con- 
servazione della carica questa deve lappresenlare anche la diminuzione della carice 
Q posseduta dal condensatore: 

dQ 



cosunte-cempo t RC 

in un intervallo ili tempo pari 
ad una cortante >tcinpo t la 
grandezza si riduce di un fólto- 
re (1/*) rispetto al viilore ini- 
ziale 



- dQ = Idi da cui — -jj- = ! 



relazione che sostituita nella [1V.561 fornisce: 



11V.571 



dQ 
di 



K C 



da cui 



4Q 
Q 



1 

RC 



di 



Al prodotto r=Kf si do il nome di tasiame-iempo del circuito 
ir) = |RC] = lOhm ■ Farad) =- 
Volt '.Coulomb ] _ [ Coulomb 1 ^ . d . 
Ampere Volt J [ Coulomu/sec \ 

Integrando Fequazione differenziale si oh 



log Q = + tost 



l(t> 



owern, passando dai logaritmi ai numeri: 

= Ae~' A (con A costante di integrazione) 
Imponendo la condizione iniziale <2(0) = Q,, si ha ^ = e dunque 

'. <></) - 0, e' 1 " (r KO 

i deila carica t? prcaehlé liei titillilo in (unzione del tempo, usando 



Dalla conoscenza: c 
la (IV 57] si ritava là. «rrtmsi 



cioet 



'</} 



ovvero snche 



(con t = JìC). 



11V.58] 



.(IV.5g.a) 



dove V„ = e la: differenza di potenziale iniziale ai capi del condensatore, e f 0 è 

la corrente ebe circola in R sempre all'istante / = 0. 

Ad esempio, se C = 0,1 pF .= ir' F e » = 100 £3, si ha 

■ > = fiC= 10"' F ■ 100 Q = 10~ s sec 

Se le dimensioni ìirearì del circuito sono dell'ordine di 0,1 m, il tempo impie- 
gato dai segnali plctirótnagawci per attraversarlo S dell'ordine di ì - 10 sec, e la 
condizione di quast-staùonarieta È soddisfatta, - 
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Un condensatore di capacità C- lù ri I uFsi scarica su una resistenza Carica residua su un condon- 
iti 1000 Q 1 kil. Quale percentuale della carica iniziale rimane sui con- satore 
àensatore dopo 3 millesimi di secondo? 

Abbiamo visto (eq. [IV. 58)) che la corica nel condensatore decresce in modo 
esponenziale. Ciò vuol dire che, in linea di principio, un condensatore impiega un Q (t) 
tempo infinito a scaricarsi su una resistenza. In realtà la legge esponenziale garan- 
tisce una scarica molto veloce verse valori, se non nulli, trascurabili. Nel caso di 
questo esempio, si ha: Q 0 



8(0 = &<•-'* - 



0(0 



i = AC = (IO 1 £1) (10 ' F) = 1(1" 1 s = I mi 
LlnlcrviJlu d'i lehtpo di 3 nw corrispónde a ^ costanti" di Lemptl; piar cui: 

= >■■<>■ Hi ' = 5S<. 

vp ■ ■ ■ ■ ' ■ ■ ■ 



Iti 3 costanti di tempo il condensaUire ha perduto circa il 9514 della sua carica. 



0 I 2t 3f 



E.IV.25. Calcolare l'energia dissipata per effetto Joule sulla resistenza R del circuito Energia associata alla scarica 
RC .discusso negli esempi precedenti e confrontarla con l'energia etettrasta- del condensatore sulla resi- 
sto inizialmente presente nei condensatore, slenza 



Abbiamo visto che la corrente che passa nella resistenza fi ha la Torma 
(eq, [IV.S8*]): 

1 = -j^. con t = R C 

L'energia Uj dissipata ir A per effetto Joule vale, nell'i nterval lo di tempo in linea dì 
princìpio infinito che va dall'istante in cui l'interruttóre viene chiuso all'istante in 
cui la correhle diventa nulla, - - 

: ^ ^ U ^ = « U ^ rfr - 1 -ft ( ^'^ = ^ ^ ; 

I/energia elettrostatica del condènsa tote, prirnà dell'iniziò della scarica, vale prò- 

prjo Ut =• j— £*"■■■ E da osservare che,, come avevamo anticipalo, l'aver trattato il- 

problèma nella schematizzazione di corrente quasi^tarionària implica che l'energia 
Iniziale, ai tipo éleUrostalico, si ritrovi Integralmente convertita jo palorc por «fletto 
Joule, senza nessuna perdita per irraggiamento elettromagnetico. 




EJV.M, Un condensatore di capatila C viene caricata con un generatore di f.e.m. f, 
attraverso una resistenza in serie fl, iniziando, ùt tempo I "0 in cui viene 
chiusa i'Inlerruitore. da una situazione di carica nulla. Rica-vare l'espressio- 
ne della corrente 1(1) attraverso R e iella d.d.p. V(t) al capi condensatore. 

L'equazione del circuito si ricava dalla legge di Kirchhoff per le maglie, 
tenendo conto che il condensatore C si comporta come un generatore di d.d.p. 
variabile nel tempo d^_sejn^.njD£03ló_jld^ $j n $ dunque 



/-./(Ut RI ili 



Carica di un condensatore 



[IV.5P1 




Indicando come dJ sòlito qon Q (t) la carica presente al tempo t sul condensatore, U 
variazione di carica dQ che si realizza nel tempo di e pari, per ti carìservazio&e 
della carica elettrica, alla carica Idi che passa nella resistenza Jf; In questo caso, a 
differenza della situazione di scarica del condensatore esaminata ne Erompici 
BJV + 23j si ha -f dQ, perché, ad un passaggio di canea tdt in R, corrispónda 

un aù memo di carica sul condensatore. L'equazione del circuito [IV, 5 9] diventai 

che è un'equazione differenzialo nella funzione Q ij). Integrando per separazione di 
variabiii, si ha- 



'<f< -Oì da Clli : " l-^- <•'!••:! "--r + -"" 



«in ,t - iìC. Dunque: ,,. 



duvo 1» costante arbitraria K ai detennina impellendo la condizione iniziale per cui 

ii ; "= 0 sì ha Q = 0. Si trova: K JC e dunque; : 



e« = /c<i-(-*) 



da cui 



Per quanto riguarda, la corrente, si ha: 



£: intttessante òssertare -dia. la. corrente ..iniziale /(0J = ffR. [è Ma. £tte£$& litici kì 
ayrebhc se il c^ndenftii&re/r^se un corti) circuito.. 9ò\ t a .mam> a fìiaiii) che i| cqn^ 
dentature : sj carica» [& d.d.p. ai capi di K dimiiiùiscé così eoWb t# Etorèifìté '7 0jf che 
circola ih fl. . ■ 



fe.lV.27. Nèt efreutto deft e&e/nptó KI VJ6; ctifcotare 1 'ene rgia U x ètvgaw dal gtttcra- 
: lor* nei procèsso', ài. carica, completa, del condensatóre .€. ... 

La potenza erogata dal generatore varia nel tempo secondò la ]eige [IW3Ì1: 
W(t) = f (i) f. La carica completa della capaciti prende, in lìnea dì principio, un 
tempo infinito, per cui: . . 

con : - KC. Dunque. 
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Metà dì questa energia ai ritrova sotto forma di energìa elettrica nel condensatore: 

La parte di eneipa dissipata per effetto Joule suite resistenza R è dunque uguale a 
quella elettrostatica Ue e vale V/ — -j- C/ 1 . 



EJy*28. Net tircujfi} di figura* att'istant? t - 0 vivnt: clpuxo l'interruttore T. Ricavare 
tu legge nàti pai rarfa nei tempo fa d,d;p. Vft) ai capi dei mnilenxaiwt! C 
. nttnpv.tf.fi che, per. t ^.(i,.. questo hìa- scarica.. - , . .' „ ........ . 

Si: ttQCia di uria réte a due rna£)tè T P&rla ^f}% d '. £ om!, **j* 9^'; Jill, ~ 

ziùnari*, è appìicabìte il metodo detìc tiirrtn Li dì miglili ìh riiodò analogo a quello 

usato Vv&tVetóni pio E;LV.1J; ; t ; : : 

. :tc.:&qiurfiit>o^ tielltf ^maglie' sri scrivotio: nel modo seguente: < ■- s ■ 



/- y (.lì -!,',!) r 

n» a(..r, 



da cui V.UyR 



Si hanno cosi due equazioni per Ere grandézze incognite / ; , ^. Una terza rela- 
zione è fornita dalla prima leggo di KiichholT al nudo N in cui; detta Q{t) la carica 
presente nel condensatore C al tempo (, deve valere la relazione: 



Sosti tùenild nelljf primi equazione, si ha 
/-»'(') !,'■<)' 



da cui:. 



da cui; 



■ i - ■ ■ di-'- 



avendo indicato con R tl la resistenza equivalente al parallelo di r ed R. Si ha 
dunque: 



li N l 2 





dQ 




dt 





R„ 



- K„C 



da:cui, separando le variabili: 

4V . 



Integrando: 



j^n— vu) = /et- 



erni K costante arbitraria. 

Imponendo la condili chic .iniziale; Vif - 0) - 0, si ha; 



da cui 

„„, _ , ^ ... _-i^> ^. e 



6 da osservare clìe il miofe asinloLico V(t ■* m) - f—jjr^-y * quelle che si 
poleva prevedere pensando che, una volta caricato il condensatore, la d.cLp. ai suoi 
estremi è la stessa che si ha »i capi dei carico fi nel punitore resistivo costituito 
dalle due resistenze r ed R in serie ad / 
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Esercìzi <ie! IV capitata 

IV.i. Una batterìa, di f.e.m. /— 1,5 Y e resistenza interna r- 2 Ci, ha i morsetti 
collegati ai capi di un carico di resistenza LO £1. Quanto vale lad.d.p. tra 
i morselli? (Risposta: Af= 1,25 V) 



IV.2- Due batterie uguali di f.e.m. /e resistenza interna r - 1 Q, collegate in serie, 
sono chiuse su un carico R - 5 Q, nei quale passa una corrente ! s . Le stesse 
batterie, collegati; in parallelo, fanno passare attraverso fi una correrne j>. 
Calcolale il rapporto l<Jh- {Risposta: tsU^lfil) 



1 circuito mostrato in figura rappresenta utul rete di resistenze R tutte 
uguali tra loro. Una correrne /= 8 A entra nel nudo Wed esce dal nodo F. 
Calcolare l'intensità di corrtmic 7 S che passa nel rimo MQ, 

(Risposta: /,= 1 A) 




IV.7. 



IV.S. 



Mei circuito indicato in figura, calcolare le d.d.p. (P> fi) e (V B - V c ) sia 
con l'interruttore T aperto, sìa con l'interruttore chiuso, pci/i = fi = l,b Y, 
ri = 1.0, r s --2Q, R= 5 

(Risposte: 



r f = 1,123 V 
fc=0>5 V 
V c ^ - 0,75 V 
K C =0,5V 



7 r aperto 
r chiuso 
T aperto 
r chiuso) 



Iji d.d.p. tra i punti A e S del circuito di figura è &V= 1^ — 10 V. 
Calcolare il valore di f 2r sapendo che /l = 1 £2, fi == 2 fj ed = [2 V. 

(Risposta: ^ = fi V) 



T.a figura mostra una parte di una rete percorsa da correnti sta^ioiuiric. 
Calcolare le corrami I\ ed ì 2 che circolano, rispettivamente, nisi rami AS e 
CD, pei i sepienti vaioli dei corni ponenti del circuito: 

/j=J0V, / 3 = 20V R,„Vi(ili, Ri = XiaQ, J = 2A 
c nell'ipotesi che ie resistenze interne (lei generatori/, ed/j siano trascura- 
to"- [Risposa 'i = l,« A; /, = A) 



Nella rete di figura si ha: /,= 10 V, Jt,= 100 Q, /i = 20V, Ki - 2(1(1 fi, 
R=3Q0Q. Calcolare la corrente stazionaria /, erogata dal generatore /i, 
nell'ipotesi che siano trascurabili le resistenze interne di entrambi i genera- 
to"- (Risposta: i, = - 9,1 m A) 



Quante equazioni di maglia indipendenti si hanno nel circuito disegnato in 
E e ura - (Risposta: 5) 

Mei circuito dell'esercìzio 1V.3, supponiamo di collegare il punto Fa terra e 
di tenere il punto fVa potenziale fìsso V— 100 V, A che potenziale si trova il 
11000 W (Risposta: K e = 2B,e\0 




L8G Capitalo quarto 

iV.ìO. Ricavare l'espressione della f.e.m, f E e dell» resinisi)!/» r c equivalenti, 
seconde il teorema di Thevenin, al circuito disegnato in figura visto dai 
morselli A e 8. Valori numerici; 

/-1CV. /-2Q, tf, = 10£!, /t 3 = 5C2. 

(Risposte: f E = S,ì V, r E = 6,7 Q) 



1V.11, Un circuito è costituito da N generatori identici, di f.e.m, /"e resistenza 
interna r, disposti in serie per formare una maglia. Tutti i generatori sono 
collegati con versn concorde tranne uno. Quanto vaio la d.d.p. ai capi di 
questo generatore, collegato invertito, m: N<^ IO ed /= IO V? 

(Risposta: AC- Li! V) 



ei IV. io 




Ci 



T 



f, Es.IV.12 
A^A 1 

C i — | — 



TV.lì. Nel circuito di figura il condensatore - 2 uP iniaialmente caricato ulta 
tensione V K - 2 DO V, viene, al tempo ( = 0 collocalo, per citello dulia chiu- 
sura dclllnlemtittfriì, alla serie della resistenza k = 10 k£3 e del condensa- 
tore di capacità C 3 = 4uF, inizialmente scarico. Calcufare il «uioie della 
d.d.p. Vi ai capi .della capaciti Q al tempo f* - 5 ms. 

(Risposisi; V,(t*) = fàfer) 



.V- 



IH— II- 



1Y.13, Nel circuito di figura, i tre condensatori sono uguali ed inizialmente sca- 
richi. ÀI tempo t= 0 rittferruttore viene chiuso. Ricavare l'espressione della 
d.dp. tra i punti A e B a regime, sapendo che /— 7 V. 

(Risposta: ^ - V$ = 2,3 V) 



r 



J 



Nel circuito mostrato in figura, tenendo il commutatore in posizione A, il 
condensatore C viene caricato al suo massimo valore. Al tempo ( = 0, il 
commutatore viene spostato in posizione B e cosi Lasciato fino alla scarica 
completa del condensatore C. Quanta energin viene dissipata nei In resi- 
stenza A], per effetto Joule, durante il processo dì scarica? 

[Risposti: U,= j^ ^ 3 



c/M 



IV .15. Al tempo CI Tiene chiuso l'interruttore del circuito dc&crilLu nella figura. 
Nell'ipotesi die si possa trascurare la resistenza interra del generatore e che 
il condensatore sia inizialmente scarico, ricavare le espressioni delle correnti 
che circolano nelle resistenze ff] ed ft? rispettivamente, nonché la d.d.p. v (/) 
ai capi del condensatore C 




IY.16. Nella scarica di un condensatore di capacità C- 4 |iF su una resistenza R- 
i Af£2, in quanto tempo f* sì dimezza l'energia immagazzinata nel conden- 
satore- [Risposta: (* = 6,9 s) 



SV.IT. Nel circuito schematizzato in figura, in cui la f.e.m. /ha resistenza intema 
trascurabile, il commutatore è inizialmente nella posizione A, «osi che si 
raggiunge una situazione di regime. All'istante t — 0, il commutatore viene 
posto in posizione B. Ricavare per t > 0, l'espressione della funzione Q (r) 
che rappresenta la carica presente sul condensatore. 



.Calcolare il valore della carica Q die, a regime, ai trova sul condensatore di 
capacità C= 1 pFj se ff = 20fì ed i generatori sono Identici con /= V 
ed f=2 2. (Risposta: G=U5|iC) 



E V* 1 S - - I due elettrodi metallici A e B rappresentati in figura, e tali che 3 racchiude 
completamente A y sono mantenuta ad.d.p. {Y A - V s )- 10 V. Tra i due elet- 
trodi scorre una corrente /= 1 mA< Tra i due elettrodi c'è un dielettrico 
omogeneo, di costante dielettrica relativa £ r — 2, non perfettamente isolante, 
di resistività p = IO 7 Qm. Calcolare La capacità del condensatore costituito 
defili elettrodi A B, (Risposta: C l t ft - IO" 6 FJ 



lV.lt. Nel circuito di figura, in cui la f.e.m./ha resistenza interna trascurabile e / 
È un interruttore clic viene chiuso ad un certo istante, ricavare re^prvutione 
della tostante di tempo di carica del condensatore. 



Suggerimenti per la solimene degli esercizi del IV capitello 

IVJi Vedere l'esempio E<IVA2< 



W,2> Nel collegamento in serie, applicare la seconda legge di Kircbhoff alla 
maglia, mentre, nel collegamento In parallelo, ricordare l'esempio E.IV.Ì5. 



IVJ. Osservare che, rispetto ai nodi N e P> la rete presenta simmetria. Tenere 
conto che la d,d,p, (Vn— V?) può essere espressa sia come prodotto hR, sia 
come somma della d,d,p. iV^- Vq) + {Vq — ¥f). 



IVA Applicare la seconda legge di Kirchhoff per la maglia e la legge di Ohm 
generalizzata £IV.4tì) per le varie d>d>p> 

Utilizzare la seconda legge di KirchhoH e la legge di Qhm generalizzata. 



IV.^k Applicare la prima legge dì Kirchhoff e la legge di Ohm generali //.ala. 



1¥<7. Usare il metodo delle correnti di maglia. 



ÌVX Nell'analisi per maglie, il numero di equazioni indipendenti, necessarie per 
risolvere una rete, è legato al numero di nodi ed al numero di rami 
mediante una precisa relazione. 



IV.S. Con le notazioni usate nella soluzione del l'esercizio IV,3, si ha Vq = 21^R. 
Ricavare h in funzione di / ed / in funzione di K 




IV,|Q, Applicare il teorema di Tbevenin 



IV.11. Applicare, come nell'esempio E.IV.14, la seconda legge di KirchhnfT e la 
legge di Ohm generalizzala. 



IV-12. Scrivere l'equazione del circuito e, per la relazione ua le cariche (MO e 
presenti sui due condensatori, imporre la conservazione delia carica. 

1V.13. La situazione di regime è caratterizzata dal fatto che non circola più cor- 
rente nel circuito. A regime, dunque, tra i punti A e B si può pensare un 
condensatore di capacita 2 C (parallelo di due condensatori uguali). Si tratta 
di un partitore capacitivo. 



W.1J. Alla line del processo di carica, il condensatore si trova alla tensione/ Nel 
processo di scarica, die uwieuc sulla serie delle resistenze R t ed ir^ > la 
potenza, c oojttdi l'energia dissipala, ^i ripartiscono in modo proporzionale 
ad iti a *l rispettivamente. 



1V.1S. Usare il metodo delle correnti di maglia (/[ ed 1$ tenendo conio che, per 
Quanto riguarda la resistenza R,, la corrente richiesta i {J, - 



IV.lt. Esprimere l'energia del condensatore in funziono della sua carica QU\ il 
etti andamento nel tempo e ricavato nell'esempio E. IV .23, e poi imporre la 
condizione di dimezzamento per ricavare 1*. 



IV.17, La carica presente sul condensatore al tempo t = 0 si ricava osservando che 
il condensatore è piazzato tra gli estremi dì una resistenza facente patte di 
un partitore resistivo. Con il commutatore posto in posizione fl, la F.e.m./e 
esclusa ìli circuita e la successiva scarica del condensatore avviene su una 
resistenza R equivalente ad un'appropriata combinazione di R?, R t ed Rj. 



1Y.1B. Applicare la legge di Ohm generalizzata per il ramo AB e li seconda leggi; 
di Kirchhaff pct la maglia contenente i due generatoli. 



IV.1S. Ricordare la relazione [1V.45] e la discussione che segue. 



rV-lO. Applicare il teorema di Thevenin. In alternativa, in modo più laborioso, 
applicare il metodo delle correnti di maglia alla rete a due maglie in cui il 
circuito può schematizzarsi. 



Capitolo quinto 

Fenomeni magnetici stazionari nei vuoto 



É HOtn fin dall'antichità (Tnlete, Archimede, tradizione cinese, ecc.) 
che esistono dei minerali (ad esempio Fc 3 Oj, detto magnetite) capaci di 
attrarre pigoli oggetti di ferro come limatura, spilli, ecc. Si tratta di tòrze 
che normalmente sperimentiamo con le calamite a ferro di cavallo, barrette 
o aghi magnetici, ecc.; esse vanno sotLo il nome di forze magnetiche. 

Avvicinando una calamita a della limatura di ferro si osserva che 
quest'ultima è altraUa dagli estremi della calamita, in cui appaiono localiz- 
zarsi le sorgenti delle forae magnetiche: a tali zone è stato dato il nome di 
poli magnetici. 

Le sostanze magnetiche (ad esempio calamite) oltre ad attrarre piccoli 
Rammenti di ferro, esercitano anche tra loro delle forze che, a seconda 
libila disposizione relativa dei po1i T possono essere attrattive o repulsive. Con 
ragionamento analogo a quello che, a Ironie di forze elellrnstatiche attrat- 
tive o espulsive, ha condotto alla introduzione di cariche elettriche di due 
tipi o segni, siamo così portati a introdurre poli magnetici di due tipi 
diversi, indicali coi nomi di polo Sud e polo Nord. Questi nomi derivano dal 
fallo che anche la Terra si comporta come una debole calamita, coi pulì 
coincidenti approssimativamente eoa i poti geografici; di un ago magnetico 
si designa come polo Sud quello ebe <*i orienta m direzione del Sud ter- 
restre, e come polo Nord quello che si orienta verso il Nord terrestre. 

Per convenzione, al polo Nord geografico è dunque situato un polo 
Sud magnetico, e viceversa. 

L'esistenza delle forze magnetiche porta naturalmente alla introdu- 
zione dì un campo vettoriale, detto campa magnetica, analogo al campo elet- 
trostatico. Tuttavia il campo magnetico presenta caratteristiche sostanzial- 
mente diverse da quelle del campo elettrico; ciò è conseguenza del fatto 
che mentre esistono cariche elettriche positive separate da quelle negative, 
non è per contro possibile isolare dei monopoli magnetici, che si presentano 
sempre accoppiati nella forma di dipoli magnetici Ciò che si osserva speri- 
mentalmente è che spezzando una barra magnetica che porta ai suoi 
estremi un polo Sud e un polo Nord, si realizzano due barre più piccole, 
terminanti ciascuna con un polo Sud e un polo Nord. Per conseguenza di 
ciò, il campo magnetico ha caratteristiche notevolmente diverse dal campo 
elettrico; in particolare, come si vedrà in seguito, le sue linee di forza sono 



lenomeni magnetici 




Poli magnetici 
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ago 



Azioni fli allieti [J*e esercitate 
da (ili per.co*si da garrente 



Magnctostatica nel vuotò 



sempre linee chiuse e dunque è nullo il suo flusso uscente da una qualun- 
que superfìcie chiusa; mentre nel caso del campo elettrico le linee di forza 
nascono da cariche positive {sorgenti del campo) e finiscono su cariche 
negative [pozzi del campo). Inoltre, le forze subite da piccoli oggetti magne- 
tizzati (aghi magnetici) hanno Mandamento tipico delle azioni subite da 
dipoli, e non delle azioni subite da cariche puntiformi. 

In particolare, un ago magnetico si dispone, all'equilibrio, paralleli- 
mente al campo: cosicché con la sua direzione esso indivìdua in ogni punto 
la tangente alle linee di forra del campo magnetico. 

Un passo decisivo per la comprensione dei (fenomeni magnetici è JW 
servanone di Oersted (1320), secondo cui un filo percorso da corrente 
gcneraTsu un ago magnetico esploratore, eliciti orientanti analoghi a quelli 
esercitati da una calamita. In altri termini, un filo percorso da torrente 
ratiera m campo magnetico. Nell'ambito di uno studio sistematico (com- 
piuto, Ira gli altri, da C.A. Coulomb, J.Jì. Biol, F. Savart, M faraday, lI.A. 
Lorcntz, A,M. Ampere, C. Manwcll) fu evidenziata l'esistenza dì mutue 
azioni meccaniche fra tili percorsi da corrente, e furono stabilite le relative 
leggi. Poiché Le correnti elettriche sono definite in termini di cariche in 
movimento, tutti i fenomeni magnetici furono cosi ricondotti a una comune 
bjtse secondo cui essi sono generati in relazione al movimento di cariche; 
anche le azioni fra materiali magnetici sono interpretabili in termini di 
movimento di cariche microscopiche (correnti atomiche). 

Nell'jnirodurre i fenomeni magnetici, noi non seguiremo l'approccio 
storico (azioni fra corpi magnetizzati); ma partiremo dallo studio delle inte- 
razioni fra correnti (o fra cariche in movimento) in assenza di materia, 
cominciando con l'analizzare il caso stazionario (magnernslatka ne! vuoto). 
Le azioni magnetiche fra materiali magnetizzati (o in presenza dì materiali) 
saranno riconducibili ai fenomeni di magneloslatica nel vuoto, tenendo in 
conto le correnti microscopiche presenti nei materiali: di ciò ci occuperemo 
nel capitolo VI. Mentre dì fenomeni elettromagnetici in condizioni non sta- 
zionarie ci occuperemo a partire dal capitolo VII. 




V.I. l'orsa dì Corcate e vettore induzione magnetica B 

In un sistema di riferimento (laboratorio), siano presemi uno o più circui- 
ti elettrici, fermi, percorsi da corrente stazionaria. Dotiamoci inoltre di un. cir- 
cuito di prova, percorso dalla corrente stazionaria /; in esso, un piccolo tratto 
di circuito, indicato con dì, «ettìlineo, è connesso al resto del circuito da cori; 
nessioni flessìbili, e mediante un dinamometro si può misurare la forza dF 
che d7 subisce ad opera dei circuiti elettrici o dei materiali magnetici pre- 
senti nel laboratorio. Supponiamo inoltre che di sia elettricamente neutro. 

Si riscontra ebe l'elemento di filo di, quando posto in vicinanza dei cir- 
cuiti percorsi da corrente, subisce una fòrza dF dipendente dalia posizione e 
avente le seguenti caratte cistiche: 

a) il modulo dF è proporzionale a Idi, dove / è la corrente che circola nel 
filo sonda e di la sua lunghezza; 

b) la direzione di dF è ortogonale a di; 

e) in ogni posizione, la forza dipende dall'orientamento di di. In partico- 
lare, vi è sempre una direzione per dì tale che per essa la forza si 
annuita; e la direzione per cui la forza è massima risulta ortogonale alla 
direzione per cui la forza è nulla. 
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Questi risultati possono essere sintetizzati ipotizzando che i circuiti 
percorsi da corrente generino nel loro intorno un campo B (che chiame- 
remo induzione magnetica) dipendente dalla posizione, il quale determina 
sul tratto di percorso da corrente / (e orientato secondo il verso di circola- 
zione di /) una forza dF espressa dalla legge: 



I dF= Idi x B 



[V.l] 



La [V.l] (normalmente detta seconda legge di Laplace) costituisce la 
definizione operativa del campo induzione magnetica B. 

Osserviamo che usando la [IV.5] e la [1V.7], la quantità Idi può essere 
scritta ix) mi; 

Idì= JdSdl = nq\ é dSdl^ dNq\ t 

dove dN — ndSdt rappresenta il numero di portatori contenuti nel tratto dì, 
q la carica di ciascuno di essi c vj la loro velociti media (velociti di deriva). 
Sostituendo questa espressione nella [V.lj, essa diviene 



dF = dN-qtiX B 



F= qvxB 



[B] 



forza 



carica • velocità 



e l'unità di misura nel sistema S.I. è 

Weber 



C ' m 



Volt _s_ 
m m 



Wb 



m' nr 
dove con Weber si indica il prodotto (Volt ■ set). 



= TesLa s T 



Induzione magnetica 



r. rtuito J f # <sh effr-A» fa <*ff< ut.*. 
Seconda legge di Laplace 



[V,2] 



In base a questa relazione ci aspettiamo che una singola carica puntiforme 
q, che si muova con velocità v nel campo di induzione magnetica B, subisca 
una forza F data da 



ry.3] 



La espressione [V.3], che fornisce la jar£a_si&jla s d^najarjK& -ìfl, "latomia 
un campo di induzio ne Tpa flneiirj , £ dettaj&rai di Lorentz; essa costituisce 
un modo alternativo alla [V~l] per definire il vettore induzione magnetica B, 
usando come sonda una carica in movimento anziché un circuito percorso 
da corrente.. Misurare B usando la [V.3], benché sperimentalmente più dif- 
ficile, è concettualmente più corretto che non usando la fV. 11: infatti la 
[V.l] vale solo qualora B non subisca variazioni apprezzabili nel tratto di, 
mentre ta (V.3] è una relazione locale. Notiamo che secondo la IV.3] una 
Carica ferma non è suggella ad alcuna forza ad opera dì un campo magne- 
tico; mentre quando si muove essa è sottoposta a una forza ortogonale alla 
velocità. Dunque la forza di Lorentz [V.3J n on compie alcun lavoro: osta 
modifica la direzione di moto di una particella eoe si muove toq una certa 
velocità, ma non la sua energia cinetica (né dunque il modulo della sua 
velocità). 

Le dimensioni fisiche del vettore induzione magnetica B, definito 
dalla [V.lj o dalla [V.33, sono: 



(V.4) 



Forza di Lorentz 




uvea*.?? 
.■su.;. 



f = q v x B 



Valori tipici dì B 


Chdpv 




Elettroma- 
gneti a nu- 
cleo dì ferro 




Magneti 

supercOd- 

duLlorì 


£™ - 5 -r 10 T 
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Un'unità di misura frequentemente usata è il Gauss (O), che è legato 
al Tesla dalla relazione: 

Wb 

IT = 1— r= 10 4 Gauss = WkG 

trr 

Dunque un Tesla (I T) è un campo B tale the una carica di 1 C, in moto 
con velocità v = 1 m/s, è soggetta alla forza di 1 N se v è ortogonale a B, 
Qualora in una certa regione dello spazio agisca oltre al campo di indu- 
zione magnetica B (le cui sorgenti sono correnti elettriche) anche un campo 
elettrico E (le cui sorgenti sono cariche elettriche), una particella carica è 
sottoposta alla forza: 

F=qÉl-ovxB IV .5] 

In condizioni stazionarie, E t B sono funzioni della posizione costanti nel 
tempo; so le correnti e le distribuzioni di cariche non sono costanti nel 
tempo, É e S dipendono anche djl tempo. Con la carica q ferma in un 
punto, si misura il campo elettrico E=- Flq in «nel punta Con due ulteriori 
misure della forai ì\ eseguite sulla carica in movimento per due diverse dire- 
zioni della sua velocità v, si determina il valore di B in quel punto. Si riscon- 
tra in particolare che la direzione di v per cui non si misura alcuna forza 
magnetica (v parallela a B), coincide con la direzione lungo cui si dispone 
un ago magnetico disposto col suo baricentro in quel punto del campo. 

Osserviamo che nella [V.5J la velocità v è una quantità relativa, che 
cambia passando da un sistema di riferimento ad un altro. Affinché le leggi 
dell'elettromagnetismo siano relativisticamente covarianti, è necessario che 
anche Et B siano grandezze relative; vedremo anzi che essi devono essere 
espressioni di una stessa entità fisica (/; campo elettromagnetico), e possono 
trasformarsi l'uno nell'altro passando da un sistema di riferimento ad un 
Invarianza relativistica della altro. Per contro l'evidenza sperimentale mostra che la carica <7 e retativisti- 
carici elettrici camente invariante: contrariamente a quanto accade per la massa, essa non 

dipende dalla velocità della particella. 



Esempi 

E.V.1. Stuiiarr.il ntótè'di una particeli? puntiforme di- massa _m_t coito q in m 
campo ina&oetko -Uiiypmt cim induzione magnetlca S, itti- caso te cui la veto^ 
cità falliate Y fi giaccia j/r un piano ic perpendicolari à & 

La forza agente .'.stilla particella 4 la forca di Lorentz [V.3j: 

F- «v x À 

Tale forza, come abbiamo visto, essendo ortogonale alla v^ocità v, lascia invariato 
il modulojlella velocità: v<() = v t = cost. Inoltre la forza F giace nel piano n orto- 
gonale a e dunque è sempre ortogonale a B stesso; il suo modulo vale dunque 
/™ qy t B ed è costante nel tempo. Nel suo moto, la particella .è sottoposta a una 
forza di modulo costante .normale alla velocità; essa compie pertanto un moto cir- 
colare uniforme con accelerazione centripeta a, data di: 




P 

' m 



m 
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P'iltra [Kirte sappia ino che in un moto circolare uniforme è a„ = v'i/R, dove fi è il 
raggio della traiettoria; dunque 

—2- - -2—2 — ; da cui fi - — =- 
P. ip QB 

[| raggio di curvatura fi è dunque proporzionale alla quantità di moto bv, delli 
particella. . . . 

La velocità angolare u 4 tale che v„ = wft. da cui: 

». qfl 



Poiché d'*Kni parta u = ^y-, il periodo di rivoluzione £■= -^j- = ■ s risulta 
imlinendenie dalla velocità v,, delia parliceli». . . : 



ÉiV.L t*<i pariitxtta di massa me carica q entra in vna zóriu ili campo magnetico 
uni/nane con velocità v„, che /arnia un angolo 8 foni <f lince- di /unii del vet- 
tore induzióne magnetica B. Supponendo che- la particella sia soletta atte 
soia ftrrsa dì Lorena, determinarne il molo. 

Decomponiamo la velocità v„ nei componenti v Di e v tM , rispettivamente per- 
pendicolare e parailelo alla direzione dì B. Si ha: 

. ■ \<,, - v„ sind Vi = v » 

La forza di Lorentz [V.3], essendo ortogonale »_|, non ha componente parallela a 
B, mentre la eua componente ortogonale a B vale 

r\ IT! • :< 51= i»v'„, x B\ ■ «v, t ; « «... SsinO 



Ducine la velocità della particella para Ili: lame nté a B «costante pari 9 
v„ eii9e;.rnenlre la pmiciione iisl, mòto, nel piane Ortogonale □ S é un moto 
circolare r ujlifcrme (vedi esempio t V.i). o>n reciti e periodo f dati rìstiettiva- 
itienfe da.- ; ■ ■ ■■■■■■ -\ 

_ . ).r.m ■■ ' '■ ■"'. '■';■.- ■■■ • 



Inni a 

- V„ COSA 



«fi 



Problemi di questo tipo possono essere ovviamente affrontati, in termini più siste- 
matici.: proiettando sugli assi coordinati l'equazione del moto 

... il'r ,-. . r 

m —^r — <t £ + 0 v x a 



t K 



B 



Là traiellòfià della patlicèlla nello 'spazio e un'elica cilindrica, il cui passo p i d , 

dato' dai ■' |**| 
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Nel caso in esame {E** 0; B = cosi)! scegliendo je asse (ad esempio l'asse z) paral- 
lelo a 8, le proiezioni sugli assi de] l'equazione del moto si esplicitano nel sistema 
di equazioni differenziali lineari a coefficienti costatili 



di' 

di' 
dh 



di 



B 



dx 
di 



- 0. 



che, date le condizioni iniziali, può essere risotto con relativa semplicità attraverso 
consolidate procedure matematiche. ....... ■ ■' ;■ 




Interiore L6d lumpig 
macchini «le!troititig»l 



K,y,3, Aazteravsri .cirtqìaH diparticene. I ... 

Esistono hiòlli tipi. di. acceleratori dì particelle, la maggior" parte dei quali (e in 
particolare quetìi circolari detti ji«fróii*ti) É'ório basiti siili a (orisi (fflóreÉlz [V.3J. 
Le particelle vengono iiùeltate.in una camera toroidale (ciambella] dove compiono 
una traieiln™ approssimativamente circolare. La ciambella è mantenuti «otto 
vuoto spinto perditore' che le particelle urtino contro lo molecole del gas, e ven- 
gano cosi. diffuse lontano dalla traiettoria programmata. La forza centripeta neces- 
saria a mantenere le : particelle nella loro orbita è fornita da un campo magnetico 
ortogonale al disegno; campo prodotto da elettromagneti entro cui la ciambella è 
alloggiata. In uno o più punti della loro traiettoria, le particelle incontrano un 
campo elettrico che le accelera. Naturalmente il campo acceleratore non può 
essere un campo élettmstatico^Jie ess endo conse rvativo non com pie alcun lav oro 
lungo una^lettonTcbittsa. Nei sincrotroni il carhpo àccéléìatore e un campo oIBt- 
trito variabile nel tempri con opportuna frequenza, In modo che le particene lo 
incontrino sempre in sincronismo quando passano nel punti prestabiliti deità traiet- 
toria. 

Poiché il raggio di curvatura R delia traiettoria delle particelle, è-costanie, via 
via che aumepta hi loro, quantità di moto, ti v $ necessario, ch^.il ^nntpQ magne-, 
lieo È aumenti 4. intensità in modo che resti sempre soddisfatta la relazione 
(wv/48) = H, c.ò viene li (tu variando opportunamente, durante il ciclo di accele- 
razione, hi correnti! di ; eccitazione degli elettrtSrtiagnetl, 

'. Le considerazioni di principio ora svolto: sul fiinzionameiitó degli acceleratori 
rotano valide aneti; quando li alte velociti raggiunte iche negli .aewlwiitori di «Ita 
eEejgiÉ poasoao èssere assai prossime alla velocità delia lucei, impongono il ricorso 
alle equazioni tieMs dinamica relativistica. 



V.2. Azioni meccaniclie su circuiti percorsi da corrente stazionaria 
in un campo magnetico estemo 

Le azioni meccaniche cui è soggetto un circuito percorso da corrente / 
costante quando è immerso in un campo di induzione 8 costante, nel 
tempo sono completamente descritte dalla [V.l]. Naturalmente, l'uso che di 
tale relazione deve essere Tatto è diverso a seconda di quali siano le caratte- 
ristiche del sistema con cui si ha a che fare, e di quale sia il problema che 
Circuito meccanicamente fles- deve essere risolto. Ad esempio se il circuito è costituito da un filo inesten- 
àbìle sibile perfettamente flessibile (per cui dunque ogni suo elemento è libero 

dì muoversi, sottoposto all'unico vincolo che la lunghezza totale del filo 
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non cambi), per ogni elemento dì arcuilo la forza [V.l] sommala ad altre 
eventuali force agenti su quei l'elemento deve essere uguagliala alla massa 
dell'elemento dm= Xdl (X densità lineare) per la sua accelerazione; ovvero 
deve essere uguagliata a zero quando sì voglia trovare la configurazione di 
equilibrio del circuito. Va osservato che quando un circuito elettrico si 
muove in uo campo magnetico, in generale - come discuteremo in detta- 
glio nel capitolo VII - si generano ilei fenomeni che tendono a modificare 
la corrente che circola sia nel circuito stesso che nei circuiti che generano il 
campo magnetico esterno. Per cui se si suppone che la corrente / che cir- 
cola nel circuito sia indipendente dal tempo (e che anche il campo esterno 
B sia costante) è necessario supporre implìcitamente che in ogni circuito sìa 
inserito un opportuno generatore dì fe.m. capace di mantenere costante la 
torrente; owero è necessario porsi in condizioni di equilibrio meccanico 
{così come noi lardino in questo capitolo), cioè io condizioni tali per cui 
ogni elemento dei circuiti elettrici (alimentali in corrente continua) sia 
immobile nello spazio. 

Un altro caso notevole di grande interesse si ha quando il circuito con- Circuito meccanicamente 
sideiato sia rigida, cioè di l'orma immutabile. In questo caso per descrivere ngiil" 
la dinamica (e in particolare per descrivere la statica) del sistema è suffi- 
ciente calcolare il risultante / e il momento risultante iVf delle forze agenti 
sui sistema slesso: 

F= I <J> (dìx /i) rV.6] 

m = / (|> (?x (dì* è)) ry.7] 

dove con $ si intende l'integrale di linea eseguito su tutto il circuito; ed r 
rappresenta la distanza dell'elemento dì di circuito dal polo scelto per il cal- 
colo dei momenti. 



Esempi 

K.VA Vn filo metallico perfettamente flessibile di ttinghiiifji L (Inentetisibile) chiuso 
xteuto è pwftnfi da una .cvrtetitt 1 copiente; esso viene immerso in 
- an conine dì induzione, magnetica itntfórtTie' A- Determinare la configurartene 
di equilibrio assunta dai .fìio t supponendo che .t'unicà forza esterna su di 
. essa agente sin io P^-IJ e dùnque \trn\eurandp In particolare l'effetto deità 
'- fòrza peso. \ . 

Pliche; il filo costituisce una linea chiusa, h .forza fy.J] non può essere nulla 
p^er tutti i suoi elementi di {ciò accadrebbe solo qualora tutti ì t/l fossero paralleli a 
ti), dunque affinché il filo sta in equilibrio deve intervenire un'ulteriore forza oltre 
iHa.[V-l]. Poiché per ipotesi non agiscono altre forze esterne oltre alla [V.l], l'urica 
possibilità é che il filo j; tenda: star il modulo della sua tensione. Consìde riamo un 
tratto elementare di fila di lunghezza dì; sia y il suo roggio di curvatura locale. 

la. condizioni di equilibrio le tensioni f L e f;. lànger/ti ai suoi estremi hanno 
risultante centripeto (diretto verso il centro dì curvatura C) di modulo pari a 




taìe da equilibrare la forza magnetica/. = Idlx 8. Poiché quest'ulti ma giace su un 
piano ortogonale a B, anche la tensione, che giace nel piano in cui si sviluppa di, 
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de 



deve essere ortogonale a B. Dunque tutto il filo si dispone necessariamente su un 
piano ortogonale a B. Per l'equilibrio la forza magnetica F m deve essere centrifuga; 
e il suo modulo che vale ìdlB (poiché di e B sono fra di loro ortogonali) deve 
essere pari al modulo j^ + fjldel risultante delle forze di tensione. Dunque; 



td!B = 



tdl 



cioè 



IB 



Poiché v, l, 8 sono unifórmi lungo tutto il Ilio, tale deve essere r. il filo deve assu- 
mere la configurazione circohre. Ma per un cerchia r = relazione che sosti- 
tuita nelta 'precedente esprcrcibne ci tia: 

LIB 
2n™ . 

Óutiouè riaàsumeìtdQ: il filoni dispone su un pinoti ortogonale a. & e assume la 
confitti ragióne circolare, iii.rriodo che la corrente circoli in vcrw antfwmo intorno 
a tì (uOHujzionÉ /Ictejta perché fi, sia toniti fiij^i); la tensione t del filo risulta 
essere proporzionale a! prodotto LIB. 




E.V.5. Calmiate : In : f?T7n risaltante su un aratilo chiuso percorro da offrente I, 
dispuslo iti un campo dì induzione magnetica uniforma B. 

Si tratta di sviluppare la [V.tì], inserendo io essa la condizione crie B sia bi- 
forme: . ^ ; ■ 

/ <f> (dfx B) = lihdflxB^ 0 ^ ,,■ 

lnfatti ^ di~% Osserviamo che mentre $ dl=* 0, $ di è pari alla lunghezza del 
circuito ed e dunque diverso da zero. 



E.V.tì. Z>wt punii C e .D sono Sii estremi di un tratto di tjratito t petcotso da corrente 
1, immerso Iti tttt cqmptì di induzione nwigneticn H uniforme. Colmiate ti nsui- 
ianie della - forzi magnetica F*, agente itti tratto di circuito, /.-. 

Si ha: . ■■■ 

f„ - i'^ idi . <i) - / (l « j <5 ^ i-cb-x i 

dove .CD Hi segtneòle orientato che congiungé C con D. .Osserviamo che purché B 
sia uoilòrme, la forza" risultante' dipende solo dagH estremi, e non dalla lunghezza e 
forma del filo. - 



Grande interesse teorico e pratico ha il calcolo delle sollecitazioni mec- 
caniche che un campo di induzione magnetica esercita su una spira rigida 
percorsa da corrente costante I. Cominciamo col supporre che il campo B 
sia uniforme. In questo caso, poiché il risultante delle forze è nullo (vedi 
esempio E.V.5), la sollecitazione risultante è una coppia, di cui ci propo- 
niamo di calcolare j] momento. Consideriamo il caso che la spira sia piana, 
di forma rettangolare, e orientata rispetto al campo in modo che due suoi 
lati (lato 2 e lato 4, di lunghezza a) siano ortogonali a fi. 1 lati I e 3, di ugual 
lunghezza * e percorsi dalla corrente I in versi opposti, sono soggetti alle 
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forze F, ed F, che costituiscono una coppia dì braccio nullo. I lati 2 e 4 sono 
soggetti a forze F 2 ed F t anch'esse uguali ed opposte, ma in questo caso il 
braccio vale -frsinS; poiché il modulo di F 2 ed F, vale F t — F 4 = laB, il 
momento di questa coppia ha modulo M dato da: , * 

r i li ■■ 

M- (/oB)isin6 = [(ab) Bsin6 = /S*sin6 

dove 5= ab è l'area della spira. Vettorialmente, questo risultato può essere 
posto nella forma: 

M=ISàxB = nìxB rV.8J 

dove in è definito come 

m - /sn ry.9] 

/ è li corrente che circola nella spira, S è i'area della spira stessa, e n i il 
versore della normale aita spira orknlatv in verso loie che esso veda circotare 
la corrente in senso antiorario. La [V.8] vale iti realtà qualunque sia la forma 
della spira piana, e non solo nel caso da noi trattato di spira rettangolare; 
questa affermazione vetrària noi giustificata fra poco. Osservando l'analogia 
fra 1a [V.R] e la [T.62.bJ (M=ji x É,) che forniva il momento esercitato dal 
campo elettrostatico su un dipolo elettrico di momento p, viene naturale 
definire il vettore m dato dalla [V.9] come momento magnetico delia spira di 
area S percorsa da corrente 1, Questa definizione è giustificata dal fatto che 
l'analogia fra una piccola spira percorsa da corrente e un dipolo elettrico è 
completa: nel corso di questo stesso paragrafo estenderemo infatti tale ana- 
logia a tutte le sollecitazioni meccaniche subite da una spira immersa in 
campo magnetico (e non alla sola coppia esercitata da un campo di induzione 
magnetica uniforme cui abbiamo fin qui limitalo la nostra attenzione); 
mentre nei paragrafi [V,3] e [V,5] la estenderemo al campo dì induzione 
magnetica generato da una spira. II fatto che una spira percorsa da corrente 
si oompurii come un dipolo magnetico di momento ih — ISlì va sotto il 
nome di teorema di equivalenza dì Ampere, la cui dimostrazione verrà dun- 
que da noj completala nel conio di questo e dei prossimi paragrafi. 

Prima di proseguire, osserviamo che la [V.S] - secondo cui il momento 
meccanico subito da una spira immersa in campo magnetico è proporzio- 
nale alla corrente / che circola nella spira stessa - giustifica quanto ave- 
vamo anticipato nel par. IV. 14 quando abbiamo descritto le modalità di fun- 
zionamento del galvanometro. 



E&cmpio 

E.V.7. Un disco di materiate ìsolante di raggio R. caricalo uniformemente con carica 
Q, mota intorno al suo asse con velocità angolare u. Quat'è l'espressione del 
momento magnetico dei disco ruotante? 

[1 momento magnetico di una spira piana è espresso, per definizione, dalla 
[V.9], IJ disco ruotante, carico con densità superffcjàicfO — Q/ttR 2 , PPà essere assi- 
milato ad un insieme di spire circolari dì raggio r{0 < r< /?) e larghezza infinite- 
sima dr, ciascuna percorsa da corrente di data da: 




I bdtiS 




Momento magnetico dì una 
spira percorsa da corrente 




.. dq dq 
di = — — - — — ù> 

T 2il 



con f periodo di rotazione del disco e dq = odS(dS-= 2n rrfr). Dunque il momento 
magnetico dm delia spira elementare vale; 

dove n è. il versore normale al disco, 11 momento magnetite totaie <fò[ disco si 
ottiene sommando i contributi delle singole spire cEemerjtari: 



J dm = rffJJtw J r 3 */r - rfoTt(j 



Sostituendo fi — — si ottiene infine: 

m = 



[| tal cole delle elicci iasioni meccaniche clic in Rcpcrale si esercitano su una 
spira permea lIn eurrenie costruite / immersa in un campo di indurrò™; magnetica 
costale {ma non necessari a munte uniforme) B, può essere erTellutdu con relativa 
semplici li ricucendo u considerarlo ni energetiche, ed applicando poi il mei mio dui 
lavori viri Hill i da noi introdotto ne] par 11.3, 

Consideriamo dunque una spira t percorsa da corrente / ed immersa nei campo 
magnetico J? n e supponiamo che ogni suo elemento dì compia uno spostamento de- 
mentare dx (in generai e ds è diverso per ogni elemento dì) cosicché la spira si porti 
nella configurazione /' Per far uimpiere alla spira quesLD spostamento (senza che la 
sua energia cinetica vari) è necessario applicare dall'esterno ad ogni clemente» una 
fory_a df uguale ed opposta alla forza JF che sull'elemento esercita, il campo di indu- 
zione & (cu. f V. 1 ] ) : 

df= - d?^ - IdJy B 



Dunque per lai compiere aJJn spira lo spostamento elementare die la porta da I ad 
e necessario compiere dall'ex lem ci mi Iwvom dL (uha rappresenta anche la varia- 
zione dU m di energia potenziale meccanica subita dal]» spira in uuii sequenza di tale 
spostamento elementare) dato da: 

dU m - di = dj> rts - dì dì- t (J> {di* B) > dS |V10] 

Ma uer un* nota proprietà del prodotto triplo misto tra vettori si ha: 

di x B- rfs » dsx di - B = - dì* ds*B 
che sostituita nella JV.10] ci dà; 



dU m = i CD {dì x ds) B [V I 



D'altro lato il prodotto vettoriale di x di = df dx sin-fl (dove S è l'angolo che di 
Forma con ds, ed è il versore normale al piano definito da df e iti) rappresenta 
l 'elemento di superfìcie dS spazzato da dì (c indicato col tratteggio in figuro); dun- 
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que l'integrale 1 V,l 1 J può. essere scritto nella formi 



<W m - l\ dS B = t<S>^{B) 



\VA2] 



rappresenta il flusso di B attraverso tutta la superfìcie (indicai col tratteggio in 
figurai che v^ene spazzala dalla spira per pollarsi dalla configura binine / aUa confi- 
gurttfione f. Consideriamo ora una superfìcie cMusa, costituirà rie una superficie 2 
avente come contorno t y da-Ha superficie dZ, e da une superficie 2' ovante come 
contorno V. Poiché il flusso totale di B uscente da ogjii superficie chiusa deve 
ci&etc nullo (per una proprietà gcncrnle di 3 enunciata airini/.io di questo capiroln 
e approfondita nc[ par. V.4) deve essere: 

dove ^ ™ il flusso di B entrante f]» E, e fl^p i [lussi di ti uscenti rispettivamente: 
da e da rfil: per cui 



che sostituita nel Li [V.L2] ci dà: 



(V.13| 




Da cui segue che rcncvgia potenziale meccanica dulia spira può essere scritta, a 
mena di una «istante additiva arbitraria., nella Ibrida 



/*(£? 



IV.14] 



A proposito di questa espressione osservami! quanta segue: 

a.) ®{B) lappresenia il flusso di B aarav^rao una suptificie il elle abbia 
come curHtimu la spira / tìd orientata fn modo che dal suo v.ethO positi m si v v&dùx 
circolare La Corrente in senso tiHUùfzrio. Questa espressione, benché non sia in essa 
specificata k particolare Superficie E fra le infinite possibili, non h ambigua: in latti, 
considerale due diverse su per liei 2 che abbiano f tome contorno e che siano orien- 
tate concordemente, il flusso di B attraverso di esse deve essere uguale (come con- 
seguenza della già citata proprietà di 8 per cui il spo flusso attraverso una superfi- 
cie Chiusa è nullo). Per questo motivo Si usa parlare di flusso di B concatenato con 
fa spira senza specificare la particolare superficie S h avcnle la spira come contorno, 
su cui il flusso stesso è stalo calcolato. 

b) La [VA A] è stata da noi chiamala, enei^ia potenziate mccaiiìiai\ essa infatti 
è stata calcolata ipotizzando che / e B siano costanti nei tempo, senza però tenere 
conto dell'energia che - affinché ciò accada - deve essere erogata dai generatori che 
alimentano \ circuiti. La fV. ]4j è pertanto perfettamente adeguata al calcolo delle 
sollecitazioni meccaniche che si esercitano su un circuito percorso da corrente 
costante / immerso in un campo di induzione magnetica È costante nel tempo; ma 
non al calcolo dell'energia elettromagnetica complessiva. Questo punti) verrà da noi 
ripresi net capitolo VT1, 



Energia p "tendale meccanica 
di un:3 spira immersa in uu 
campo di indù/ Km e magnetica 
B 



Flusso di B concatenato con 
una spira 
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Una volta noli il campo dì induzioni magnetica H in funzione delle coordinate, 
della torrente /, delia geometria e delie caratteristiche meccaniche dei/a spira, 
l'energia IV. 14] può essere espressa in funzione dei parametri geometrici che descri- 
vono il sistema; e [e sollecitazioni meccaniche possano essere a quel plinto calco- 
late facilmente (almeno dal ponto di vista concettuale) usando il metodo dei lavori 
virtuali, Noi ci limitiamo qui a considerare il caso di una piccola spira rìgida; ma 
prima ancora osserviamo che Ja jV.14] ti consente di risolvete l'esempio EVA in 
maniera estremamente semplice. Infatti la con figurazione di equilibrio di una spira 
è quella che dovendo mtnìraizzpre l'energia V m deve massimizzare il flusso 4><fl); e 
se si tratta dì una spira flessibile in campo magnetico uniforme il massimo flusso si 
ha per la configurazione circolare disposta ortogonalmente al campo. 

Consideriamo om cna spira rigida di arca S sufficientemente piccola perche il 
campo 8 calcolato al suo centro rappresenti eoa approssimazione sufficiente mente 
buona il valore assuato da ti in tjtjnì punto dì 5, U flusso r.nncn tentiti con la 

xnira puù allora c^iere scritto semplicemente nella formai 



C la |V.14| diviene: 

U m -= - ÌS S = - 1$ 8 - - m B [V.15J 

avendo definito, in analogia con la |V r 9J che avevamo ricavalo in un caso partico- 
lare notcvole h il momento magnetico' m di una spira come 



SoUecìUzIoni meccaniche su 
tuia piccola spira rìgida 



IS 



IV.16] 



Osserviamo che, essendo la itpita rigida e piccola > la dipendenza della [V.15| dai 
paràmetri geximclrìei (rap presentati dalle coordinale v, z del punto in cui La spira 
t disposta, e i\n\V uri c n Lamento della normale alla spira rispetto olla direziona: kH^de 
dal camp») è contenuta solo nella espressione 8— 8 tXj; del campo come fun- 
ziona delle coordinate e nel coseno dcll'an^cdo che implicito me nlt compare nel 
prodotto caline. Panante; con passaggi faTmaìmcnli; identici a quelli Chs tifila 
[1.59] ci hanno podato alle ILG2L otteniamo: 



F =- grad (ni • S) (m = costj 
AI - m x. S 



come espressioni del risultante e del momento risultante delle forze che si eserci- 
tano sulla spira. Le [V. 17] (la prima delle quali può essere sviluppala tri forma Ana- 
fora alle 11.63] e alle JJ.64J) ci dicono che una piccola spirti rigida (indeformabile) 
immersi in un campo di induzione magnetica B si comporta dal punto dì vista 
delle sollecitatoci meccaniche che su dì esse si esercitano, come iw dipolo magne- 
tico conjìtonwnto di dipolo mastico m = /S> Tn questa definizione, il verso posi- 
tivo di S (e dunque anche dì ni) è quello che vede circolare la corrente in senso 
antiorario. Questo enunciato rappresenta la prima parte del teorema di equivalenza 
di Ampere, che ^crrà da noi completalo nei prossimi pHr^rpiFì. 



\ 
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V.3. Camp» B„ generato da correnti stazionarie nel vuoto 

Abbiamo già accennato all'esperienza di Oersted, che evidenziò come 
un filo percorso da corrente produca un campo magnetico nello spazio cir- 
costante. Tutta una serie di esperimenti porta, a concludere che, fissato un 
sistema dì riferimento, un circuito (' fermo in cui circoli corrente staziona- 
ria ijenera nello spazio vuoto circostante un campo di induzione magne- 
tica Bv che può essere calcolato come somma di contributi elementari dB„ 
prodotti dai singoli elementi di' del circuito, la cui espressione è: 



d/ì,= 



4n 



di' x Ar 



[v.ni 



dove &r= ?— ? è la differenza fra il vettore posizione r del punto P in cui 
si vuole calcolare il campo e il vettore posizione f* del l'elemento di'. La 
costarne u„, detta permeabilità mùfftettea del vuoto, nel sistema S.J. vale: 



. ,„ -, "-- s a ■ „ ,/ Henry \ A 1( ,_,/N\ 

= 4 ir ■ IO"' = 4 ir ■ 10 7 -H — 4tt ■ 10 7 — - 

m \ m I \A 2 1 



(V.1S] 




dove si è indicato con Henry il prodotto Ohm per secondo. La [V.17] viene 
spesso indicata cól nome di prima formula dì Laplace o Legge di Bìot e 
Savart. Evidentemente la [V.17] costituisce una estrapolatone teorica di 
situazioni sperimentali relative a circuiti finiti; la sua verifica discende dalla 
constatazione che il campo di induzione magnetica B„ generato da un cir- 
cuito finito /' e misurato nello spazio circostante soddisfa ]a relazione 



_Hv_ 
4ir 



di' x Ar 
|A?P 



[V.19] 



Le relazioni [V,17] e [V.19] si riferiscono a circuiti filiformi, tali cioè che la 
sezione 4" del conduttore abbia dimensioni lineari trascurabili. Se questa 
conditone non è soddisfatta, la general izzazlone è immediatamente otte- 
nuta ponendo in esse 



J(?) dS' 

(J(j r ) è la densità della corrente nella posizione ?); la [V.19] diviene: 



4it 



4n 



|AF|' 



dove d? è l'elemento di volume del circuito percorso da corrente e t 1 il 
volume complessivo da esso occupato. Nel^ ricavare la (V.20] abbiamo 
tenuto conto del parallelismo fra J(F) e di'. 

La \V.19] e la [V.20] rappresentano la legge fondamentale della magneio- 
statica nel moto; sviluppiamo ora alcuni casi particolari di interesse notevole. 



Prima formula di Laplacft 
o Legge di Bini e Savart 



[V.20] Circuiti non filiformi 



Legge fondamentale della ma- 
gnetosiatica nel vuote 
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Esempì 



Campo B da ilio rettilinei) in- 
definito 




MANO DESTRA 



Formula di Biot a Savart: 
B " 2nr 



z 




dC 
P 








2 


A 1 





E,V.fi. Calcolare il campo di induzione magnetica generato da un filo rettilineo inde- 
finito percorso da correrne .uaiionaria l in ita punto P a distanza r.dutftia. 

IJ tranci rettilineo di filo è abbastanza lungo, rispetto alla datatila /, da poter 
essere considerato infinito nel. calcolo esplicito della [V,19] 



S,. 



Questa espressione implica che si consideri trascurabile il contributo à;B a da parte 
dullii porzione <ii filo cbé chiude il circuili) (formalmente, il ciretiifò.si ttiiudéairiiK 
finito).^ Osserviamo che lutti' gii elementi di' del cirtuito forniscano,, in .lin fiswiijo 
puntò />ik:io spazio, co.urtbju A 1 ?, tra di loro paralleli e concordi (noironll .:l piano 
deli bitp dal filo- e ila Tenuto (onio ^nehè della simmetria cilindrica della (srjnlìr 
gurazìitne della corrcitte, li' vede the le titióe di forza di "6„ sono xlrcónltrélsze 
disposto su piani ' r. porrindicolari al fili» é cefitrale su) filò stesso.; Il y-erso dei vet- 
tore S (antiorarfò Jispéttà illà corrente)' può -itnnefe. t'acttmenU! visualizzalo' in base 
jilla.rfga/fl della jtiàttp.tiestra pef cui, «e si, dispone il pollice destro ctincortìemervté 
alla corrente, il senso ili; avvolgi me n (od ì B t c concorde a mitilo delie altre dita pie- 
gate. Calcoliamo ora il modulo di nel punto P a distanza r (li! filo; st ha 



dì' „ 



Introducendo la variabile: angolare a si ha: Q ; ^.tt ) 

sine = coss, y=ftgo;; dr' - di' ~ jjj^ da; ar " 
Sostituendo queae espressioni nell'integrale si ha ■ 

' - - „ [ ,- ■ .*>/ ■:" L •-<>:» ■ »■<*'■» ■ ■■ w^r" ■■ A 

BA'i ■= • J T^ \ . [—r— coste ■ > - I coso da. 



da citi 



fV 211 



dove fé il' versore della langsnte aita circonferenza df raggiò, r gì j carile Sul. p.isjjo/ n. 
Questa espressione rappresene là formula.. di itiòt e Satfcjrf . pec un lìlq rfitfijjrieo- 



E.V.9. Calcolare ti campo B„ generato nel vuota, in un punto P del .Vuo asse, da «Hit 
. spira circolare .di raggio f? percorsa da correrne stazionaria l. 

Fissiamo un sistema di riferimento con asse i coincidente con Tasse delia spira 
circolare e con origine nel centro della spira stessa. Nel punto dell'asse a distanza z 
dall'origine, il contributo (f£t„ dell'elemento di' della spira vale 



-Jìl. 
4n 



di' X ir 



ry.17] 



Come si vede in figura, di' è sempre oitogonale a ir; e per ogni elemento dt':.t\t 
esiste senipri: un altro "diametralmente opposto Cile dà un coiittibiilo dB,. uguale in 



Fenomeni magnetici stazionari nei vuoto 203 



niodujo: il precedente, mu <^n- componente ortogonale, a i- opposta.. Pertanto, B a 
sarà diretto secondo l'asse z, e il suo valore sarà dato. da Ila somma delle componenti 
dBm della fv.V] {dB^ = dB„ sin a). Dunque: 



, sino t ., 



p- sin et 1 



4it 



8111 U n- rf 




dove ri è il veisore nonnaie alla spira (coincidente cól versore k dell'asse 1). Tenuto 
conto' die: 



l'espressione 



R 



precedente' drvtenc' 



con Bt= ÌHH^S'^fS ìriohiérìtò 'magnetico dslIàVwiiìri". 
" :: Al ; centi» Sella spira (i = 0) il ùanìpd '.Si. vale " 



2:1 lt J 



' rv.22] 



ÌV.2J] 



Campo flr, sul l'asse di una 
spira 



Campo di induzione B^al cen- 
tro di una spira 



Al di fuori dell'asse, le linee di forza di B t hanno l'andamento qualitativo mostralo 
in figura. Si traila di linee chiuse, del tipo delle linise di forza del campo elettrico 
generato da uno distribuzione dipolare di cariche. .Quesra somiglianza qualitativa 
sarà posta in forma quantitativa -b iti avanti (ita nei prossimo esempio che, in ter- 
mini più geherali. nel paragrafo V.5).: 



E.V.10. Confrontate l'espressione dei campa B„ prodotto a grande disianza, lungo II 
t [suo. asse., da una. spira .pregiare _ùj raggio R . percorsa., da. corrente ì, con 

/■Lt/I&r^resptàstoii* ,d?l^ ., sa 9 Tà'ctà* s 

. ■fflOfttèx{o da un dipolo elettrica. ■ : à**w*i 

/ Lungo l'asse: del la spira,: assunto come jsss-a-cunyriitirle al. centro della spira 
Stés^:&. ; ciirApe:84r).£' dillo (Ini.:. |V22|: : ; .- .-. : ^::.' ■ 




;À-P4flite: tìiatw(i» '*) "questi : espressióne fdiviene : ; " :;_j 



...J... 



Ker quinto : riguarda ir campò elettrico generalo dà un. dipolo di momento /, si ha 



gif:, .«4^ 

l'cnejdo r—z, e. tenendo conto che / è diretto cpms 



è dirètto come Tasse 2, possiamo scrivere 
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ì\ confronto fra E„(z) e 5q(z) conferma, almeno per quanin riguarda il comporta- 
mento lungo l'asse, che a grande distanza una spira percorsa da corrente -3i com- 
porta come un dipolo magnetico di momento magnetica m — is (non solo per 
quanto riguarda le azioni meccaniche subite, ma anche per quanto risimid a il 
campo B« generato). ^ ^ 1 1 f flyi f//i>//V q4(xl * //^ C&^pOUW t 



Campo B a da i 
di corrente 




EMÀL Un nastro conduttore rettilineo, di pìccolo spessore: e molto fango, ha lat- 
! ^ ehezza b ~ 5 cm ed è percorso da una corrente, costante ed uniformemente 
A ^^distribuita sulla sezione dei nastro, la cui intensità e I — IO A, Calcolare, nel 
tv. ruolo, iì valore di B„ in un punto dei piano n individualo dai nastro (piano 
d#l disegno) a distanza '. { =. t0 cm dal fiordo più vicino, dttf. nastro r 

L'erleUo cmnples&ivo die! na&lm p&rctjrso da Garrente / può e.ttere ultonuUi 
sovrapponendo gli òffctfi etèrheaiajl tioUé strisele " péràlfòlèj dì larghezza ade, ih cui 
si pnù pèn&irè (^ecùippóitù 11 nastro. Ogni srri&cia etementare fequivQJé ad ufl ;fik» 
icttilin^o mdcfiojtp, jl cui ijontiìbuto dB v ni catiipo prodotto dal nastrò è dato dalla 
relazione d~t BtOL e Sa?arl [V,2lj + La corrente d/ che passa nella striscia elementare 
a chush dei la dÌBtritiuidoiie uniforme della corrente, vai? \ 



per cui, usando [ simboli definiti in figura, sì ha: 



dB Q = 



dx 



2hjc 



dove /lèi! versore dèlia normale al piano % orientato positivamente verso il basso. 
In ogni punto fi 2 i contributi sono paralleli c concordi {osserviamo che se P fosse a 
sinistra del nastro, rtgxiì.dB,, sarebbe orientato verso l'alto); per cui l'integrate può 
essere eseguito sempJiceìnenteT 



; ite 



Ivi 
vile: 



Numerieimenté, U modulo ^ 
li colcoio è sialo c(TeLiuji,o W8) > apterna S.L, B iiimquo' ii risultalo è : espressd in 



s:-.io: 



MI) ' 



E.V.12, ?/rf so/enoide rettilìneo é costituito da unifica, cilindrica dì fitti \ conduttore, 
■ còme /nastrate in figura S#pp#Qiajno c#* r«viw/£jhr<?fttò stàgeonieiìicajnfnfe 
anifo/rrte (passò dell'elica costante) e ci siano n spire per unità df lunghézza^ 
Ciascuna spira pud essere considerata còme una spira .. circolare piana e 
quindi rinttrp sphhalde è t in sàslànza t una successione compatta di spire 
upiùiì percorse dalla stessa aìrrepte. Se il solenoide è percorso da corrente i 
ed ha lunghezza' l. calcolare il campa B fl in un punta dall'asse dei &olenoìdz t 
. suppanenda cne tutta sia nel vuoto* 

lì campo di induzione magnetica si calcoJa aoramanrìo i campi generati dalle 
singole spire che costituiscono il solenoide. Nel caso di questo esempio, in cui si 
chiede il campo Ì 0 sull'asse del solenoide, i campi generati dalle iingole spire sono 
quelli calcolali- neU^emp io : E,V,9; 
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Consideriamo un punto P sull'asse del_sdenoi(le Casse*), a distanza x dall'ori- 
gine (vedi (itera) e valutiamo 11 campo ffS„ generato in P da una fettina di sole- 
noide di Spessore situato a distanza i dall'origine. Se n 4 il ninnerò di spire per 
unità di lunghezza, ìi numero di spire contenute nella fettina di spessore d£ sarà 
« i/£ ed il campo nel punto P, che dista dalla fetlma considerata di U — 5), sarà, per 
li [V.22|: 



dove f è il versore normale alle spire coincidente col versore dell'asse x. 

li campo B„ totale si ottiene integrando, sulla variabile ^ al suo variare tra il 
valore tt ed il. vuiure /..Per sviluppare questa. integrazione è conveniente introdurre 
la variabile angolare * mostrata in figura, pet_ la quale valgono le relaiioni: 



È, dltrerenzianflo, 




tg 1 6 cos 



da cui 



«rie 



In termini della variabile angolare il contributo al campo JJ 0 sull'asse, da parie 
della Fettina di solenoide di spessore d£ diventai 



2 |/t ! /sin J e| 5 ' 2 sin'e 



Il campo.;*,, risultante ti ottiene intcjfandò !sù tutto il iójehoide, cioè tra i ' valori 
«stremi 6, e 0; indicati in figara: 



LV.24] 



Se il solenoide ha lunghezza motto massi «e del rafjski il » K), per punti 
ifibri Irbji^ò pressimi alle estremità' del solenoide, iss'ha '8> Ò, èj -+ k e rjùrnrii 



Solenoide «infinito» 



" P<^f' ] ' 



(V25Ì 

Sulì'$gS3.r jdel solennide.il vettore indazione' magnetica è parallelo all'asse stesso, 
KeUa.zprta ira i fiK, come si vederne! caso ài solenoide ad ayvolgimento non corn- 
etto rrtejgtrato: in figura, i contributi di rfuefìll 'vicini 'tendono ad elidersi. Per 
quanta riguarda là zona interna al soJ^oide,; la ^óvrapprazioiie dei vari contributi 
pnóditìjé" òvriotju* ón vettore 3 S : parallelo all'asse è praticamente uniforme, se il 
solenoide i polito por lungo del diametro delie; spire, e se; l'avvolgimento è suffi- 
tìenteménlé : coinpatto. All'esterno del solenoide, invece, si capisce come il campo 
^.^sia [tfcèolò -rispetto alla zona interna, nsserva^Ldó- ridia figura che, per. esempio 
*'éÙ.p^e;'i^^..i]'.epiiirJbiin> delle "correati 1 Otìeénti ;tja' verso opposto, rispetto a 
queMpiéljg £ generalo nella Slesia iona delle óorr^vcritrjkhtì (disegnata nella parte 
ÌaUs_Es(lfa). Ciò comporta una can»ilazi^ .degli: tiffietti, .per cui. all'esterno 




di un solenoide lungo e ad avvolgimento computa 13 vettore £ 0 è pral [carne me tra* 
scurabile. L'andamento delle linee dì Corea di B 0 , che sono comunque delle linee 
chiuse, è mostrato schematicamente in lìgula, Si osserva la rarefazione delle linee 
di forza all'esterno de! solenoide. Nel caso lìmite di solenoide infinitamente lungo, 
le linee dì forza di sì chiudono all'infinito; e il modulo dì & 0 esternamente al 
solenoide e nullo. 



VA. Proprietà del vettore induzione magnetica B„ 
nei casa sezionano 

Abbiamo a più riprese osservalo - e cornili eie temo questa a/forma- 
zione in termini generali nel prossimo paragrafo - che una piccola spira 
rigida percorsa da corrente stazionaria si comporta mira; un dipolo magne- 
tico: in altri termini le sollecitazioni meccani che_da ossa subite quando c 
immersa in un campo di induzione magnetica costante, che non vari 
apprezzabilmente spostandosi sulla superficie della spira, sono formalmente 
identiede a quelle subite da un dipolo elettrico immerso in un campo elet- 
trostatico; e analogamente il campo B, da essa prodotto nel vuoto a 
distanza molto magginre delle sue dimensioni geometriche ha lo stesso 
andamento del campo elettrostatico £„ prodotto nel vuoto da un dipolo 
elettrico. Tuttavìa questa analogia vaie solo da lontano: all'interno di un 
dipolo elettrico (cioè nello spazio che separa le due cariche puntiformi che 
lo costi lui scono) il campo elettrostatico È„ ha direzione opposta rispetto 
all'esterno:; mentre all'interno della spira, B„ ha la stessa direzione che esso 
ha esternamente. In altri termini, le lince di forza di B„ sono sempre linee 
chiuse: esse non possono uscire da un punto né convergere verso un 
punto, perché il campo magnetico non ammette nò sorgenti ne pozzi (nen 
esistono monopoli magnetici). Mentre le linee di forza ili £„ escono dai 
punti dove sono localizzate le cariche positive (sorgenti del campo) e con- 
vergono nei punti dove sono localizzale le cariche negative (pOìzi del 
campo). 

Per conseguenza le proprietà di B„ sono profondfltjiente diverse 
rispetto a quelle di É„; mentre É t c conservativo (f|) £„ di— 0; ovvero in 
forma locale rol È„— 0} e il suo flusso uscente da una superficie chiusa è in 
generale non nullo (Icorema di Gauss \ ■ ovvero in forma 

locale iiv È^ — —), ha da un lato flusso sempre nullo attraverso una 

e^ 

superficie chiusa, ma non è d'ailro lato conservativo; e ciò si traduce nalu- 
ratmente anche in proprietà diverse dal punto di vista differenziale locale. 
Della discussione delle proprietà, integrali e locali di B a ci occuperemo 
appunto in questo paragrafo. 

Già all'inizio di questo capìtolo abbiamo affermato che il flusso di B a 
attravèrso una superficie chiusa è nullo: si trattava tuttavia di una conclu- 
sione meramente fenomenologica derivante dalla osservazione che le linee 
di forca, di B c sono linee chiuse. Avendo appurato, nel precedente para- 
grafo, che il vettore £„ è generato da cariche in movimento (ovvero da cor- 
renti elettriche), siamo ora in grado di dedurre tale proprietà in termini 
generali e rigorosi. Applichiamo l'operatore divergenza alla relazione gene- 
rale [V.I91 che esprime l'induzione magnetica S„ in funzione della configli- 
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razione geometrica dei circuiti sorgente (aia lo stesso risultato si otterrebbe 
partendo dalla più generale [V.20]); si ha: 



di' x A? 



(V.261 



(ricordiamo che Ar = ?— ?'); ma in virtù di una proprietà generale del- 
l'operatore nabla, si hi: 



J V ■ (v x w) = (V x v ) ■ ir - v ■ (7 x wl 



[V.27] 



dove ve w sono (lue qualunque vettori Funzioni (derivabili) della posizione; 
ovvero 



div (v x $ ) = (roLv) ■ w— v ■ rotw 



[V.27.a] 



PlT 




per cui la [V.261 diviene: 

Ma questi espressione è idcnlicamerte nulla, perché è nullo sia V x rf/' 

the V x , = rot grad [— , \ r- } (vedi es. E.I.23). Osserviamo che nella 
|A/-f _ \ \&nl 
l'operatore V si intende eseguita rispetto alle coordinale jc, ji, z, da 
cui di' non dipende (per lo slesso motivo nelja [V.261 V può passare da 
fuori a dentia il segno di integrazione in di'); dunque in definitiva 

V ■ S c = 0 ovvero ; divfl. - 0 [V.!!?J 

La rV.29) rappresenti una proprietà iltd lutto generale del vettore ff„; essa 
va sotto il nome di seconda equazione di MaxwelL e si enuncia a parole 
dicendo che il vettore #„ i; solenoidale. Come conseguenza della [V.2DJ c 
del teorema della divergenza (L31J, ì\ ricava immediatamente la proprietà 
integrale di 2 0 che abbiamo più volte anticipalo: 



4> S W = 



1X30] 



dove S è una qualunque superficie chiusa e t il volume in essa racchiuso: Il 
flusso di B„ attraverso una quahjnqne superficie etite» i nullu; oweco anche: 
il Busso di B„ attraverso due superGci S ed 5' aventi lo stesso contorno / e 
orientamento discorde è uguale e opposto. Da questa proprietà, tenendo 
conto che cambiando il verso di orientamento di una superficie il flusso 
cambia sejno, si ha immediatamente l'altra proprietà spesso usata, che il 
flusso di B„ attraverso due superfici qualunque aventi lo stesso contorno e . 
orientamento concorde è uguale, per cui sì può parlare semplicemente di ; 
flusso di B„ concatenato con quel contorno. 



Seconda equazione 
di MlLVwC!! 



Bq c solenoide le 




LI flusso di B CI ^ceniti Jii su- 
perflue chiusa è mulo 
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Tabella V.l 

Alcune relazioni generali di analisi vettoriale 



Siano v e ifdue vettori funzioni derivabili della posizione (v = v (x,j>, 2); w = H (x,y, 2)) ef=f{x,y,z) 
una funzione scalare derivabile della posizione. Valgono le seguenti relazioni generali: 



RELAZIONI DIFFERENZIALI 
d.l) V -fi = ?/. v*+/V ■ V 



div (fi) = grad/- v +/divv 



d,2> v ■ (v x w ) = {V k v) ■ w - v ■ (7 x i5> ovvero div (fui) - rotf ■ 1? - v ■ rol w 



d,3) Tx(Ct'J=/Txt+v/zv - 



ovvero roltfi) — /rotv +■ grad/x v 



4+) Vx(vxi)-(V.j)ì-(Tif)i-(f-f)i!*i(f ■») 



,'. {li.' d-) 



1 - £ ( 



RELAZIONI INTEGRALI 



LI) ^V-vdT - j v- dì 



Teorema della divergenza 0 di Gauss 



1.2) j f x v-dS- j v- 



Teorema del colore o di Slokes 



1,3) V/x (tf = ./ rf/ 



1.4) j^V x vrfv = ~\/ x 



Seconda identità di Green 




corrente / 
uscente dal loglio}/ 



0 rettilineo indelinito 



La seconda proprietà fondamentale di -fi, riguarda la sua circuitazione 
(ovvero, in termini differenziali locali, il suo rotore). Cominciamo col consi- 
derare il campo di induzione magnetica B„ generato da. un filo rettilineo 
, £ indefinitamente lungo (eq. [V.21]), e calcoliamo la circuitazione lungo una 
^ linea chiusa orientata qualunque /; 

! ' 

Poiché r rappresenta i| versore della tangente alla circonferenza di raggio r, 
il prodotto scalare f ■ dì rappresenti! il trntto elementare ds di circonferenza; e 

dunaue ' f 1 = -^7- è pari all'angolo al centro </« sotteso dall'elemento dì 
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della linea chiusa, /; si ha pertanto: 



Corrente I uscente dal fogHe 



[V31! 



Qualora la linea chiusa / giri intorno al filo percorso da corrente (o, come sì 
usa dire, qualora la linea / sia concatenato col filo percorso da corrente), gli 
estremi dì integratone della [V,31] sono compresi fra un angolo qualunque 
di riferimento a„ e tt„ + 2it; si ha pertanto: 



■ (Il = & da. = P 1 " da = («„ + 2 1 - «„) = jU (V.31 .a] 
2n J f 2t. \ 



d. 

2jc 



Qualora la Jinca chiusa non sia concatenala col filo, si ha inviai 



--^-[(Bz- + -«,1=0 



iv.31.bj 



In termini più generali, i risultali ora ottenuti possono essere posti nella 
forma 



4 



LV.32J 



dove n rappresenta il numero di volte per cui la linea l si concatena col filo 
percorso da corrente. Se la corrente non è concatenata {n — 0) la circuita- 
zione di B a è nulla; se la linea è concatenata una volta soia, allora si ha la 
|V.31.a]; se la linea è concatenata n volte (cioè gira n volte intorno al filo) 
allora nella [V.31J l'intcgra/inne va eseguita non Ira 0 e 2 71, ma fra 0 e n 2 ti, 
i! il risultatu diviene la fV.32] con n intero diverso da 0 e 1. Osserviamo che 
dallii fV.JI] e [V.32J distende the il valore della circuitazione non dipende 
dalla forma delia linea chiusa /, ma solo dal suo grado di concatenazione col 
filo, in particolare dunque si ottiene lo stesso risultala anche integrando su 
una lìnea chiusa che giri intorno al filo molto vicino ad esso. Poiché è 
chiaro che molto vicino al filo il contributo del campo B„ deriva principal- 
mente da una porzione di filo motto breve e che questa pufi essere appros- 
simala come rettilinea, ci aspettiamo che la [Y.321, che è stata dedotta per 
un filo retcilineOj valga in realtà del tulio in generale, qualunque sia la 
torma del filo percorso da corrente stazionaria T. In realtà è possìbile dimo- 
strare che la [V. 32] è una proprietà generale del venere B, dato dalla [V.20], 
e ciò costituisce il cosiddetto tenretna della circuitazione di A mpere: la circui- 
tazione di B„ lungo una tnahraque lutea chiusa orientata / k pari alla corrente 
/, con cui la. linea chiusa si concatena, noltiplicau per n„. Qualora il campo 
B a sia generato da più di un solo circuito, lenendo presente che per le sue 
proprietà [V.17] e [V.19J il campo di induzione B„ è additivo (il campo risul- 
tante generato da più circuiti è pari alla somma dei campi generati dai sin 
goli circuiti), la [V.32] diviene 



[V.33) 




CcrtHe i uscente m loglio 

/ 




Teorema delta circuitazione di 
B a nel -vuoti) in condizioni sta- 
zionarie 

linea t di 
integrazione 
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dove 2 /, n, indica li somma delle correnti pesate ciascuna col suo grado di 
concatenazione. Ad esempio nel caso rappresentato in figura, le correnti 1\ e 
li sono concatenate una sola volta (la linea / gira una sola volta intorno ad 
esse: nt = nj = 1), la corrente /) è concatenata due voSte (n 2 m 2), e la corrente 
Segno delle correnti nel cai- /, non è concatenata affatto (n H = 0). Nella sommatoria IV.3 3] ìe corre/iti vanno 
colo della circuitazione di B t prese col segno + f> — a seconda che esse vedano circolare intorno a sé ia li- 
nea orientata I in senso antiorario o, rispettivamente, orario facA. caso del dise- 
gno le /, sono positive se escono dal foglio). Un criterio equivalente pecfissare 
il segno delle correnti consiste ne n'orientare il pollice della mano destra come 
la corrente ed assumere per questa segno positivo se la linea è orientata con- 
cordemente alle dita della mano stessa; uppuru negativo in caso contrario. 



Esempi» 




È.V.13. Ùve spire, Humtfaiv fn '-flgurat sono percorse ani verno ititlicaiv. da correnti 
rispéiiiyùméMe- /,.= J A k h <=3 A. Calcolare là ciratitottpne ai A l<l<i&ii la 
Unta t: ' ' ; 

La linea ì ò concale™ Ih una. scilu ™tta con la corrente I ìt che U véde girare 
intorno a sé in senso orario; dunque iJ auo contributo alla circuitaciofic : è /i — 
— 11 grado di concatenazione con 4 è invece pari a 2 in sei>sp; antiorario; dun- 
que da lì. si ; ha un 'contributo pari a +- 2^4- tu lotalc 



mA 



(- 1 + 4} A = 37,7 10 ' 



W 



Impressione dilfcrenziale loca- 
la del teorema della circuita- 
zione 




Per esprimere in forma differenziale locale il teorema della circuila- 
2^one (la cui. formulazione integrale più generale è la [V-331), limitiamo ora 
la nostra attenzione a una linea chiusa ; che si avvolga una sola volta in sé 
stessa: il secondo membro della JV.33] diviene allora p^S* l iy cioè è pari affa 
somma algebrica delle correnti concatenate col circuito moltiplicata per p^. 
Considerata una qualunque superfìcie aperta S the abbia come contorno la li- 
nea /, essa intercetta una e una sola volta tutte le correnti concatenate con/. Se 
l'orientamento positivo di 5 è scelto in modo che essa veda circolare zia sen- 
so antiorario, ricordando la definizione [XV.7] della densità di curreulc J, si lin 



J dS 



dS. 



e dunque la fV.33] diviene 

f| B, dl = ì^\j- 
Applicando al primo membro di questa relazione il teorema del rotore 



essa diviene 



\ rotl 0 -(/5=u < ,( JdS 



Poiché questa relazione deve valere qualunque sia la linea / e qualunque 
' sia fa superficie aperta S avente ! come contomo, l'uguaglianza degli integrali 
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implica l'uguaglianza degli integrandi 

rotJ, = li,? ovvero V x B = u»J [V.34] Q uar1a equazione di Maxwell 

nel caso stazionario 

equazione che va sotto il nome di quarta equazione dì Maxwell nel caso sta- 
zionario. 

Poiché per una proprietà mittematica generale la divergenza di un 
rotore - se esiate - è nulla {vedi esempio E.V.14), applicando l'operatore 
divergenza alia [V.34] si ha: 

• J - V • (V x BJ = 0 

Duntjue la [V.341 implica che sia V ■ 7= 0: affinché possa valere la [K34] è 
necessario die la densità di corrente abbia divergenza nulla. Questa condi- 
zione è in effetti soddisfalla nel caso stazionario, in cui l'egua?ione di conti- 
nuità [TV.32] si riduce alla [1V.13J; ma la stessa equanime di continuili ci 
mostra che nel caso non stazionario la divergenza di / è diversa da zero 

Dunque la [V.341 ya te s °l° usi c^ 0 stazionario: nel capitolo VTf vedremo 
come essa deve essere modificala nel caso non stazionario. 



Esempi* 

E.V.I4. Dato un campo vettoriale V» le cui componenti ammettano derivate parziali 
seconde, mostrare 'che la divergenza dei suo rotore è identicamente rìuita. 

Per la definizione [1.79] ai ba: 
to;y » V x v 
Applicando l'operatore' divergenza abbiamo 



.fili. ±r_\ + , /iii. ^'i . ■:/»'> 



. .„-: _• ^ i 3 / in. Sv. \ ■ è j Ov, Sv, \ 

,a :/ av, av, \ o'v. 

9z \ 3j: dj- / . Òscdy '■ $x<iz. 



+ 



+ a.- I a» a> : P Uxò? + 

Tenuto ionto del teorema di Schwartz suila invertibilità delTordìne di derivazione 
Questa espressione risulta identicamente nulla. 



É interessante confrontate le equazioni fondamentali della magnetosta- 
tica nel vuolo con quelle della elettrostatica nel vuoto 

Z. V ■ B» = 0 [V.29] { V - £ 0 = -j- [1.36] 



VxS,^u,J [V.34] 1| ?x|,= l) p.83] 
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La [1-83] (irrotazionalità, o conservatività, del campa elettrostatico) ci ha 
portato a introdurre il potenziale elettrico V,. Da sola, essa ovviamente non 
basta a determinare il potenziale stesso; ma insieme alla [1.36] essa dì 
luogo alla equazione fondamentale della elettrostatica (equazione di Poisson 
[11.46]), che fissate le condizioni al contorno ammette soluzione univoca. 

Analogamente, la sola equazione [V.34] non determina univocamente 
il campo B,: è facile mostrare che se un campo B„ soddisfa lafV.341, anche 
il campo B' a = B„ + V/ (dove /=/(*, y, z) è una qualunque funzione scalare 
della posizione che ammetta derivate seconde) la soddisfa; infatti V x B\ = 
7i(i, + fx V/- V x H„ (V x V/ = 0, vedi eq, f UOB. Tuttavìa la condi- 
zione [V.29] completa la definizione di jS„ rendendo univoca la soluzione, 
come vedremo nel prossimo paragrafo. ^ 

La [V.34] ci mostra che, a meno che sia J= 0, il campo B B non è con- 
servativo; e dunque, in generale non è possibile introdurre, kt analogia co! 
potenziale elettrostatico, un potenziale scalare magn^tosLalk-o. Tuttavia, 
come vedremo fra breve, in virtù della solcnoidalità di ft„ (eq. [V-29D t sem- 
pre possibile introdurre un polemiale vettore magnetoslalico che consente 
di formulale in maniera compatta anche il problema della magnatosi alita. 

Prima dì chiudere il paragrafo, osserviamo che 5a [1.361 e la [V.29 1 ] 
(rispettivamente prima e seconda equazione di Maxweli) Mono validità del 
tutto generale, non limitata cioè al solo caso stazionario; mentre la [1.33] e 
la [V.34] valgono solo nel caso stazionario, e devono essere generalizzare 
affinché la loro validità si estenda anche ai caso non stazionario. 



V.5. Potenzisi! magnetostatìci 



V.5.1, Potenziale scalare 



Potenziale magdùtosiatico 
scalare 



Condizione necessaria e suffi- 
ciente per l'esistenza, tìi un po- 
tenziale scalare mcnodromo 



Poiché, in virtù della [1.80], |1 rotore del gradiente dì una funzione sca- 
lare è ideniicauitmle nullo (VxVip = 0), condizione necessaria affinché un 
vettore B„ sia conservativo ^(cioè sia esprimibile come gradiente di_un 
potenziale scalare ipl. .£„=■ Vcp) 9 che il Suo rotore sta nullo (V x = 
V x V(p=.0). Poiché il campo magnetostatico fl„ non gode di questa pro- 
prietà (in virtù, della fV .341 V K'R<, = p»/e in generale diverso dazerò), esso 
non è .dunque in generale wnseryatrvo. 

Tuttavìa, la densità di córrente 7 è di solito diversa da zero solo in por- 
zioni assai limitate dello spazio (nelle porzioni di spazio occupate da con- 
duttori, spesso rappresentati da semplici fili metallici). Ci cliiedìamu_alloia 
se in tulio lo spazio restante, in cui essendo nulla la densità Ji, V x B„ — 0, 
il campo B„ sia conservativo; cioè se sia esprimìbile come gradiente di un 
potenziale scalare <p ^ q» (x, y, z) (che nel sistema S.I. si misurerà in Tesla 
per metro). In termini matematici, ciò è come chiedersi se la condizione 



Vxj t = 0 



[V35] 



oltre che necessaria sia anche sufficiente per l'esistenza di una funzione 
monodroma (cioè definita a meno di una eventuale costante che abbia però 
lo stesso valore in ogni posizione) di cui B„ sia il gradiente (per omogeneità 
con il potenziale elettrostatico, si preferisce in realtà cambiare segno): 



- Vtp 



[V.36] 
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A questa dù&ianda dà risposta la matematica, la quale afferma che condi- 
zione necessarià-.e sufficiente affinché un campo vettoriale B, entro un certo 
dominio di de/ìnèì&tte sia esprimibile^ secondo La [V.36], fonie gradiente di un 
potenziale seaiare\onodromo if è che il campo vettoriale soddisfi la [V.35] 
(cioè sia irrotazionale) c che il dominio sia semplicemente connesso. Ricor- 
diamo che un dominio spaziale si dice semplicemente connesso se ogni 
Linea chiusa appartenente ad esso può essere ridotta a un punto continuan- 
do sempre ad apnarten&re completamente al dominio. Così ad,esempio un 
dominio bidìmens fonale -A che presenti un «buco», come quello mostrato 
in figura, non è semplice fidente connesso, perché la linea chiusa / non può 
restringersi fino a dì ventare'', un punto continuando ad appartenere ad A. Ma 
se il dominio è tridimensionale, un hucn in esso non disturba la semplice 
connessione, perché la linea chiusa può passate soprano sotto al huco per 
restringersi fico a diventare urìxpunto; mentre mir/è semplicemente con- 
nesso un dominio attraversato da un «tuba» noi appaitenente ad esso. 

Consideriamo dunque una cer^a porzione dU>pazìo l\ \.i\ cui il campo di 
induzione magnetica ft„ prodotto dà.un solo cittuilo /' percorso da corrente 
stazionaria f sia irrotazionale (le con ìslus ioniche raggiungeremo sono tutta- 
via immediatamente estendibili, lenutfc^corifo della additivi^ di iJ„, al caso in 
oli i circuiti percorsi da corrente siano,più di uno). Sta D semplicemente 
connesso: ciò significa che se esso cofljprendeva il circuito }' escludiamo da 
D un «buco» che contenga compi etariienfc il circuito I', in modo che ogni 
linea chiusa ! appartenente a D jton pòssa ^essere concatenata con 

Per quanto detto più sopra, essendo vV B„ — D su tutto ii campo sem- 
plicemente connesso D, ci aspettiamo che fij.sia conservativo in D, e quindi 
che esìsta una funzione scalare/ip definita in'fl tale che su tutto T) valga la 
[V,3<5]. Ciò è confermato dal l'atto che, non '-.esistendo in D alcuna linea 
chiusa / concatenata con il filo I' percorso da córrente, per la LV.32] si ha su 
ogni linea chiusa appartenènte a D \ 



L'espressione esplicita 1 della Funzione potenziale maÈnctoslalieu scalare^ 
può essere ricavata con relativa semplicità a partire dalle proprietà di S 5 . 

tal line, moltipllcheremo la [V.36\ per nn» «nosiaflnento elementare 
d! = (dx, rfy, dz) spostandoci così nel campo dal ptwÉ<> P In posizione 
r = (x, y t i) al nùnto P' in posizione 7+ di == (* + dxìy + dy,s+ dz): 

Per la [[.48], il secondo membro dì questa relazione ci dà jf ^differenziale 
(cambiato di segno) — dio della funzione tp; mentre nel primo membro pos- 
siamo sostituire la [V.19] ottenendo: 

D'altra parte, spostarsi di un tratto di nel campo .B, equivale a rimanere 
fìssi in Pe spostare ti circuito /'di un tratto elementare ds = — di per cui la 
[V.37] diviene 



Campo vettoriale irrotazionale 
in un dominio semplicemente 
connesso 

dominio nel piano 




[V.38] 
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La taccili pi.isii.iva di 5 è quella 
tix cui si vsde cìicoIhfo Iji cor- 
rente in sentii antiorario 

Q È l'angulu solido sotto cui da 
Z 1 è visto iì circuito, jitiuiiii'o se 
P vede la faccia negativa di S 



Con considerazioni del tutto analoghe il quelle fette a sviluppo della [V.101 
si ha 



■ dì — dsx di' ■ 



= di' 



xdS - 



■6.7) 



.|A?P 



di x <ls rappresenta l'elemento di superfìcie dS spazzato dall'elemento di 
circuito di' spostandosi del tratto ds; per cui 



{di' x dsl ■ 



ia;p 



= dS 



IV.39) 



dove di, è l'elemento di superficie dS proiettato su (— Ar), cioè su ir 
orientato da P verso l'elemento dì superficie stesso; dunque la [V.39] nonù 
altro che l'angolo solido elementare sotto cui da P viene visiti l'elemento di 
superficie dS. Pertanto l'integrale al secondo* membro della JV.38], esteso a 
tulio il circuito, raijprcienta l'angolo solido dù sotto cui da P e vista la su- 
perficie totale rfE spazzata dal circuito in Conseguenza dello spostamento dS; 
cioè la variazione (cambiata di segno: ~ dQ — Q— O") dell'angolo solido fi 
sodo cui da f si vedu il circuito. T -a [V.38] può dunque essere scritta come 



Potenziale ma£n emostatico nel 
vuoto monodromu in un cani- 
PQ di definizione semplice- 
mente connesso 



(ftp = - dQ 
4it 



IV.401 



e integrandi! fin una qualunque posizione di -riferimento e la posizione 
generica 



Ah 



£3 + c 



IV.4L] 



dove c è una costante arbitraria che usualmente, per semplicità, viene presa 
pari a zero; ciò equivale a pone cp = 0 all'infinito. Per cui scriveremo 



4jt 



[V.42J 



Concludendo: nel molo, entro un dominio spaziale semplicemente con- 
nesso ia Cui non siano presentì corieuii, // ixtmpo magneiosfatiev B„ è con- 
servatrici; esso ì esprimibile in effetti come gradiente ((ambiala di segna) di 
una funzione scalare cp che nel punto P è proporzionale, tramite il fattore 

Ovvero: 



~, all'annoio solido fi som* cui da P è visto II circuito che genera il campo 



4ji 



[V.4J1 



In particolare, se il punto P è molto lontano dal circuito che genera il campo 
(cioè se il campo è generato da una spira di area S le cui dimensioni lineari 
sono piccole rispetto alla distanza r a cui ci si pone dalla spira stessa), si ha 
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e la [V.421 diviene 



[^1 S-r ^_ 



471 



4» 



[V.44f' 



dove m— fS. Osserviamo \che il segno meno nella espressione £1 = — — — 

deriva dal fatto che nella (V.44] abbiamo preferito orientare r dal circuito 
verso il punto P (in coerenza con la convenzione usata nella [154] per il 
dipolo elettrico), mentre nella. IV,42] la distanza fra P e il circuito è orien- 
tata da P verso il circuito stesso. L'identità formale fra la [1.14] e la fV.44] 
completo la dimostrazione del teorema di equivalenza di Ampere, secondo 
quanto avevamo anticipato nei precedenti paragrafi. 

Vediamo ora come le considerazioni fin qui svolte, che ci hanno por- 
tato a introdurre il potenzialo magnetostatico monodrumu [V.42], si modifi- 
cano qualora il campo di definizione non sia semplicemente connesso. Dato 
dunque un circuito percorso da corrente stazionaria T consideriamo nitro lo 
spazio circostante ZI (escluso dunque solo 11 volume occupalo fisicamente 
dal circuito). Tale spazio D non è sempiiccmeme connesso, petehé ogni 
linea concatenata al circuito non può restringersi a un punto senza attraver- 
sare il circuito (che non appartiene a D). Su tutto D continuano a valere la 
[V.35] e la [V.19], per cui possiamo ancora scrivere la [V.37] pervenendo alla 
1V.40]. Tuttavia nella [VAI] la costante tr di integrazione non è unìvocamente 
determinala: stabilito cioè il suo yàlore in un puhto P„ del campo (ad esem- 
pio posto c = (1 all'infinito) non £ detto che essa at>bìa lo stesso valore in un 
punto P generico del campo stesso. Infetti, se rjet andare da P„ a P noi 
seguiamo una linea l, non concatenata al circuito allora la costante ha lo 
stesso valore sia in P che in P„; ma se noi seguiamo una linea che si con- 
cateni n volte con il circuire (ti ^ 0), allora al valore, che (p assume in P dob- 
biamo aggiungere, coerentemente con la ]V.32],\]a quantità - (il 
segno meno deriva dal fatto che B a - di — ~ d<p). \ 

lina volta, imposta' la condizione <p = 0 in on punto all'inlinilo, al posto 
della |V.42j avremo/ 



q/= - 0- n»J tli(Q+ n 4n) 

Zie 4 n 



[V.45] 




Compi c(timtMiU> {lei tiiorema 
di equivalenza di Ampere 




Potenziale ma^nctoaUtticu 
poi idramo 



dove n rappresenta il numero di volle per cui la linea che abbiamo seguito 
per andare dal jmnto di riferimento lino al punto generico P sì è concate- 
nato col circuita La [V.45] è interpretabile anche dicendo che nella [V.42] 
l'angolo solido è univocamente definito solo se il campo è semplice- 
mente connesso; in caso contrario, per ogni giro che noi compiamo conca- 
tenandoci; al circuito dobbiamo aggiungete a Q l'angolo solido totale 4it. 
Una espressione come la [V.45] è detta un potenziale poltdromo. Tuttavia, il 
gradiente della [V.45] ha lo stesso valore indipendentemente dal valore di n, 
per cui il campo B a dato dalla (V.43) è univocamente definito: ciò si enuncia 
dicendo che il potenziate magnetostatico, benché sia polidromo, ha differen- 
ziale monodromo. Fisicamente, ciò corrispondeva! fatto che, dato un circuito 
percorso da corrente stazionaria /, il campo fl„ nello spazio circostante è 
univocamente definito; ma l'integrale di linea di fi, fra due punti qualun- 
que non è indipendente dalla traiettoria, essendo necessario aggiungere 
una quantità pari a |i„f per ogni volta che la linea dì integrazione si conca- 
tena col circuito. 



Potenziale polidromo con 
differenziale monodromo 
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Finalmente, nella porzione di spazio occupata fisicamente dal circuito 
(più in generale, in tutta la porzione di spazio in cui è /=f 0), non valendo 
la condizione necessaria [V.35] ('xì.^ [^J^ u), non e definibile alcun 
potenziale scalare magnelostatico. 

Vedremo tuttavia qui di seguito che è ovunque definìbile un poten- 
ziale vettore. 



V.5.2. Potenziate venere 

Il potenziale vettore, che ora andiamo a intradurre, ha un intetesife più 
generale rispetto al potenziate scalare non solo parché esso può essere defi- 
nito anche laddove 0, ma anche perditi il relativo formalismo è imme- 
diatamente generalizzabile, corno a suo tempo vedremo, anche ai casi non 
stazionari. 

Il potenziale vettore A a --^ A t z) ne] vuoto è definito come quel 
campo vettoriale lale che 

Potenzialo vettore *4„ rot^ 0 = V x A p ~ B rt (V.46] 

cioè, a parole, II rotore dèi potenziale vettore A, è pari al campo di induzione 
magnetica B„. L'unità dì misura per A nel S.l. è U T ■ m. Poiché, come 
abbiamo mostrato nell'esempio E.V.14, la divergenza di un rotore è identi- 
camente nulla, la [V.46] implica che sia: 

f Ì.= f.VxA = 0 [V.47] 

ma questa condizione è sempre verificata in virtù della seconda .equazione 
di Maxwell [V.29J, che ha validità del tutto generale. 

La [V,461 non definisce univocamente il potenziale vettore A a . Infatti, 
se Ì„ soddisfa la [V.46], anche /i; legato ad A„ dalla relazione 

Trasformazione (li scusse Al " A, +■ V/ [V-48] 

dove / è una qualùnque funzione scalare (che ammetta derivate parziali 
seconde] soddisfr la [V.46]; infetti pei- la [I.8UI il rotore del gradiente dr/c 
nullo (VyV/=d), e dunque: 

v x = V x A a + y x V/:= V x A„ = B t 

La [V.4S3 è detta trasformazione di gauge. Usando la \VAt\ il campo vettore, 
che ovviamente è definito anche a meno di una costante additiva, non solq 
può essere scelto in modo da avere un valore prefissato in una posizione di 
riferimento (ad esempio in modo da essere nullo all'infinito); ma anche in 
modo che sia nulla la sua divergenza. Applicando infatti l'operatóre diver- 
genza alla [V.48], vediamo immediatamente che affinché sia nulla la diver- 
genza di j;(f-Ì; = 0) basta che sia 

V 1 /- - V - À, (V.49J 

Una volta dunque trovato un potenziale vettore A a , la cui divergenza V ■ A„ 
i in generale non nulla, determinando una funzione / che soddisfi la [V.491 
(equazione che ammette soluzione; soluzione che è anche unica se sì fis- 



Fenomeni magnetici stazionari net vuoto 217 



sano le condizioni al contorno) si ottiene tramite la [V.4SJ un nuovo poten- 
ziale vettore (che soddisfa cioè la [V.4tì]) e che ha in più divergenza nulla. 
Noi ipotizzeremo dì scegliere sempre un potenziale vettore a divergenza 
nulla: 



V A c = 0 



[V.50] 



In tale ipotesi, l'equazione generale cui soddisfa il carnpo.vettpre diviene 
formalmente assai semplice. Partiamo infatti dalla [V.34] (7xJ,= pi 0 J>, e 
sostituiamo in essa la [V.46]; si ottiene 

V x(V xÌJ - yj [V.M] 

In virtù di una proprietà generale di analisi vettoriale, si ha però 

VxVxÌ-^V-ÌJ-V^^- vU, IV ,52] 

Nell'ultimo passaggio di questa relazione abbiamo tenuto conto della 
[V.50]. Sostituendo la [V.521 nulla [V.5I] ottoniamo infine 

- - u.J [V.521 

che nella rappresentazione cartesiana equivale alle tre equazioni scalari: 













[V.52.a] 


. VA^ = 


-Po-^ 





La [V.52] rappresenta l'equazione generale del potenziale vettore; come 
vediamo, essa equivale a tre equazioni scalari formalmente identiche alla 
equazione generale dell'elettrostatica (11.461 (equazione di Poisson). Per la 
soluzione delle tre equazioni [V,52.a] valgono dunque tutte le considera- 
zioni che abbiamo tatto nel paragrafo [11.61. In particolare, qualora - come 
spesso accade - la derisiti di conente J (x, y, z) sorgente del campo sia 
esplicitamente nota a priori e sia localizzata al finito, la soluzione della 
[V.52] è data (in analogia con la |T.44]> dalla semplice espressione integrale: 



4n * \f-P\ 



•dx\<iy' di' 
<*t-fj?) 



[V.S3] 



equivalente nella rappresentazione cartesiana alle tre relazioni scalari 



[V.53.a] 



Proprietà degli operatori: 
rot mi A ™ — + grad ùi-vA 



Equazione generale del poten- 
ziale vettore 



repressione ssr>lir:ilA del po- 
tenziale vettore trota la sorgen- 
te J del campo 



dove dr! = (fa', dj/, di) è l'elemento di volume; l'integrale va eseguito su 
tutto lo spazio in cui e J$ 0. Qualora la densità di corrente sia localizzata 
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solo su conduttori filiformi, si ha 1 dx' — JS dì' = Idi' dove j- 5 la sezione 
nonnaie del conduttore, / la. corrente e di' l'elemento di circuito; la [V.53] 
diviene allora 

Caso in cui il campo è genera 
to da un circuito filiforme 

dove l'integrale di linea è esteso a tutto il circuito /' percorso da corrente. 
La [V.53] vale in tutto Io spazio, inclusa la regione in cui passa la corrente 
che genera il campo (cioè in cut è J=fc 0); la [V.54J vale invece solo nello 
spazio che circonda il circuito. Una volta trovato il potenziale vettore tra- 
mite la [V.53J (o la [V,54]) il suo rotore ci Fornisce il campo di induzione 
magnetica S v (eq. [V.461): il campo B, così ricavato rappresenta 1» soluzione 
delle equazioni di Maxwell [V.29] e [V34]. Nelle [V.53] c [V.54] la costante 
di integrazione t stala scelta in modo che il potenziale vettore si annulli 
all'infinito. 



Esempi 

É.V.U. Verificare che la pritia formata di Laplace {V.17J è ottenibile carne mtore del 
■ potenziate vettori dÀ % generata dall'elemento di' dei circuito percorso da cor- 
' retite L. [ 

Per semplicità, supponiamo die l'elemento di circuito di' sia situato nell'ori- 
gine {? - 0>, cosicché nella fV.H] e nella [V.54] è AF= ?-? = ?. Dalla [V.54] 
abbiamo allora 



/ di' 



Applicando l'operatore <tì rotore, per la [V.46] abbiamo' : 1 

-- : 4i;fiM; = ^vi< — ■■; rv55; 



Ma per: tiria 'rétasiiòne ^genérrua di" analisi vettoriali; si ha 
rn:()v)- fmv t jirid/x v . \ . - ; - , - '[S x i/i") - /(V * ?) + V/* ? : . 



dove / è' una finizione^ scalare e v 'uh vettore' (funzioni derivabili della posizione}.' 
Applicando' tfuèsKt-relffiiióne atlà [V.55] 'coh/= V/r e' -Vm SfVst' ha ': : 

Poiché j 1 /.' £03taiite (indipendente dalle coordinate m m x t y;i), si ha V x rf7,'f=0; e 
inoltre' 'pér la [L57J; 



1 - : <f/'x/ 
--jprxdt = — ^j— 



cosicché la relazione precedente diviene: 



ohe ò appunto la |V1?| (con ?' = 0). 
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jE.VJÌé.: Calcolare fi potenziale gèkétàtoda una pìccoto spira pjtànd ài arèeS percorsa 
da c&rt&tiè stazionària L 

Supponimi per semplicità, cbe la spira sia centrata nell'origine. Dire che fa spira 
è piccia, equivale a dire che nella [V34] b r 1 « r t perrciii la . fV^54] stessa diviene: 



Poteri siale vettore prodotto da 
una piccola spira piana 



4,(7) ; 



Osando la terza dellé relazioni integrali di tabella V + Ì T cciri/v'l/^ là precedente 
relazióne pufr «saie cosi sviluppata 

"Xelt'UÌtlniti" paSHaasia abbiamo (èmtlfti»to.del.&tfo7(ilie.l» spir* Èjriééijta,,ftèr j;ttì 
^'iriti^gr^lie , es^ijo sùUa rapcriìcw della ""pira jjio;ffKS8(8 Jippioflsimirto còl Ydlore 
(iella "fìfnzS^i;, ;.ttióltf pHcatii :Ber -^ ,«ufie(fìde ;S. JJ'aStoj ^.(t^-pw ''ìà fl.57j * 



per cui la '■ prevedente religióne diviene ; 



Ah : 



IV.5S] 



dove m^ IS è il momento magnetico • della spirai ; 

. $on e difficile verificare che il campò di indùzjOT^sa&giiéHica che si ottiene 
come rotore .dona è lo stesso che si ottiene eseguendo il gfa<tfente (cambiato 
fli segno) della [V.44]. 



E.V.1Ti Cutar^are il potenziale tenore generai da un filo remììneò liidtfìnlto per- 
- carso 4à corrente stazionaria ■ i, '.-..l .. 

■Osserviamo cbe in Questo caso non ù titilli/abile là y.5$] (né l»]V.54Il; queste 
Inatti 'Valgono !a condizione che, ie distribuzioni di coerente 'sismo! localizzate al 
fhfltò; rjaentte, ii FÌ|o rettilineo indefinito' tri e^ir^:(ift&^'infiMo. È dùnque' 
Jteceastrió ricorrere a uuageiwraliziazlone di quatte ruhiTi'rtii: séo*rnli.tf)i7.iorte> de! 
tulto aDaloga i-qaeUa diseusM.nclp^ I^a p^ò^lto^ 
sjtà.ciihà tktoàto ,a irittooWe, la [I.47]<( - [.-.. 

N»l caso }n p»am^i$po)£TM*atè vettore ^itr^flàctój c^llà; ^ fcnilto' 
dMla: fela^Otie;- ": " .r ;r-,-.'V? ■'::*: 

che puf) «sére ricavala in maniera del tutto analoga a)la:[M7]:(7à è la posizione di 
un ipuntò qualunque di riferimento in cui imponiamo À^ir,) - 0). 

, Per. calcolare esplicitamente la [V,57] rie! caso dì uà filo iMtìlinéo indefinito, 
scegliamo un sistema di riferimento cartesiano tale et» un -asse (ad esempio l'asse 
z) òpiocida con la dilezione del filo. In tal caso il ha di' = kdz (É 3 versore 
dell'asse i), e cosicché le proiezioni della fV.57] sugli assi sono 

-Wr") - 0 

^"■^L*(T^-T3^ba).'.''.: 



Potenziale vettore prodotto dà 
un filo rettilineo indefinito 
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ArATi può «ssere calcolato in maniera del tutto analoga a come nell'esempio t i. 23 
abbiamo calcolato l^fr), sì ottiene in definitiva: 

■ A« = 0 ____ 
Applicando l'operatore rotore, è immediato verificare che si ottiene 

»<: - « ; v v '. 

the non sono aUro che La rappresentazione cartesiana della LY-21J; 

È da osservare che il fatto che A vada al ['in fittiti] logHtiimica mente implica die 
le derivate che compaiono nelle componenti di E siano finite. Inni tre., in firuhletni 
di questo ti (io, si può anche procedere calcolando come se H Hlo avesse lurigljezzi 
fìnitn e poi Xawjntiu if Elmi E e pur la lunghezza che vaair^., . . 



V.6, Interazioni fra circuiti percorsi da corrente stazionaria 

Due circuiti /, ed /i percorsi da correnti /, e I 2 rispettivamente, eserci- 
tano l'uno sull'altro delle azioni mecca niche, dal momento che l'uno si 
trova nel campo magnetico generato dall'altro. L'applicazione delle formule 
di Laplace [V.l]_ e [V.19] porta ad esprimersela forza tlF?, che si esercita 
sull'elemento dl^ dì /; per effetto del campo B^ generalo in P t dal circuito 
f l5 nella forma: 

dove per maggior chiarezza abbiamo indicato con t u (anziché con ir come 
nella JV.l?]) la distanza /"ift, c con r u il suo modulo. 
Analogamente sì lia che 

dF u = hdl x ««(/>,) = I,d7, x <£» M ; Jì IV.S7.a] 
J,, 4 ir ri. 



(con ?» = — ?u, e pertanto anche r i; = r n ). 

Qualora i due circuiti siano rigidi, può interessare il calcolo della forza 
rìsuìiame agente sul circuito i 2 (e analogamente sul circuito li): 
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L'integrale doppio di linea che compare in questa relazioni può essere 
ridotto a fórma più semplice usando l'identità vettoriale: 

d\ x (di, x = (di - ? u ) rf7, - (di - 4) ? u 

Sostituendo questa relazione nella [V.58] si ha; 



[V.S9] 



Di questi integrali, il primo è nullo; infarti: 



5 >:. 



L'integrale fra parentesi ò nullo purohé rappresenta la circuitazione del 
Fu 

campo vettoriali; —j- che, come mostrato dalli [T.57], è esprimibile come 



rìì 

gradiente della funzione scalare — l/r, 2 ed è dunque conservativo. La [V.59] 
si riduco pertanto a; , 

{d\ ■ di) T„ " CiV«f* it i 

3 - Vr s ijjH^^rp S<rtuist 



\ 



F» = 



4lK 



Nello scrivere questa relazione a partire dalla [V,S9] abbiamo tenuto conto 
del fatto the ? 21 = - La [V.tìO] mostra in particolare che scambiando gli 
indici 1 e 2 (cioè considerando la forza che il circuito / 2 esercita sul circuito 
/i, anziché quella che /, esercita su y la fòrza cambia semplicemente di 
segno, in accordo con quanto richiesto dal principio di azione e reazione. 

In particolare, se consideriamo due fili rettilinei infinitamente lunghi e 
paralleli, posti a distanza r uno dall'altro, si trova immedia(amente (inte- 
grando la [V.60] ovvero usando la [V.2I]) che {se di -di) > 0): 



Mi, 
d'i 



2irr 



■hi' 



di, 



[V.61] 



Questa forza è attrattiva (se di, . d/ ; > 0, cioè se le correnti sono concordi). 

La [V.61] consente di dare una definizione operativa della unità di mi- 
sura della corrente (Ampere): si dice che due tanghi fili rettilinei e paralleli 
sono attraversati dalla corrente di un Ampere, quando, posti alla distanza di 

un metro, si scambiano urta fona pari a -^- = 2 - IO' 7 N per metro di filo 



Definizione operativa 
dell* Ampere 



V.7. Trasformazioni relativistiche del campo elettrostatico 
e del campo magnetostatico 

L'elettromagnetismo classico, le cui leggi stiamo via via introducendo in a 

questo volume, è una teoria coerente coi principi della relatività ristretta: come 1 

abbiamo visto nel capitolo XI del testo di meccanica, ciò significa che le equazioni I 

dell •elettromagnetismo sono covarianti per trasformazioni di Lorentz, Anzi, e stata 1 
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Invarianza relativistica della 
carica 



Densità di carica a riposo 



Legge di trasformazione della 
densità di carica 



Quadrivettore densità dì cor- 
rente 



proprio l'esigenza di rendere relativisticamente covarianti le equazioni di Maxwell 
(che riassumono in sé le leggi dell'elettromagnetismo classico) la principale motiva- 
zione che ha spinto Einstein a sviluppare la sua teoria. La compatibilita fra elettro* 
magnetismo classico e teoria della relatività ristretta verrà da noi discussa, in tei- 
mici sistematici e completi, più avanti (vedi cap. IX); qui ci limitiamo ad anticipare 
le leggi di trasformazione di alcune delle grandezze fondamentali. 

Abbiamo già accennato chela carica elettrica è relativisticamente invariante- il 
suo valore (ad esempio il valore della carica elettrica <JÌ nn elettrone) b lo stesso 
indipendentemente dalla velociti con cui essa si muove rispetto all'osservatore. 
Questa proprietà, richiesta per esigenze di generale coerenza interna della teoria, e 
confermata dall'evidenza sperimentale diretta e indiretta. É invece facile convin- 
cersi che non serio relativisticamente invarianti né la densità di carica p né la den- 
sità di corrente /. .Consideriamo infatti una certa distribuzione di carica. Per misu- 
rare lu densità di carica, un os'servatore ferino rispetto alla di&iriburione di carica 
stessa prenderà un volumetto d% ■=■- <ìx a dy 0 dz^, e misurerà la carica in esso con- 
tenuta; la densità di carica p Q (densità di carica a ripose) e dal* thi 

_ JQ_ ^ iiQ 
1,0 tft„ dxt. dy a ih. 

Consideriamo invece ora un osservatore in movimento con velociti f 7 rispetto al 
primo (e rispetto alla distriti™ une di carica); per semplicità, supponiamo che si 
muova parallelamente all'asse x. La carica che egli misura interna™ un le al volu- 
metto considerato e sempre dQ (invarianza della carica); ma per il fenomeno di 
contrazion e delle lun gherie, il lato dx che egli misura per l'elemento di volume è 
dx— ttXf Vi — KVc ! (mentre dy = ity 0 ; dz = d2 a ) dove c e la velocità della luce. 
La densità di carica che egli misura vale dunque: 



[Y.62] 




Vi - Me 2 



Quanto alla densità di corrente J, riferendoci per nra, pet semplicità, al caso che 
essa sia dovuta a portatori di un sol segno, coerentemente con la definizione [IV. 5] 
essa puii essere scritta nella forma 



J~ fi 



IV.6J) 



(infatti la quantità itq della [IV,5] rappresenta la carica posseduta dai portatori con- 
tenuti nell'unità di volume). Cambiando sistema dì riferimento. J cambia dunque 
sia percbC cambia la densità £, sia perché cambia la velocita di deriva v. 

È immediato verificare clic / costituisce Ja parte spaziale di un quadrivettoreli 
cui quarta componente è pc; questo guadrivettore J è detto quedmettore densità di 
corrente 



(/,pc) 



rv,64] 



Tenuto conto della [V.62] e della [V,63], il quadriveltore densità di corrente / può 
essere esplicitato nella forma 



i= <YP«v,Yp 0 c) s (7,ec) 



[V65] 



1 



-\ osserviamo che )a velociti di deriva v e eguale e opposta 



nove y - , . » 

Vi - v'Ir 1 

alla velocità r (essendo pari alla velocità con cui nei sistema di riferimento cons; de- 
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rato Si muove iì Esterna di riferimento in cui la distribuzione di carica dei portatori 
e mediamcnu; ferma), e dunque 



Li fatto che La [V r 65] costituisca un quadrìvettore è dimostrato dalla sua analo- 
gia formale con il quarjriveuore energia-impulso P: 



- \ ;i ' vi-vw / 



iV.tìfiJ 



Come per ogni alt™ quadri vettore il modulo quadro del (Hiadrivettore densità di 
corrente « jelatiYisticamCBtc invariante: 



1 - t7c : 



rv.67| 



Naturalmente, qualora nello spazio considerato siano presenti più tipi di portatori 
(ad esempio jn uu conduttore possono aversi portatori di carica positiva e porta- 
tori di carica negativa q ) il quadriveltore densità di corrente totale /sarà pari alla 
somma delle densità di corrente relative ai vari tipi di portatori 



1V.<58] 



Ricordiamo ancora che il fatto che J si trasformi come un quadrivettorc, significa 
che ii suo valore /' in un sistema di riferimento S F = O'x'y'z' che si muova con 
velocità V {parnllcla all'asse x * x*) rispetto al sistema E ^ Oxyi^ ò legato al 
valore J the essa ha nel sistema E dalla trasformazione di Lorentz 



J' - AJ 



dove A è la matrice di Lorentz 



i 
0 
0 
-Pt 



-Dy 

(1 

0 



IV-69] 



[V.70] 



con J = — e y : 



l 



Vi - fVc 2 



ovvero, esplicitamente: 



Ji = 4 
Ji = h 

A = - pVi + -ih 



[VJl] 



dove JuJì, Jì sono le compensati spaziali {secondo gli assi jr 7 z rispettivamente) 
e J t la quarta componente (temporale); per cui tenendo conto della [V.6Ì] le [V.71] 
possono essere poste anche nella forma 



j; - j e 



[V.72] 



Vediamo ora, le proprietà di trasformazione del campo elettrostatico e del 
campo magnetusta lic» fi^ cominciando con la discussione di uri esempio semplice. 
Iti un certu sistema di riferimento incrcùde, consideriamo un filo rettilìneo indefi- 
nito pcreoreu da con-enic ^azionaria / (/ — con S scàone del filo e 7 densità di 
corrente). Scegliamo un sistema di ri feri minto in modo che l'asse x-sia parallelo d 
Élo, Supponiamo che 11 filo sìa elettricamente neutro^ in ogni suo elemento dì 
volume vi è cioè- ]o stesso numero di cariche positive c di cariche negative, ma 
mentre le cariche positive sono Tenni; quelle negative posseggono una velocita di 
deriva v in direttone opposta a quella della corrente. 

Sappiamo allora clic il filo non produce alcun campo elettrostatico mentre pro- 
duce un campo magnete-statico B 0 descritto dalla legge di Riot t Sarart rv.21]. Una 
particella di cariti q posta in sua vicinanza, se è ferma non subiste alcuna forza; 
mentre se si muove con velocità V e soggetta alla forza di Lorentz F= ^Kx B v (ad 
esempio, se la velocita Ve parallela al filo, e dunque perpendicolaie a B Qt la parti- 
cella subisce una forzi radiale). Foniamoci ora in un sistema di riferimento O'jfy z' 
parallelo al precedente, ma dolalo di velocità Cpari a quella Énizìalmentc posseduta 
dalla particella. La particella è inizialmente ferma. Se in questa sistema di riferi- 
mento fosse presente solo un campo magnetico B^, in partitella, non essendo sotto- 
posta ad alcuna forza, continuerebbe a restare ferma; e dft è contrario a quanto ai 
osserva dal riferimento «fisso» Oxyz, c dunque viola il principio di relatività. 
Dunque ci aspettiamo che nel sistema di riferimento ^mobile» O'x'// aia pre- 
sente anche un capono elettrostatico E' n (e precisamente un campo nidiata). In hase 
a questa semplice osservazione ci aspettiamo che passando Ha im sistema di rife- 
rimento all'altre un campo magnetico possa originare un campo elettrico e vice- 
versa, 

QulkIh toncluAiorte e confermata da una analisi di come il filo, con le c»rìt:hc 
che esso porta, apparo quando ertso viene osservato dai due diversi sistemi di riferì- 
menni. Rssendo presenti sul filo sia cariche positive che cariche negative, il quadri- 
vettore densità di corrente in esso presente può csseie scritto nella forma 

J = J + 4- J„ 

Nel sistema fisso, le cariche positive sono ferme (in media) e quelle negative si 
muovono coq vdorità media v; per cui si ha 

/+ = (/ +> cp + ) = (0, ime) 



[V.731 



dove rt è il numero dì portatori per unità di volume (lo stesso per i portatori positivi 
e negativi, essendo il filo elettricamente neutro); q+ = q e la carica dei portatori 
'positivi e = — = b quella dei portatori negativi. Il fatto che il filo sia 
elettricamente neutro è mostrato dal fatto che p_ = — p t * Passando od sistema 
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mobile, le due comroli si trasformano secondo le |Y,72]; e tenuto conto che sono 
dirette secondo L'asse x (esse hanno nulle le componenti jez) esse divengono 
rispettivamente 



Pi - YP = Y"ff 



= y(-"9V+ tiqV) 
P- = TI 



Poiché f. ì - (>'+, visto dall'osservatore mobile il filo non è più elettricamente 
neutro; secondo quanto visto nell'esempio E l i 1 esso produce un campo elettrosta- 
tico radiale. 

Le proprietà di trasformazione di £„ e 5„ passando da un sistema di riferi- 
menti.' all'altra possono essere ricavate sìa a partire dalle leggi di trasformazione 
delle sorgenti (così come noi abbiamo fatto nel semplice esempio testé discusso), 
sia » partire dalle leggi di trasformazione delle forze: considerato infetti che lo leggi 
di trasfennsiione delle fòrze sono note (così come discusso nel capitolo XI dal 
tasto di mecc#aìca^ dove nel paragrafò £ abbiamo introdottola forza di Minlcowslti) 
cosi wime i nota la legge di trasEbrraazfcme delie velocità, confrontando l'espres- 
sione c-hc la (orza di Lorentz [V.5J assume in diversi sistemi di riferimento fe possi- 
bile ricavare - in maniera concettualmente semplice e un'altro che laboriosa dal 
punto di vista algebrico - le leggi di tittafoimaoons dei campi elettrostatico e 
magnetostatico. 1 risultali che sì ottengono con questi due approcci sono fra di loro 
coincidenti, come è necessario affinché le leggi dell'elettromagnetismo siano cova- 
rianti per trasformazioni di Lorentz, Noi ci limitiamo qui a riassumere, nelle 
seguenti equazioni [V.74|, i risultati che ai ottengono; tanto più considerando che 
agli stessi risultati, espressi in forma piti compatta e generale, arriveremo nel capi- 
tolo IX partendo dalle proprietà di trasformazione dei potenziali. 




[V.74] 



; il sistema O'^/z 1 si 



Ricordiamo che in queste relazioni a — — e v — 

c Vi - P 

muova con velociti V parallela all'asse x nel sistema Oxyz orientato comi; il 
sistema (} r x T y f z J . 
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Esercizi del V capitolo 

V.l, Nel dispositivo schematizzato in figura un fascio monocromatico di particelle 
(cioè un insieme di particelle aventi La stessa velocita vettoriale v ) passa 
attraverso un forellino A praticato su uno schermo, incidendovi normal- 
mente. La carica e In massa delle particelle costituenti il fascio siano q ed m 
rispettivamente. Dalla parte superiore rispetto allo schermo è presente un 
campo di induzione magnetica B uniforme e perpendicolare alla direzione 
della velocità v delle particelle incidenti. 

À che distanza / occorre praticare un foro f pere he le particelle tornino nella 
zona inferiore dove il campo magnetico è nullo? 

(Risposta: t=2ntv/qB) 



Speiuogràlv di [nastri 



Nel dispositivo mostralo in figura, un fascio h costituito da particelle aventi 
h stessa velocità v e la stessa carica q, ma aventi due possìbili valori per la 
mussa (per tìHernpìiì un faccio nuniu^romiUitO con teneri Le due isuiopi dolio 
stesso elemento). U fascio lucide normalmente su uno schermo piano e passa 
attraverso un tomi Imo A in esso praticato. Nel fiemispùjin migliore aJlu 
schermo è presente un campo magnetico di vettore induzione magnetica if 
uniforme e perpendicolare alla direzione del fascio. 
Se lo specie più leggera incide sullo schermo in un punto C a distanza i dal 
IbrelLÈno A^ .ói quanto sarà spostato rispetto a C il punto D di incidenza della 
specie più pesante., se Affi e la differenza di massa? 

(Risposta: A/= i&mfm) 



A M 





V.4. 
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In una zona di campo magnetico un Eforme, con B = 1,5 1\ si muove di mote* 
traslatorio uniforme una lastra di materiale dielettrico omogeneo ed isotropo. 
La velocita v della lastra ha modulo v = 5 m/s ed è diretta perpendicolar- 
mente a 5, Se la costante dielettrica relativa della lastra è t r = 4, calcolare La 
densità delle cariche di polarizzazione che, per effetto del moto, si manife- 
stano sulla lastra. 



(Risposi*; cj,= f^^lO" Fi C/m 2 ) 



Un cilindro rigido di mule rìde {IìeIhUtìco omogeneo eri ivtórupu, di txistunlc 
dielettrica relativa t-., ha raggio fi e ruota con velocità angolare u tostante 
intorno al suo asse. Il cilindro è immerso in un campo magnetico uniforme 
di induzione magnetica B parallela all'asse di rotazione. 
Ricavare l'espressione della densità superficiale o> delle cariche di polarizza- 
zione sul mantello esterno del cilindro o l'espressione della densità dì 
volume p F delle cariche di polarizzazione all'interno del cilindro. 



(Risposisi Op = E, 



Una corriate stazionaria / scorre con distribuzione uniforme in un condut- 
tore omogeneo, di resistività p ed n portatori per unità di volume, sagomato 
a forma di nastro di larghezza h e sezione di area ÌS uniformi. 
È presente un campo magnetico di vettore induzione rrAgnetiCB È uniforme 
e peipend isolare al piano del nastro, / 
Ricavare l'espressione della differenza di potenziale {fhe si stabilisce tra i 
punti M ed .V situali come mostrato in figura. / 



(Risposta: V a - 'V„ = -y ^> a - -|^-J) 
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V,6. Una superfìcie sferica di raggio R poriti una carina elettrica uniformemente 
distribuita con densità superficiale di carica <j. 

La sfera ruota intorno ad un sua diametro con velociti angolare u. Ricavare 
J 'espressione del momento magnetico della sfera. 

(Risposta: m- -7t-kR*o<ì>) 



V,7. Una sfera di raggio R ha una carica Q uniformemente distribuita sul suo 
volume e ruota intorno ad un suo diunetro con velocità angolare «. 
Calcolare il momento magnetico della sfera, 

{Risposta: m — -j-gw-ft 3 ) 



"V.B. 



V.». 



Un cnvn coassiale nel vuoto è costituito schematicamente da un conduttore 
filiforme centrale c da un sottile tubo conduttore coassiale a tale filo. 
Quando il cavo § alimentato e claiuso su un carico una corrente / circola 
in un ve™ ne! conduttore centrale e nel verso opposto nel conduttore cilin- 
drico esiemo. 

Indicando con t il raggio del sottile conduttore cilindrico estemo, calcolare In 
forza per unità di superficie che si eHtìrcntù au tale conduttore esterno per 
effetto del solo conduttore filiforme centrale. 



(Risposta 



Un nastro conduttore rettilineo, di piccolo spessore e molto lungo, di lar- 
ghezza (2A), è percorso da una corrente stazionaria /, uniformemente distri- 
buita sulla sezione del nastro. _ 

Ricavare Y espressione del campo B, nel vuoto, in un punto del piano indivi- 
duato dal nastro, a disianza t dalla retta di mezzeria del nastro, nel caso in 
cui la distanza rsia molto maggiore della, larghezza del nastro. Calcolare Ter- 
rore percentuale che si commette assumendo valida l'espressione di Biot e 
Savarl relativa al caso di filo rettilineo [V.2l|, cioè calcolare il rapporto 
(B — B^^Bus, nel caso in cui la distanza e sia il doppio della larghezza della 
striscia, (r— Ak). 

(Risposta: - T%) 



rEEHb 




Y.Etì. Una superfìcie sferica di raggio R porta una canea, elettrica uniformemente 
distribuita con densità superficiale a. 

La sfera ruota, intorno ad un suo diametro con velocità angolare u>. Ricavare 
^espressione del campo B al centro della sfera (nei vnoto). 

2 

(Risposta: B^= -ptvflow) 

f 

V.!l, Una carica elettrica Q è distribuita uniformemente su un disco isolante di 
raggio Jì + Il disco ruota nel vuoto intorno al suo asse con velocità angolare w r 
QuanLo vale il campo B al centro del disco? s 

(Risposa B^40-) 

V + 12. Per produrre campi magnetici abbastanza uniformi in piccole regioni di Bobine di llelmoltz 
spazio sì può usare uo dispositivo costituito da due spire circolari uguali, 
aventi raggio /E, disposte coassialmente e distanti h — R, percorse entrambe 
da correnti / uguali e cori cordi- A tale dispositivo si dà il nome di bobine di 
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V.13, 



Calcolare, nel vuoto, il valore del campo Br, nel punto centrale C del 
sistemi. 

Per valutate B in un punto dell'asse z (vedi figura) sviluppare B in serie e 
calcolare il contributo dei termini del primo (£[) e secondo (Bj) ordine in z 
(sempre nell'ipotesi che sia h-R). 

(Risposte: B c = 9 ■ 10"' (//K); 5i = 0; B; = 0) 

Una spira circolare fissa, disposta nel vuoto su un piano verticale, ha raggio 
R ed è percorsa da una corrente (. Al centro della spira è disposto un piccolo 
ago magnetico libero di ruotare senza attrito su un piano orizzontale intorno 
ad un asse oa posto su un diametro della spira. IL momento magnetico 
dall'ago e ih ed il suo momento d'inerzia rispello all'asse sù vale- /. 
Calcolare il perìodo delle piccole oscillazioni dell'ago, assumendo che l'ago 
sìa abbastanza piccolo da poLer considerare unifórme il campo B nella hjm 
in cui l'ago si muove. 



(Risposta: T= 2* 



V,14- Un lungo Rio rettilineo percorro da corrente / è disposto, nel vuoto, lungo 
l'asse 2 dì un riferìtnenio cartesiano. 

Ricavare le espressioni -esplicite delle componenti di B In un punto generico 
del piano {*, y), il cui vettore posizione sia r=* fx + Jy e, [loneato I— Ik 
(con È versore dell'asse z), dimostrare che si può scrivere; 



B - 



cilindro cavo 
eccentrico 



V.15. Una corrente stazionaria / scorre con densità uniforme in un cilindro condut- 
tore molto lungo, avente raggio R, posto nel vuoto. 
Ricavare l'espressione del campo B in funzione della distanza dall'asse dsl 
cilindro, assumendo che il conduttore, al suo intemo, abbia praticamente- fa 
Slessa penne abiliti magnetica del vuoto (u,). 

V.16. Un» corrente / passa in un lungo conduttore rettilineo sagomato a forma di 
tubo sonile di raggio R (cilindro uovo). li conduttore è posto nel vuoto. 
Calcolare il campo di induzione magnetica all'interno ed all'esterno del tubo 
.conduttore. Ripetere il calcolo del caso di un cavo coassiale io cui la corrente 
I circoli in un verso nel conduttore filiforme centrale (di raggio a) end verso 
opposto nel conduttore cilindrico estarno, 

Y.IT. La sezione di nn conduttore cilìndrico rettilineo, di grande lunghezza, ha 
l'aspetto mostrato in figura. Si tratta di sezione circolare di raggio a e centro 
0, alla quale manca un cerchio di raggio * e centro 0'. Se 1 e la corrente sta- 
zionaria, a densità uniforme, che scorre nel cilindro, ed h la distanza 00', 
calcolare il campo dì induzione magnetica B sull'asse r che congiunge O con 
0', nei punti P (j> > n) ed 0'. 

V.18, Supponiamo dì aver prodotto, nel vuoto h un certo tratto di fascio cilindrico, a 
densità uniforme, di elettroni animati da una comune velocita v.Uno degli 
elettroni che sia in movimento lungo una generatrice del cilindro conSide- 
raro (assimilabile ad una corrente continua in un conduttore cilindrico rettili- 
neo) risulta così sottoposto ad una forza elettrostatica Fe repulsiva e ad una 
forza magnetica Fu attrattiva. Quale delie due forze e prevalente? 

(Risposta: \F s b\F„]= [Ih^v'] > 1) 



Fenomeni magnetici stazionari 



¥.19. Una corrente stazionaria scorre uniformemente su una lastra conduttrice di 
piccolo spessore e molto estesa {lamina piana indefinita), con densità lineare 
di corrente J L (espressa in A/m, nel senso che, io un tratto di lamina di lar- 
ghezza / passa una corrente i = J L - 1). Nell'ipotesi chela lamina sìa nel vuo- 
to, ricavare l'andamento nello spazio del campo di induzione magnetica B. 



(Risposta: [fih 



V.20. Su una superficie tortea a sezione rettangolare, di raggi intemo R ed esterno 
(Jf 4- AR) 7 sono avvolte uniformemente N spire percorse da corrente I (sole- 
noide torlco). Supponendo di essere nel vuoto, esprimere il campo S(r) in 
un punto interno al toro, a distanza r (R < r < Jt + AK) dall'asse di simme- 
tria e la massima differenza percentuale di B all'interno del solenoide torico 
considerato {valutare cioè k quanti IÀ; 



B 



ItjR) — B(K + \R) 



Quanto vale il campo B all'esterno del solenoide torico? 

(Risposta: BW-2ffi nf =1- 



R + AR' 



Suggerfoeatì per la soluzione degli esercizi del V capitolo 



Le caratteristiche della traiettoria delle particelle sono stale studiate nel- 
l'esempio E<V\L r 



V.2. Procedere come nell'esercizio V + l per ciascuna delle specie di particelle 
costituenti il fascio. 

V.3. Suite miriche ilei dielcUrieu yi wieruiU un campii di Lorenlz ^=vxB. 
Nascono fenomeni dijjola rizza zione che producono un campo elettrostatico 
£> che sÈ somma ad Ei nel determinare l'assetto delle cariche elettriche del 
dielettrico- 

VA La forza dì Lorcntz, che agisce sulle cariche del dieletlrfcu in moto von velo- 
citi angolare w su traiettorie circolari di raggio Tiiiabile ira .0 ed R, costi- 
tuisce un campo Ei radiale che polarizza il dielettrico. 

VS. T porUilori di carica si muovano per effetto di un campo elettrico esterno £ 
{doruto T per esempio, ad un generatore di Lem.) con velocità v. La forza, di 
Lorerru che agisce su di essi produce accumuli di carica di segno opposto 
sulle due facce alta e bassa del nastro e pertanto, all'equilibrio, genera un 
campo elettrico statico E$ trasversale al nastro uguale ed opposto al campo di 
Lorentz E^vB. Longitudinalmente al nastro è presente il campo elettrico 
E che sostiene il passaggio di corrente. La d.d.p. ÌYm— Va) si calcola 
tenendo conto di entrambi i contributi E$ ed E. 

V.6 + Decomporre la sfera in strati di spessore infhiitesiino perpendicolari all'asse 
di rotazione. Ciascuno di questi strati corrisponde ad una spira circolare per- 
corsa da corrente infinitesima, IL momento magnetico elementare di questa 
spira è ricavabile tramite La relazione fV.Pf II momento magnetico corri Liles- 
Sii vii si ottiene integrando su tutta la sfera. 
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V.7* Considerare un elemento infinitesimo di volume dx (per esempio in coordi- 
Date sferiche) e La corrente che esso genera rie! suo moto circolate a velocità 
ingoiare <d. Calcolare il momento magnetico associato a tale corrente ele- 
mentare ed integrare su tutto il volume della sfora. 

V.S, Decomporre la corrente che passa nel cilindro estemo in elementi infinite- 
simi filiformi di corrente paralleli e discordi rispetto alla corrente / del con- 
duttore centrale. Valutare Le relative forze magnetiche e calcolare la forza 
per unità dì superfìcie (direzione, verso e modulo). 

Y,9t fc*rouedere come Dell'esempio E.V.U e poi sviluppare al prima ordine per 
/ » h. 

V.10. Decomporre I» Kuperlìde sferica in strati di spessore irnliutcsdmo^ discosti su 
piani perpendicolari alitai» di rotazione Ciascuno di questi slrati corri- 
sponde ad unii xpira circolare percorsa da corrente infuri tushria il cui tar^po 
clB al centro della sfora può essere calcolato secondo la Il carrjTifi B eì 

ottiene integrando tutti questi contributi infinitesimi. 

V-11. W Ferirai all'esempio E.VJ per la schematizzazione ttl JiEia fV.231 per il 
campo 8 al cenuro di una spira ci rodare, 

V,12. Calcolare il campo sull'asse z tenendo conto del principio dì sovrapposizione 
e della relazioni: [VJ2] per ìl campo B sull'asse di una spira circolare per- 
corri da corrente. 

VJ3 T Esprimere il momento meccanico attivo sull'ago ed applicare La seconda equa- 
zione cardinale della meccanica dei corpi rigidi girevoli intorno ad asse fìsso, 

Y,1A Utjlj/ianoo la legge di Diot e Savart ricavare le componenti fl* e B T e coo- 
ftontarte con l'espressione dì B indicata nel testo. | 

j V.IS. Utilizzare il teorema della circuitazione di Ampein [V.B] traendo vantags» 

j dalla situazione di simmetria cilindri t:» tfcl problema, 

Y.itì, Utilizzare i! teorema di Ampere tenendo conto della sinuneiriji cilindrica, 

Y,|7. L«. distribuzione di correnti: data è equivalente alla sovrapposizione di una 
corrente della, tosasi densità J della compite data / passarne per un cilindro 
pieno a sezione di centro 0 e raggio a T e di una corrente di densità <— /), 
scorrente in verso opposto rispetto ad / in un cilindro di sezione circolare di 
: - centro 0 r e raggio k Applicare il principio di sovrapposizione 

f 

j Y-1S. Assimilare il fascio ad una corrente cilindrica e calcolare il campo elettrico e 

! quello magnetico in un punto della superfìcie del cilindro stesso. 

V.19. La simmetria piana della configurazione di corrente implica che il campo B 
abbia direzione parallela alla lamina e versi opposti nei due semispazi in cui 
la lamina suddivide lo spazio. Inoltre B deve assumere lo stesso valore in 
punti equidistanti dalla lamina. 

VtZQ. Applicare il teorema della circuitazione di Ampere tenendo conto delle 
caratteristiche di simmetrìa cilindrica del sistemi 
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Magnetismo nella materia 



VLl. Considerazioni introduttive generali 

Quando della materia viene posta in una regione dì spazio in cui sia 
presente un campo magnetico, essa ne subisce un'azione meccanica e con- 
temporaneamente modifica il campo stesso. Sotto questo profilo generale, 
la situazione non è dissimile dal caso che si presenta quando un dielettrico 
viene posto in un campo elettrostatico. 

Quando si analizza il comportamento di materia in campo magnetico, 
emergono immediatamente delle differenziazioni che permettono di indivi- 
duine tre famiglie di sostanze. Supponiamo, per esempio, di inserire par- 
zialmente in un solenoide percorso da corrente dei campioni cilindrici di 
materiali diversi. Alcune sostanze (come ferro, cobalto, nichel, ecc.) ven- 
gono attratte con una forza molto intensa (dell'ordine della forza peso o 
più) verso l'interno del solenoide: queste sostanze vengono dette férmma- 
gnelhhe. Altre sostanze, risucchiate anch'esse verso l'interno del soienoide, 
sono però attratte da una forza di molti ordini di grandezza inferiore 
rispetto al caso di sostanze icrTOmagnctìche: queste sostanza sono dette 
paramagnetiche (allumìnio, platino, cromo, ecc.). Altre sostanze infine (clo- 
ruro di sodio, rame, piombo, zolfo, carbonio, argento, ecc.), soggette a forze 
dello stesso ordine di grandezza rispetto alle sostanze paramagnetiche, sono 
però respìnte anziché attratte: queste sostanze sono dette diamagnetiche. 

L'interpretazione teorica dei fenomeni di magnetismo nella materia si 
basa sul più volte citato teorema di equivalenza dì Ampere (1820) secondo 
cui, a grande distanza, una spira percorsa da corrente si comporta come un 
dipelo magnetico. Gli elettroni, che nel modello planetario dell'atomo orbi- 
tano intorno al nucleo, sono assimilabili in sostanza a spire microscopiche 
percorse da corrente (correnti microscopiche); e dunque ognuno di essi 
equivale a un dipolo magnetico. In assenza dì campo magnetico locale 
internamente alla materia, tutti questi dipoli microscopici sono orientati 
casualmente: il loro risultante, eseguito su un volumetto qualunque di 
materiale, è pertanto nullo, e il materiale non genera alcun effètto magne- 
tico macroscopico. In presenza però di un campo magnetico locale nella 



Sostanze ferromagnetiche, pa- 
ia mas Eteriche e diamagnetiche 




±1 — 



Ansi usi a fra polarizzali one 
magnetica c polarizza zione 
elettrica 
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Correlili microscopiche 



Equazioni fontbimentali della 
magnetostatìca in prcscn?,a dì 
materia f rf» * "e » > 



materia, si generano dei fenomeni di polarizzazione: innanzitutto pei orien- 
tamento, ma, come vedremo, anche a causa dì fenomeni diversi. Il mo- 
mento magnetico risultante di ogni porzione di materiale allora non è più 
nullo, e si presentano pertanto sia delle alterazioni del campo magnetico 
esterno che delle azioni meccaniche sul materiale da parte del campo 
esterno stesso. 

Formalmente, la presenza della materia introduce nelle equazioni della 
magnetostatica solo una modifica assai semplice rispetto al caso del vuoto: 
nella equazione [V.34] tutto va come se si trattasse ancora di spazio vuoto 
con correnti di conduzione e con tanti circuiti microscopici di natura ato- 
mica, cioè accanto alla densità di conente macroscopica ./compare anche la 
densità J„ delie correnti microscopiche atomiche. In presenza, di materia, le 
equazioni della magnetostatica divengono pertanto: 



dìvtf^tl 
rol5- «„(/+?„) 



V . B = 0 



[VLl) 



difficoltà sia nel fatto che mentre la densità J dello correnti macrosco- 
piche è di solito nota, lo stesso non si può dire della corrente microscopia 
/»,; cosicché le [VLl] non sono di grande utilità pratica. 

Per poter risolvere tali equazioni, e dunque necessario trovare una 
relazione che leghi /„ (opportunamente mediata, nel tempo e nello spatrio, 
in modo da renderla congruente con la risoluzione temporale e spaziale 
degli strumenti di misura impiegati) a una grandezza macroscopica misura- 
bile e dunque direttamente o indirettamente nota. 

A tale scopo, introdurremo nel par T VI3 il vettore polarizzazione magne- 
tica M (analogo al vettore polarizzazione elettrica P introdotto nel caso dei 
dielettrici) e determineremo la relazione che lega M a J m . Usando tale rela- 
zione, le [V1.1J si trasformano in equazioni differenziali che esprimono B in 
funzione delle grandezze macroscopiche J ed M Qualora la polarizzazione 
magnetica M (oltre alla corrente macroseuijìca J) sia esplicitamente nota, 
tali equaziuui consentono - date le condizioni al contorno - di determinare 
il campo di induzione magnetica B. Questa situazione si presenta però solo 
piuttosto rara inente. In realtà la polarizzazione magneti™ M dipende dal 
campo di induzione magnetica B in cui il materiale considerato è immerso. 
Determineremo pertanto la dipendenza di M dal campo di induzione magne- 
tica B. Prima, con considerazioni microscopiche, vedremo come M dipende 
dal campo locale 8, presente jntcmuniente^al materiale; e poi troveremo la 
relazione fra il campo locale B, e il campo B misurabile macn^copicamente 
internamente al materiale stesso. Una volta nota la relazione M = M{B), le 
[VI. lisi trasformano in equazioni differenziali che legano 3 alla sola corrente 
macroscopica /. A parte le difficoltà matematiche, tali equazioni consentono 
allora di determinare B internamente ad ogni zona di materiale omogeneo; 
ciò a patto che siano note le condizioni al contorno. Come nel caso dei dielet- 
trici, quando lo spazio interessato al problema comprenda più materiali di- 
versi (escludendo cioè solo il caso che un unico materiale riempia uniforme- 
mente tutto lo spazio) nelle superfici di separazione fra materiali diversi le 
condizioni al contorno si esprimono nella forma di condizioni di raccorda, che 
ci dicono come il campo magnetico varia passando da un materiale all'altro. 

È questa, sostanzialmente, la traccia che si segue per sviluppare la teo- 
ria della magnetostatica nei mezzi materiali; ed è anche la traccia dei ragio- 
namenti che noi svilupperemo nel presente capitolo. 
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Come nel caso dei dielettrici, la nostra trattazione si iimiterii sostanzial- 
mente ai materiali omogenei e isotropi, salvo un breve cenno - attraverso 
alcuni specifici esempi - ai circuiti magnetici Una trattazione sistematica 
dei mezzi anisotrepi e/o non omogenei comporterebbe intatti difficoltà non 
commisurate agli obiettivi di un corso dì natura generale come quello svi- 
luppato nel presente testo. 



VL2. Generalità sugli aspetti atomici del magnetismo 



Prima di iniziare la trattazione del magnetismo nella materia in condizioni sta- 
EtonariCt secondo la traccia delincata net precedente paragrafò, introduciamo 
aicumc semplici nozioni relative al comportamento, in campo magnetico esterno, di 
un atomo. Ci rifaremo, cune abbiami) gii accennalo, al modello planetario alla 
Rulhcrtbid, secondo cui l'atomo consta, di un nucleo massivo dotato di carica puw- 
tWa Ze* (Z: numero atomico; : cufica dal protone, uguale al modulo di quella e~ 
dell'elettrone; indicheremo ycmplitwrncnle con a il modulo comune di a* ed e ) 
intorno a cui, attratti dalla forza coulombiam, orbitano su orbite ellittiche, in eoo* 
dizioni stazionarie^ Z elettroni. Tenuto conto della analogia formale fra la forza di 
Coulomb e quella jaavit azionale, l'atomo di Ruthcrford è dunque t&wniLiibile a un 
sistema, solare in mìniatufa^ È noto, e noi torneremo su questo punto nel capitolo 
XII } ebe sistemi di dimensioni geometriche così piccole come i vistemi atomici 
(dell'ordine di I0~ ]tì metri) non possono essere trattati eoa la meccanica classica, 
ma è necessario ricorrere alia meccanica quantistica. Dunque il modello di Ruther- 
ford è drasticamente approssimato: tuttavia esso riesce a dar conto di diversi aspetti 
rilevanti della fenomenologia. 

Consideriamo,, per semplicità, un atomo di idrogeno nel suo stato fondamen- 
tale, e supponiamo che L'orbita dell'elettrone sia circolare. Indicando con r 0 il rag- 
gio delPorbita, con m e = 9,1 - IO -51 kg la massa delPelettrone, con e= 1,6 ■ 10~ ,f C 
La canea dell'elettrone, con iù ò la velocita angolare e con T i: .= 2rr/« 0 il periodo di 
rivoluzione, tenuto conto dell'espressione della forza di Coulomb = ^^jic^, 
l'equazione del moto dell'elettrone si scrive classicamente (considerato che la sua 
massa è molto minore di quella del protone): 



4nt„i£ 



IT 



da cui 
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[Vii] 



[VOI 



n raggio r s dell'orbita può essere valutato a partire da una misura del lavora di 
ionizzazione .dell'atomo di idrogeno, cioè dell'energia che deve essere fornita 
all'elettrone per strapparlo dall'orbita e portarlo all'infinito. Tenuto conto infatti 
che all'i oJinilo l'elettrone ha^ da fermo, energia nulla, il lavoro di ionizzazione Lt 
deve essere uguale in modulo all'energia totale Ej (negativa) che L'elettrone ha 
quando è legato all'atomo, in modo che sia Li + £r= 0. Dunque: 



L,- 



{ 1 



Tenuto conio della [VI2], si ha 

1 i 1 

— «X - — 




Periudo T G dell'elettrone nel- 
l'atomo di idmgeno 
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Lavoro di ioniizazione del- 
l'atomo di idrogeno 



Raggio tieirort>ita elettronica 
nell'atomo di idrogeno 



Corrente equivalente sul l'or- 
bita atomica 




<X>p 




Rapporto fra momento magne' 
tìco e momento angolare orbi' 
(ali dell'elettrone 



Factoie giromagnetico g 



per cui V espressione precadente diviene 



1 



Sue» r„ 



IV1.4J 



Sperimentalmente, il lavoro di ionizzazione L t risulta essere 
U - 13,S eV (elettronvolt) = 13,5 ■ 1,6 ■ IO - " J 

da cui si ricava 



1 



0,5 10 "m - 0,5 A 



iìjlfg jLl 

Con tale valore di r„, il uerioun T v dalla [VI31 risulta pati * 
r, = 1,5' llT ,6 s« 

Un elettrone oro-itanfe «in periodo 7*», comporta che attraverso ogni punto dell'or- 
bita passi una cufica /T voi Le al secondo; e ciò equivale a una dottante aLn- 
ftjca 1„ pari a: 



1 mA 



H momento magnetico associato itila spira atomica, alla quale un atomo di idrogeno 
può essere assimilato, vale dunque: 



m = r s S= I.nil - -j-kiÌ = 9,3S • 1<T M Am ! 



(VI.5J 



Questo vakjre del momento magnetico, benché ricavato eoa considerazioni clas- 
siche, è in buon accordo con le misure sperimentali. 

Osserviamo che il momento magnetico^ dovuto al moto orbitale dell'elet- 
trone è proporzionala al momento angolare L che esso ba rispetto al nucleo. Si ha 
infatti: 

L — x w,v„ 

£, cosi come m, e ortogonale all'orbiti!.; Consideralo però che la carica e ' dell'elet- 
trone è negativa, Ja corrente orbitale ha verso opposto rispetto alla velociti v 0 del- 
l'elettrone, « ed £ risultano pertanto fra di loro amiparallfli. Quanto al modulo L 
di I sì ha: 

L - nt t v„r t = m, l~ r I r « = — 

Per confronto con la IV1.5], vediamo che m/L- eflm,; ovvero anche, vettorial- 
mente: 



Nella [V1.6], il folto che m è antiparallelo a L è contenuto nel fatto che la carica e" 
dell'elettrone è negativa. Osserviamo che il rapporto fra in ed L dipende solo da 
proprietà intrinseche dell'elettrone (carica e massa). In generale» il rapporto fra 
momento magnetico m e momento aogolare L per un sistema qualunque è detto 
fattori giromagnetico g: 



1VI.7] 
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[) fiuto che il fattore giromagnetico di un elettrone orbitale valga 



Co - 



in 

2m, 



[Vii] 



da noi ricavato con considerazioni classiche per l'atomo di idrogeno nel suo stato 
fondamentale, è in realtà una conclusione di validità generate in meccanica quanti- 
stica, applicabile al momento orbitale di elettroni appartenenti a qualunque sistema 
atomico. 

Inoltre, come vedremo meglio nel cap. XII, in meccanica quantistica il mo- 
mento angolare orbitale .di un elettrone in qualunque sistema, atomico può assu- 
ntore solu calori clic siano multipli interi di una costante universale h: 



IH ■ 



il - 0, 1,2,...) 



IVL9] 



Ut costate h vale 6,626)7 ► 10~ ÌJ Joule seccnd*}; essa è della costante rfi Planck. 
n numero intero / * detto numero quantico orbitala. Tenendo conio della 
in meccanica uuan Ustica il momento magnetico orbitale di un elettrone pufr ossu- 
te") 

mete dolo valori che siano multipli interi della, quantità mg — ~z — * detta mudile- 
torte di Bofa 



2m t 



{/- 0, 1,2, .,,} 



(VUO) 



Il momento magnetico dei sistemi atomici non e però dovuto solo tìl momento 
orbitale degli elettroni nel loro molo tli rivoluzione interno al nucleo. I costituenti 
dell'atomo {plotone, neutrone ed elettrone) sono infatti dotati anche di un momento 
proprio (sia dì un momento magnetico che di un momento angolare) come se si 
trattasse di sferette, aventi urta distribuzione spaziale di carica e di massa, ruotanti 
Intorno ad xin asse bnriccotrale. Al momento proprio o intrinseco (sia esso il 
momento angolare, o il momento di dipolo magnetico) si dà il nome di momento di 
spili (dall'inglese «spin» = trottola), É un fatto sperimentale ebe il momento arigo* 
lare ìli spìn s sìa lo stesso pei' elettrone^ protone e neutrone, e vtil^a hi2\ 



per ctertrone, protone e neutrone: 



S |= T 



(villi 



Benché il momento angolare di spìn sia io stesso per -quarte ire particelle, il loro 
momento magnetico intrinseco non e lo stesso, perchè e diverso il loro fattore giro 
magnetico intrinseco che, sperimentalmente, risulta essere rispettivamente 



elettrone g, = 2 [y^-j 
protone g, = 2,79 



neutrone g, =- 1 



[negativo) 

(positivo) m - gs 
(negativo) 



Costante di Planck 
A = 6,A2617 ■ IO -1 ' J 



Numero quantico orbitale 
Mignetone Ui Bohr 

Wl , = O,9ìi407S.![)-"Am ! 



Momento angolare di spiti 



Pallore girpfrj&gnerico 
intrinseco di elettrone 
protone e neutrone 



dove m, è la massa dell'elettrone e m e la massa del protone. 
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Momento magnetico 
intrinseco 



Principio di esclusione di Puuli 



Quantizsazione della proiezio- 
ne del momento angolare 



Pertanto, tenendn conto della (VI. 11], il rispettivo momento magnetico intrin- 
seco vale: 



elettrone p, 
protone 



2m t 



antiparallelo allo spin 



neutrone 



U*)a ( 2,79 \ 

|j- = — L — r — I parallelo allo spia 
2m f \ 2 I 

(e") fi / 1,91 \ „ , „ 

li, = -~ — (— - — antiparallelo allo spin 



Osserviamo che il momento magnetico intrinseco delfcieiiroiie e pari a un magna- 
tone di Bohn è cioè pari al momento magnetico orbitale dell'elettrone nello stato 
fondamentale dell'idrogeno. Considerato che la massa del protone è quasi 2UU0 
volte più grande di quella dell'elettrone, il momento magnetico intrinseco dei 
nucleoni (protone e neutrone) è di circa tre ordini di grandezza più piccolo rispetto 
a quello dell'elettrone, e il suo contributo può essere di solito trascinato nella mag- 
gior parte delle considerayiiml sugli effetti magnetici nella materia. 

Il momento magnetico di ogni atomo si ottiene come somma vettoriale dei 
momenti orbitali e (lei momenti di spin. Nel tare ciò, vanno peraltro tenute in 
conto precise (egole stabilite dalla meccanica quantistica, e in particolare le 
seguenti: 

Principio di esclusione ài Patiti. In un sistema atomico, non possono coesistere 
più di lue elettroni nello stesso stato orbitale; e in questo caso, i loro spin devono 
essere anliparalleli. 

Quantizzatane della proiezione ilei momento annoiare: la proiezione lungo un 
asse (e in particolare lungo la direzione di un eventuale campo magnetico esterno) 
del momento angolare orbitale può assumere solo i valori multipli interi dì fi com- 
presi Ira — iti e + /fi; mentre lo spin degli elettroni e dei nucleoni pud disporsi solo 
parallelamente o aotiparallelamente a tale direzione. 

Dalla combinazigne, con queste regole, dei momenti magnetici orbitali e di 
spiri, molti atomi - dotati di una distribuzione spaziale simmetrica - risultano avere 
momento di dipolo magnetico nullo; e questa conclusione e confermata dalle 
misure sperimentali. Anche quando il momento magnetico atomico è diverso da 
zero, di regola in assenza di .campo magnetico esterno l'orientamento del momento 
dei vari atomi è dei tutto casuale, cosicché ogni porzione macroscopica di materia 
ha momento magnetico risultante nullo. Come vedremo meglio ia seguito, questa 
regola ammette eccezione nel caso di alcuni materiati (ferromagnetici), per i quali 
una volta indotto, ad opera di un campo magnetico esterno, un orientamento privi- 
legiato dei momenti magnetici elementari, tale orientamento permane in certa 
misura anche togliendo il campo esterno; e allora il materiale mantiene un 
momento magnetico non nullo gDche senza bisogno di un campo magnetico 
esterno orientante (magneti permanenti). 

In ogni cnsu> pur con forti differenziazioni che approfondiremo più avanti - 
per i vari tipi di materiali (dia-, para-, o ferro-magnetici), un campo magnetico 
esterno ha l'efietEO dì indurre un momento magnetico risultante non nullo nel 
materiale. 



VI.3. Polarizzai fene magnetica e sue relazioni 
con le corresti microscopiche 

La materia io campo magnetico può essere pensata come un insieme 
di atomi o molecole dotati di momento magnetico complessivo non nullo. 
Ciò equivale a pensare all'esistenza, nella materia, di correnti atomiche 
microscopiche. 



: 1 



1 f n 
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Seguendo la traccia delineata nei par. VI.I, introdurremo ora il vettore 
intensità di magnetizzazione o di polarizzazione magnetica M, e determine- 
remo le relazioni che legano tale grandezza macroscopica alle correnti ato- 
miche microscopiche /„. Il vettore M (analogamente alla polarizzazione 
elettrica P definita dalla [III.9D è definito dalla relazione: 



iif = lim ■ 



= lim 



àN 

Att ' 



/fi 



Intensità di polarizzazione 
magnetica M 



[V1.12] 



dove Ax è uo volumetto di materiale, il numero di dipoli magnetici 
microscopici in esso contenuti, m, il valore (vettoriale) di tali momenti 
microscopici, e m il loro valor medio (vettoriale), M rappresenta, come si 
vede dalla sua definizione, il momento di dipolo magnetico posseduto dal 
materiale per unità di volume, Jvtif sistema 4'./., M ai misura in Ampere su 
metro (A/m). Come già precisato nel caso della polarizzazione elettrica, la 
definizione [VI.12] va intesa al limite per At tenderle a zero (in termini 
macroscopici), col vincolo che At sia comunque sempre abbastanza grande 
da contenere un numero statisticamente significativo di molecole: conside- 
rata la densità di atomi nella materia condensala (dell'ordine di IO 2 " atomi 
per mm 3 ) questa duplice condizione può essere facilmente soddisfatta. L'in- 
tensità di polarizzazione M va^dunque considerata come una funzione vet- 
toriale della posizione Àf=itf (jc,j>,z). 

Per vedere come M è legato alle correnti atomiche mieroscopichc 
(dette anche correnti amperiane, in onore di Ampere Che per primo ne svi- 
luppò la teoria), cominciamo col fare alcuni ragionamenti qualitativi riferen- 
doci per semplicità al caso in cui il materiale in esame abbia torma cilin- 
drica, e sia polarizzato lungo l'asse del cilindro stesso [M parallelo all'asse à 
del cilindro coincidente con l'asse z). Ricordiamo che M rappresenta il 
momento di dipolo magnetico per unità di volume posseduto dal materiale; 
e ette tale momento 4 il risultante del momento di dipoli atomici, assimila- 
bili a microscopiche spire percorse da corrente cui si aggiungono i momenti 
dì spia, in assenza di magnetizzazione, lati spire sono orientate in maniera 
del lutto casuale; ma quando Jtf è diverso da zero, esse sono prevalente- 
mente orientate col loro piano nella giaeitiiYiJ ortogonale ad M (nell'esem- 
pio in esame, nella giacitura del piano xy)~ 

Supponiamo prima che M sia indipendente dalla posizione. Ci si reode 
tonto immediatamente, allora, che inrernamente al materiale il valor medio 
delle correnti microscopiche è nullo: per esempio, su ogni piano ortogonale 
all'asse z, in ogni punto P sì ha infatti, in media, perfetta compensazione Tra 
le correnti dei dipoli che si trovano disposti simmetricamente rispetto a P. 
St ha una conente macroscopica media diversa da zero solo sulla superfìcie 
laterale del cilindro, dove la magnetizzazione subisce una discontinuità pas- 
sando bruscamente dal valore M che essa ha internamente al materiale, al 
valore zero che essa ha esternamente. Tale corrente (attiva su una superfì- 
cie, anziché su un volume) è convenientemente descrìtta da un vettoje 
densità (col pedice j a indicare che si tratta di corrente di superficie). J m 
è definita dalla condizione che la carica microscopica media dQ m ehe fluisce 
nel tempo dt attraverso un trattino di lunghezza dh (macroscopicamente 
significativo) disposto sulla superficie S del materiale è data da: 

■^f- = J ms dhn [VJ.13J 



7 - 



1 - ili 










L M 















Corrami ampeiiane 





Densità di corrente amp ariana 
su p «fidale /„„ 



dove n è il versore normale a dh. 
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il insita di garrente impeti a da 
YolumicH 



Se invece M non è uniforme internamente al materiale (cosicché la densità 
dei dipoli microscopici orientati vari lungo una direzione; ad esempio 
decresca lungo l'asse x come indicato in figura) allora anche internamente 
al materiale non vi è più compensazione fra le correnti fornite dai diversi 
dipoli (vedi, ad esempio, ciò che accade lungo la linea tratteggiata indicata 
in figura). Internamente al materiale si ha una corrente microscopica J, y 
mediamente diversa da zero, che somma il suo contributo a quello della 
densità dì corrente superficiale J„ s . Ricordiamo che i m (il cui pedice v sta a 
indicare che si tratta di una densità di corrente di volume) è definita dalla 
condizione che se internamente al materiale si_consìdera un elemento di 
superfìcie (macroscopicamente significativo) dS comunque orientato, la 
carica microscopica dQ„ che fluisce mediamente attraverso di essa nel 
tempo di è data da 



di 



- J„, - dS 



Osserviamo, per confronto fra la [VI. 13] e la 1V1.14], che /„, e J m , non han- 

i . ■■(-■■. . • ■ Coulomb A 

no le stesse dimensioni fisiche: mentre J mv si misura in 



■ set 



si misura in 



Con lomb 
m ■ sec 



A 

m 



Per trovare le relazioni quantitative che legano M (e le sue derivate 
spaziali) a J m , e J„, procediamo in maniera del tutto analoga a quanto 
abbiamo fatto per provare le relazioni [ITI.I2J e [HIJ3J relative alfa polariz- 
zazione elettrica R 




Consideriamo dunque un cerio materiale di forma qualunque, il quide occupi 
il volume t delimitato rialta superficie chiusa S; sia Mij} a M(x,y, ia sua pol&- 
M77My.ii)ut: matsiiElica. in funzione della posizione 7 = (x,y, 2). Usando i simboli 
definiti in figura, e ttuendo conto della relazione [V.S6], il potenziale veilortt À 
generato (ta tate materiale nel punto P di posizione r? = (xr,Sr* tri & da to * HI: 



in 1, \r?— rf 4r. J, \'p— '] 



15] 



Malli, secondo la defiri^itinc ili M, l'elemento di volume di possiede momento di 
dipolo raagnetieu dm — */ i/r. 

Ma considerato ebe per ia fl.581 si hu 



tt~r 

La precedenti espressione diviene: 



4 



Tenendo canta ora della identità d-3) di tabella V.ì (ponendo m essa 

v = M\ /= tt^tt), la precederne rsla?.Eone puù essere posta nella forina 

k- J>1 _^ 
(v x V/= /{V x y) - V x (/v); ovvero v x grad/ - /(rat v) - rot (fv)): 
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e trasformando il secondo di questi integrali mediante la relazione integrale 1.4) di 
tabella V.l: 

v " 4x J, |r- I 4* J$ ir- r f l 



dove dS e l'elemento di superficie e li il versore ad esso normale. 

D'altra parte, Io stesso potenziale vettore può essere espresso in termini delle 
correnti mediante la [V,53]; tenuto conto che nel «so in esame i presente una den- 
sità volumka di corrente /„, e una densità superficiale J,„, il potsnziale può essere 
pusto nella forma: 



A{7 f ) 



4 s k 1 r — r? \ 



.-Ka- 
4it 



J„,dS 
\r-h\ 



Dal confnrato fra questa relazùme e la precedente si trae: 



J ms — M 



[VI. 16] 



che rap presentano le relazioni cercate. 

La prima delle relazioni [VI. 16] può essere facilmente visualizzata, per 
esempio, nel caso in cui si ipotizzi, per semplicità, chejl materiale sia ma- 
gnetizzato non uniformemente in modo che il vettore M abbia solo compo- 
nente W, e che essa dipenda soltanto dalla coordinata x cioè M = (0, 0, M,) 
Af, = Jtf,(x), con M, crescente con x, come mostrato in figura. 

Consideriamo una serie dì volumetti elementari <hi, dx 2 , .., di lati dx, 
dy e dz, allineati eoo l'asse x, i quali corrispondono a dei momenti magne- 
tici Afri Ai, Wj] Jt,, ... rispettivamente. Tali momenti corrispondono a delle 
correnti atomiche elementari di,, dl 2 , fluenti con intensità diverse, su 
circuiti rettangolari di lati dx e dy, perpendicolari all'asse z ed adiacenti 
Tuno all'altro. Le correnti che scorrono lungo la t™dn (colorata in figura) 
comune ai due volumetti elementari contigui, in figura indicati con (1) e 
(2), non sono uguali, hanno segni opposti (d/j > 0, d\ < 0) c<l equival- 
gono ad una corrente di t ~ dl\ — dl q nella direzione dell'asse y. Le correnti 
dl t e di, sono esprimìbili in funzione di M, mediante l'uguaglianza, delle 
diverse espressioni che si possono dare ai momenti magnetici elementari 
dei volumetti di, e i/tj: 

CI): d/, <btdy = M,(x)tlxdydz 

C2) : dl 1 dxdy = if,(x+ dx) dxdydz = jj/, to +- <tx] dx dy dz 
Duncuie: 

di, = dl^ dl 2 = - dx dz = (/„„), dx dz, 



da cui: 



dM, 



Relazioni fondamentali 
fra magnetizzazione M 
e correnti microscopiche 
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Usando le relazióni [VI. 16], che esprimono le correnti microscopiche in 
termini della intensità di magnetizzazione, il campo di induzione magnetica 
in presenza di materia può essere espresso in funzione delle correnti ma- 
croscopiche e della magnetizzazione stessa; anziché, come accadeva nelle 
[VI.l], in funzione delle correnti macroscopiche e di quelle microscopiche. 
L'utilità di ciò è evidente non tanto nel caso dei magneti permanenti, io 
cui la magnetizzazione può essere considerata, entro ampi limiti, nota a 
priori: in questo caso infatti il campo di induzione magnetica può essere 
calcolato direttamente attraverso il calcolo del potenziale scalare (inte- 
grando l'eq. IV. 44] su tutto lo spazio occupalo dal materiale). Quanto nel 
caso generale ih cui la magnetizzazione M sia funzione del campo di indu- 
zione B presente ji unto £cr punto i mutuamente al materiale: la conoscenza 
della relazione M = M{B) consente infetti, a partire dalle [VLl} e dalla 
prima delle [V116], di impostare ir» termini del tutto generali le. equazioni 
che consentono di determinare il campo magnetico in tutto lo spazio. 

Di ciò ci occuperemo nel prossimo paragrafo e nei successivo, in cui 
assumeremo che la funzione M — M(_fi\ per i vari tipi di materiale, sia nota 
su basi empiriche. L'interpretazione microscopica di tale funzione sarà poi 
discussa nel paragrafo VLó. 



VI, 4. Le equazioni fondamentali della magne («statica in presenza 
di materia e le coedizioni di raccordo per B ed H 

Il nostro punto di partenza saranno le equazioni generali [VI.l), che 
qui ripetiamo per comoditi . 

(*"?-' - . l! ! =0 - t rvu] 

Si tratti di equazioni differenziali alle derivate parziali, valide dovunque B 
sia definito c derivabile (c dunque, in particolare, continuo). Benché le pro- 
prietà integrali da cui esse derivano (che sono rispettivamente il fatto che le 
linee di fona di B sona linee chiuse; e il teotema delta àratilazione di 
Ampere) valgono su una linea chiusa qualunque - in particolare su una 
linea che attraversi la superficie di separazione fra materiali diversi - le 
[VI.l] non sono definite sulle sup ertici di separazione, in cui in generale B 
subisce una discontinuità. Esse vanno pertanto scritte, e risolte, interna- 
mente a ogni materiale; imponendo poi alle diverse soluzioni (ciascuna per 
ogni materiale) di raccordarsi sulle superfici di separazione secondo le con- 
dizioni dì raccordo che determineremo più avanti in questo stesso para- 
grafo. 

Considerato dunque che la [VI I] può essere scrìtta solo internamente 
a ogni materiale, la densità dì corrente microscopica /„ al suo secondo 
membro è la sola corrente di vo1utrte_J„ v ._punque, in base alla prima delle 
[VI. 16], possiamo sostituire ad essa V x M; col che le [VI.l] stesse diven- 
gono 

V ■ B = 0 

. - , - , ■ rvi.i7 

V x B = i^J+ u,V x M 



l/tafcntiiamo nella materia HI 



Poiché ^ è costante, la seconda di queste equazioni può essere trasformata 
- dividendo per e portando al primo membro il secondo termine pre- 
sente ai secondo membro - ad assumere la forma: 

Le [VI. 17] assumono cosi la forma 

divB = 0 I V ■ B = 0 

_» • ovvero I - 

rotff=/ lVxff=/ 

avendo defittilo it vettore campo magnetico H mediante la relazione 
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rvi-i«i 



Osserviamo che al secondo membro delle [Vt.1S] compaiono le sole cor- 
iena macroscopiche /, come volevamo- Notiamo anche l'analogia con le 
equazioni dcllfe elettrostatica io presenza di male ri» (eq. 1111.231) che riscri- 
viamo per memoria h 



V ■ D- 



[m.23] 



Le [VI. li] pongono le equazioni della raagnetostatica in presenza di materia 
in forma elegante e compatta, del tutto analoga a quella delle equazioni nel 
vuoto [V.34J. Tuttavia queste ultime ammettono soluzione univoca - Gssate 
le condizioni ai contorno - solo perché in entrambe compare lo stesso 
campo vettoriale incognito B. Affinché anche le [VI. 18] ammettano solu- 
zione univoca e necessario trovare qu ale re lazioneirjj epon.e^fra He B; 
gvyejp, considerata la [VX 19], fnl fAB. Di riÓ'ci occupexemoTperTdiYersi 
tipi di materiale, nel prossimo paragrafo {in termini fenomenologici) e nel 
paragrafo VX6 (dal punto di vista microscopico). 

E bene osservare che i campi fondamentali dell'elettromagnetismo 
sono Se B, chein condizioni stazionarie soddisfatto le equazioni differen- 
ziali omogenee V x É= 0 e V . B — U. 1 carrai vettoriali Dzdlf stono oppor- 
tunamente introdotti per descrivere gli effetti medi delle cariche e delle cor- 
renti di origine atomica, in sovrapposizione agli effetti delle cariche localiz- 
zate c delle correnti macroscopiche di conduzione. Essi sorto descritti da 
equazioni differenziali (la prima delle [111,23], e la seconda delle [V1.18]) in 
cui non compaiono te cariche e te correnti atomiche; la faro corji£vrazione, 
pertanto, dipende dai materiali presenti solo attraverso le condizioni a! con- 
tomo che questi impongono. In particolare ff 7 dj_cui ci stiamo qui occu- 
pando, soddisfa la relazione differenziale locale 7 x H= 7. È immedialo 
dedurre, da questa, la corrispondente relazione integrale. Consideriamo una 
linea chiusa / orientata; e una superficie S che abbia / come coatomo e 
orientata in modo che la sua normale n «veda.» circolare I in senso antiora- 
rio (oppure, con la regola della mano destra, n sìa diretto come il pollice ed 
/ come le altre dita). Calcolando il flusso di J attraverso S, e applicando il 
teorema di Stokes e la seconda delle [V1.18] si ha: 



di 



equazioni fondamentali delia 
magnetostalicQ in presenza di 
materia 

V • 0 

f x H = 1 

campo magnetico 



V - D= p 
Vn£ = J 



Le equazioni per D e H sono 
indipendenti dalli cariche di 
polarizzazione e dalle correnti 
Htt imitile 




[mano 
destra | 



2+2 Capila/o setto 



Teorema dellajHrcuitazione di 
Ampere p&r # 



da cui (essendo | S J- - E /,); 



= Si" 



[V1.20] 



dove, come al solito, E /, indica la somma algebrica delle correnti (macro- 
scopiche) concatenate con la linea chiusa 1. È questo il teorema della eircui- 
tazioie di Ampere relativo al orape magnetico H. La [VI.20] mostra chiara- 
mente che le dimensioni di ff sono quelle di una corrente divisa per una lun- 
ghezza. 

Nei problemi dotati di particolare simmetria, la [VI20] consente radi- 
mente di calcolare il campo magnetico H generato dalle correnti sorgenti. 



Esempi 




Unirà di misura di fi nel siste- 
ma SX: 

Antperepirt su metro (As/rn) 



E.VI.I, L'iitt gutiinq fllindriai rigida, rettilinea; molto lungo rispetto al suo diametro 
d ^ J cui. contieni? al suo Interna ti = 15 fili rettilinei, fra dl'Jtìm f letifica-, 
mente inviali, ciascuni) perCOfSO da corrente txmtinuu l *= l A xfl? Sì cliiudanit 
.vtì di lolp Molto lontano (all'Infinito), Hcterntinore il campii inapreiictì gettc- 
ì-aìo ad r una distoma R ^ 30 cm normalmente ci centro del cilindra. ■ 

, talché ti « R « h(h** lunghezza citila guaina), la guaina, può essere consi- 
derata come un segmento (di sezione, trascuràbile) infinitamente lungo. Jl problema 
ha pertanto simmetria cilindrica, e //deve avere modulo Uniforme. lungo ; un per- 
corso circolare I di raggio R normale alla guaina e centrato curi essa; tempre per 
ragion* di simmetria, le linee di forza del campo possono essere solamente o rettilinee 
e parallele al Ilio, o circolari ortogonali al Ilio e concentriche ad esso, d rettilinee. e 
dirette radialrneule; in ogni caso // può essere solo o ortogonale o tangente a I. Ma 
se tosse ortogonale, la' sua circuitazione su I sarebbe nulla, e ciò non può essere 
perché la somma delle correnti concateaale E £ - n/è diversa da zero/Dunque H è 
tangente ad f;e precisamente, affine he la [YI.20J sia itoddisfatta in segno,. ad avvolge 
in senso antiorario intorno ai verso delle correnti. U [V1.2DJ itiv iene : dunque: 



! 



2%R 



Numericamente, H '; = 



15 I A 



0,640 tn 



■~ 16 



As 



Nel sistema SI, runiLa di misuitnii fi i convemstoriit! mente detta « Aiti peiip ire sii 
metro» a As/m (s nuroén/ adimensionale), per Indicnre che il non ..v,ifiìa; mante : 
ncndo costatile il; prodotto fra; numerò di spire e correrrte circolante in daseuna 
sjjiia del circùito sorgente (di iissata geometria), Osserviamo che it valóre di H i 
indipendente dai fatto efe la guai nasi a immersa nel vuoto (uh un eventuale mezzo 
omogeneo che riempia uniformemente lo spazio circostante. f.7*;U«c£» ìm. 
ti&~& *i.t V'if^ q^^il <j «. tattici' fa t risesi <<£> i-.lf Ai 

E.VIJ. Riprendiamo il solenoide introdotto nell'esempio E.V.I2. Consideriamo il 
coxo che esso sia molto fungo rispetto .al suo diàmetro (solenoide ittfìniia- 
nteute. Ittngo), ma non facciamo alcuna ipotesi sul materiale che eventual- 
mente lo riempili. Usando II teorema della circuitazione di Ampere (èq, 
JVI.20J), determinare ii campo magnetico fi presente internamente ed esterno- 
mente al solenoide. . , 



li sistema ha simmetria cilindrica, e dunque anche il Campo dei esso prodotto 
deve avere simmetria cilindrica: le sue linee di forza potranno pertanto essere o cir- 
colari, ortogonalmente all'asse del cilindro {preso come asso x) e centrala .in esso; 
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a radiali (ortogonali all'asse x e Indipendenti dalla coordinata jO; o rettilinee e pa- 
rall.clc. aliasse x Nel primo caso e nel secondo caso, ia circuitazione di fi lungo una 
lìnea chiusa come la linea lj sarebbe nulla; e ciò non pub essfere perché /] è conca- 
tenata con una corrente diversa da zero. L'unica possibilità e pertanto ctie ì] campo 
siti diretto longitudinalmente. Sulle linee chiuse lì ed /; - che non sono concatenate 
con alcuna corrente - la oircuitazione deve essere nulla: ciò può essere solo se H 
(che abbiamo già appuralo essere longitudinale) è indipendente dalla distanza 
dall'assi; x; ciò e possibile, con valore uniforme di H diverso da zèro, solo interna- 
mente al solenoide; esternamente, poiché non può essere il campo uniforme di- 
verso da zero ovunque, l'unica possibilità e che il campo sia nullo. Dunque riassu- 
mendo il risultato dei ragionamenti fin qui fatti : il campo H deve essere nullo esler- 
hamente ai. solenoide, mentre internamente esso % uniforme' e diretto secondo 
Tasse del, cilindro. Osserviamo che ciò vale nell'i poiesi che il sistema abbia simmetria 
cilìndrica, e ciò è vero solo se ravvolgimento è suffìcièmeinehte lìtio perchè siano 
trascuratili i relativi effetti di struttura in vicinanza." drì i*li. (vedi esempio E.V.Ì2). 

.Non. ci Testa che ilcUsrmìnan; quanto vale il modulò del campo'- longitudinale 
e uniliimi*-, ime ma mente al solenoide. A tale scopo applichiaaio la [VIJKIJ alla 
linea l\. I /unico, contri buio ullu circuitazione viene dal trailo "AV lungo l'asse jc,. dove 
H è parallèlo a . la .1 V1^2UJ. diviene pcrlflólo; . 

■ ■ - H fi/ = A/Y / . 




dove AH è il numero di spire concatenate con <lunqui: in delmitiva' 

fi ■ ~ <•/< |Vf.21! 



dove I è la -corrente; n = — il numero di spire per uniti di lunghezza; / il ver- 
sore dell'asse x. Osserviamo che se internamente .al solenoide vi è il vuoto, allora 



ponendo 'nella [VI. 19| Jtf = 0 si ha// 0 



; ovvero anche B n =^ u^ tf 0 (avendo ìndi- 



.cato col pedice „ le grande/j-C nel vuoiti}- RiolLcniamo così immediatamente dallu 
JVL21J, per fì^ il risultato IV.j^l. Notiamo anche effe la [V1.2 1 1 ci dà immediata ra- 
gione del nome di Amperspirc su metro che viene dato ni le uttità di misura per H. 



Campii magnetico 
internamente a un solenoide 
indefinito 



Lo ojjnd imitili t rJi rattordo (ter i csinjtì vettoriali B ed H al passaggio da 
un mezzo materiale ad un altro, possono essere facilmente ricavate coroide 
rarudo che il Busso di H uscente da qualunque superfìcie chiusa è nullo, e 
ohe la ci req italiane dì H lungo una linea chiusa che non si. m oiatoii-con 
c -2FIE!lÌ^^S^Etili^he è anch'essa nulla (e dunque in particolare lungo 
una Imeacmusa che Attraversi l'interfaccia fra due mezzi materiali diversi, 
interfaccia che è sede solo di corT^lLjrjicTojjcojjichel. 

Considerato allora un cilindretto C corre quello mostrato in figura e un 
piccolo percorso rettangolare /_(anclt'esso mostrato in figura) e imponendo 
le condizioni che il flusso di B uscente da C, e la circuitazione di H su /, 
siano nulli, in maniera del tutto analoga a come abbiamo ricavato le condi- 
zioni JI11.31} e pjl.32] per É e D, otteniamo ora le condizioni dì raccordo 
per fi ed H 



Hiì = Ha 



[VI.22] 
rVI.23] 



Passando da un mezzo materiale all'altro, la eomponeme normale di B non 
subisce alcuna discontinuità (mentre è in generale discontinua la sua Com- 
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per 5 ed h 




H t1 = H t2 



2+4 Cvpìinift xesttr 



mezzo 1 *M 



mezzo 1 



mézzo 2 




Nei vuoto W» = -^- 



Permeabilità magnetica p 



5«ì 



Permeabilità relativa p, = p/ji^ 



ponente tangenziale); al contrario, per H la componente tangenziale non 
subisce alcuna discontìnutlà (mentre è in generale discontinua la compo- 
nente normale). 

La [VI.22] e la [V1.23] costituiscono anche fa base per la definizione 
operativa di B ed H nella materia. Per misurare il valore di B presente inter- 
namente a un certo materiale, basta, effettuare nel materiale un sottile 
taglio ortogonale alle linee di forza del campo e misurare il valore di B, pre- 
sente dentro il taglio; il valore di B a così misurato coincide, per la [VI.22], 
col valore di B attivo internamente al materiale. Quale tecnica sperimen- 
tale possa essere nella pratica impiegata per misurare verrà da noi 
discusso nel prossimo capitolo. Naturalmente, qualora la direzione di B non 
sia nota a priori da considerazioni relative alla geometria del sistèma, si pro- 
cederà per tentativi, effettuando tagli con diversa orientazione lino ti indivi- 
duare l'orientazione per cui la componente^ tangenziale di B„ è nulla. Ana- 
logamente, per misurare H basta mi sunir e //„ dentro un taglio effettuato nel 
materiale parallelamente «He linee di forza del campo. Osserviamo che nel 
vuoto - e praticamente anche in aria - essendo M= 0, dalla [V1.19J si ha 

H n — — — ; per cui una misura di B tì fornisce anche una misura di 

Nei me?7Ì materiali isotropi ed omogenei -(e dunque escludendo in 
particolare i magneti permanenti, di cui ci occuperemo nel paragrafi) VL7, il 
cui momento magnetico proprio M costituisce un elemento di evidente ani- 
soiropiaj- i campi vettoriali H e B s perimentalme nte risultano essere fra di 
loro paralleli; ciò significa, come discende dallaTvTl9], che M è parallelo (o 
antiparallelo) a B. In tali mezzi sì può scrivere 



B= \tH 



[VI.24] 



La quantità scalare p, che costituisce una proprietà di ogni materiale, è 
detta permeabilità magnetica Per i corpi an isotropi la costante scalare u è 
sostituita da un tensore. La permeabilità magnetica viene scritta spesso, per 
comoditi, nella forma 



P- HcU, 



tvi.25) 



dove \it è la permeabilità magnetica dei vuoto. La quantità adimensionale 
viene detta permeabilità relativa fai materiale in esame. Come 
discuteremo in dettaglio nei prossimi due paragrafi, u (e dunque anche |t r ) 
è indipendente da B nei materiali paramagnetici e diamagnetici; mentre nei 
materiali ferromagnetici \i è funzione di B \i(B)). Nel vuoto (e pitica- 
mente anche io ajia) è p=n„, e dunque anche iv=I. 

Usando la [VL24], la [VL22] pud essere scritta in finzione delle compo- 
nenti normali di #, H„, e H al \ si ottiene pi/f„i = [iiH B1 . Dunque le condi- 
zioni complessive di raccordo per H risultano 



Condizioni di raccordo per H 



Condizioni dì raccordo per B 



fin — Hq 
Uitf„] = Pi#„i 



[VI.23] 
[VI.23a] 



dove come al solito i pedici 1 e 2 indicano le grandezze relative al mezzo 1 
e 2 rispettivamente. Analogamente, sostituendo la [VI.24] nella [VI.23] rica- 
viamo le condizioni di raccordo relative al vettore B\ si ottiene 



S-i = Bm 



[VI.22a] 
[VI.221 



Facendo il rapporto membro a membro fra la [VI ,23] t la [VJ,23a] (e analo- 
gamente fra la [VI.Ì2a] e la [VI.22]) otteniamo; 
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(«A) «Ai Mi 

dove 0, e flj sono eli angoli definiti in figura, LaJVL26] rappresenta la 
cosiddetta legge di rifrazione delle linee di forza di B ed H passando da un 
mezzo materiale a un altro. 



Esempi 



E.VI J. Vita lastra iti materiale omogene o ed ismmpti. molto estesa rispato al ™« 
* spessore, e disposta orttrgitnalmeittc atte linee .di forza di un campo dlindtt- 
jhrìe magnetica uniforme 5„ (nd virato). Sapendo'tfie in permeahliiià rnagne- 
Jtto rtiqtlya dei materiale é |i r = ì, discutere la configurazioni: assunta nel 
materiate dai campi vettoriali ify ti e M. 

Poiché il campo B„ è ortngnnale alla superfìcie della lastra (fl 0 ,= 0), le |V1,22] 
e (VI.Ì2aI equivalgono nel nostro cano a 



B n — &w 
B, 
P 



=> B = B,- 



Internamente ài materiale, il campo B ha io slesso valore che esternamente (in 
modulo e direzione). 

Il campo fl, essendo parallelo a B, è anch'esso ortogonale alla piastra tH,~ 
- *); le [V1.2Ì1 ci danno dunque 



H,- 



=4 tf: 



JkSz. 



Jk 

U- 



A. 

2 



D'altra- parte, esternamente i 

Quanta «1 Campo vettoriale Ut, eslomairieiiis è Af = 0; mentre internamente si 
ha dalla [VI, 19] i 



.li». 



ì 



Po 



B.. 



_fio_ 



Jk 
2 



E.VM. (Jn cilindro di materiale omogeneo ed Isotropo, di diametro mollo piccolo 
rispetta alla sua altezza, e disposto parallelamente alte linee di forza di un 
campo di induzione magnetica uniforme B„ (nel moto). Se y^ — 2, discutere la 
configurazione assunta nel materiale dai campi vettoriali J? n ti e M, 

Esternamente al materiale, è W„ = iVp„ e lf=»0, 
ff„ e B c sono paralleli alla superficie laterale del materiale iH or ' B„„ = 0); per 
cui dalla (V1.2J] e dalla [VI.23Ì segue: 



B„ 



Dalla ' [VI.19]- segue -Infine il valore dì Xf: 

ìj & Tt ti ■Sa / +^ 



E.VI.5. £fl permeabilità magnetica relativa dei materiali ferromagnetici è spessa 
assai atta (dett'ordine delle migliaia: per alcune leghe speéiatt addirittura dì 
molte decine di jnigliaia). Analizzare fSttatitativaiitetrrc l'andamento delle 
linee di fòrza di B al passaggio della superficie di teparazìnne fra ti vuoto (o 
l'aria) e- un materiate dì- tate natura. 



Supponiamo che it linee di forza d! flj (esterna me ni;: j| mulertole) incìdano 
formando con la aormaìe f! un nnBok> % piccolo ma noii nul lo (cioè quasi ortogo- 
nalmente «ila stujiéfticTé ài separazione). Pei. ,la JVI.26J ti Ivi; " " 

\ "... :■ :\ ~ .«*»'»«*»• - mA^> - 1'/ » '»» - m, ■■; ■ 7 

dove fl t raflgQlf! Cile ^niririi' MB Irnwmale ri internamente al materiale: tessendo 
iVruoilv grande, tgè 4 anch'esso grande (ad esempio molte decine)'; e ^ è prossimo 

a W.' ■ '77 '7 V 7 .... ._. . ..■ " " ■ ' ' 7'. 

Dunque ìritérnaiiienfe al materiale Branda ad sssere parallelo alia superficie di 
separazioriét.e le su* jinee di forza sono mollo più dense che esternamente {B è 
molto piti Intensirdrjff^: Nel disegno» questo effetto e stato mostrato, per motivi di 
chiarezza grafica, in misura molto meno pronunciata di quanto spesso. si presenti 
nella pratica. Su' questo effetto fi basata la progettazione e la trattazione dei cosid- 
detti «circuiti magnetici», di cui ci occuperemo nel paragrafo VI.7. Anche i cosid- 
detti « schermi matetici » funzionario sullo stesso principio: come si vede in 
figura, se si dispone un tubo di materiale ferromagnetico con l'asse ortogonale a un 
campò magnetico, lev lineo dì .fbrzà si addensano nel materiale lasciando nella zona 
interna al tubo on campo molto debole. 



E.Y1.6, Uri ànèltfì di m'aterlale jrenomagnetico, la cui sezione, ha diametri D molta 
.... ; ,mfttote\def rdggt& R dell'Anello stessa, porta due avvolgimenti tifilo conditi- 
lo^: Il primo avvoiglntenw, di N — 100 spire, -è percomo da .ttrttt correste còti-. 
tittuadt'J-= 2 Ampere; il secondo avvolgimento è costitwto:dQ r> HI apire, 
' Sii nelle iandiilom ^teJHftfejv/r,'/O^±^0'4^%W'^Vtof^■^^''^ r ^ 
date f i»,-" iÓÙO J , èàicòlàre il flusso di S attraverso il secando amtjgtmtslo 
-■ <17*-Ì un; « - 10 cm). ■ - ....... - ; - '' : 7 :; '-" : - 7. !.. 

.... per, ['effttto "(J)S;tiSiftt! nói precedente ^esenXpio; internamente ai rrtatórialc lc 
iincs di' forili di ff-«ài S possono essere eoadderale; in. ottima, approssimazione, 
come circolari; i Wtikpi corrono cioè pai^elamente sll'iaicllo^FuoJijdàll'Mcllo, i 
campi hanno inoltre ^intensità trascurabile; dunque il flusso di Bt di ti (pati rispct 
tivanaéiiie,a US .k RS, dove, 5 b~ l'area della Segone normale) è praticamente" io 
slesso su osa sezione, od essendo S costante i campi hanno valore costante su ognj 
circonferenai «tnceòtiiea all'anello e interna ad esso. Ciff premesso, iì valore di H 
internamente all'anello può essere facilmente valutato usando il teorema della cir- 
cuitazione [VI.20!: 

! ! /hnr= .\7 \R- < r < R + -£-] : 



Il valor medio : di H (per r ■= Jf ) risulta dunque 
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Considerato elw \i r è nolo, SI valore dì B può oia essere calcolato tramite Ja [VL24J; 

Wh ni A 

S= |i//= u.u,//» 12,SÉ-]0- i -^ J rSO00,ìl(.S — = 2Tesla 
m A iti . 

]|. flusso di 8 vale infine: . . 

= nffS = 10 B • n |-j-J = 2 Tesla • 10 ■ 3,14 (5 • 10 _) m) ! - 1,57 ■ IO" 3 Wb 

Un semplice dispositivo Some quello descritto nei presente esempio «iene usalo 
nella pratica per misurare le proprietà dei materiali feTTGtnttgneUci-' Controllando Is 
corrente / nel primo avvolgimento, si può produrre, tiri desiderato valore di H^ti una 
yariteio^e\Afr,. .pel , materiale _ ; ^ . 

Poiché, come vedremo nel prossimo capitolti, U llussù .Jli B e le sue variazioni pi»: 
Simo esseri,' rfijsurfltl cori relativa faciliti nlsdiarrtc fcrjómCTi di induzione, si p os- 
sone mi misurare le relazioni H - H{lh eAJ- Aft(.\tf> caràtteristidna dei m. tr- 
rìnle ; in esame, 



VI.5. Proprietà macroscopiche dei materiali dia-, pasa- 
e ferro-magnetici 

Nei materiali diamagnetici e paramagnetici, la permeabilità magnetica 
relativa n r oltre ad essere - come abbiamo accennato - costante (cioè indi- 
pendente dal campo magnetico applicato al materiale) è anche, come ve- 
dremo meglio fra poco, assai prossima a 1. Per descrivere le proprietà 
magnetiche del materiale, è conveniente introdurre il parametro 



[VL27] Suscettività magnetica 

detto suscettività magnetica del materiale. Int ri (ducendo la [VI .24] nella R 

[VL1°], sii ricava immediatamente - per materiali isotropi -: 0 ^ / H ' H : ^—~Jf~ S 

-. H.-tf j rti/rH-j. ( ^=(p r 4.i)ff_ XBJ f5j [VI.28] Af^ff 

ovvero anche 

//ti , ({*, -t)f tj • - t** 1"^ e * - 1. » 

Lo suscettività magnetica g m rappresenta dunque il fallare di proporzionalità 
fra il nampo magnetico H preseme net materiale e il momento magnetica 
indotto per unità di voìume M ; ovvero anche il fattore dì proporzionalità fra 
B e la quantità \lM. 



VI. 5.1. Sostanze diaraagnetiche 

Nelle sostanze diamagnetiche, x» e negativo (p, < I): ciò significa che 
i momento magnetico indotto nel materiale è diretto in verso opposto 
rispetto al campo inducente (vedi eg, [VI.28] o [VL291): vedremo nel pros- 
simo paragrafo attraverso quale meccanismo fisico ciò possa accadere. 
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Soslfiazs 




Alt 


-264- l(T fi 


Au 


—36,3 ■ IO' 4 


Bi 


— 166- IO -6 


c 

(grafite) 


-99-10" s 


Cu 


-9,6 - 10" s 


Hj 


-2,1 ■ 10" s 


He 


-1,0- ÌO" 5 


Ilg 


- 32,0- i0 _( 



Soslatra a magoetizzozimie 
lineare 



Il valore di x™ per alcune sostanze è mostrato nella tabella a lato. Per 
rendersi conto degli ordini di grandezza osserviamo che ad esempio un 
pezzo dì grafite immerso in un campo B di 5 Tesla (che è fra i più intensi 
che possano essere realizzati nella pratica) acquista una Intensità di magne- 
y^B A m 2 

tizzazione M= = 400 — t-. Tenuto conto del numero di atomi con- 

(i m 

tenuti in un m J dì grafite, si calcola fàcilmente che ogni atomo contribuisce 
al momento magnetico risultante con un apporto dell'ordine di 5 ■ 10~ J ' Am 1 , 
cioè per una frazione 0,5 • W di un magnetone di Bohr. 

Salvo che per alcune sostanze (ad esempio il Bi e l'H 2 Oj, che presentano 
anomalie di comportamento di varia natura, la suscettività magnetica delle 
sostanze djamagnetlche appare essere indipendente dalla tompciaiura T. 

Le sostanze diarnagn etiche non presentano alcun tipo di saturazione: 
In altri termini le relazioni che legano i vettori R, ff ed M 

Ì=u7?=Ml+X*)# 

restano relazioni di pura proporzionalità (x* indipendente dai campi) anche 
ai campì più elevati che si riescono a realizzare in pratica. Considerato che 
Un \£ '0~\ nelle sostanze diamagnetiche la relazione che intercorre fra B 
ed H si discosta per meno di una parte su diecimila rispetto al caso del 
vuoto. La perturbazione portata alla configurazione dei campi dalla pre- 
senza, dì questi materiali può pertanto essere, di norma, trascurata. 
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VI.5.2. Sostanze paramagnetiche 



Sostanza 




Al 


22 IO- 1 


Cr 


312 10"' 


FeCl; 


3020 ■ 10" fi 




12.OB0 ■ IO - ' 


o 3 


10"* 


Pd 


820 • 10"' 


Pi 


295 ■ 10"' 



Legge di Curie 



Nelle sostanze paramagnetiche, si ha u, > 1, cioè x» > 0: il momento 
magnetico M mdotta_dalla presenza di un campo esterno B è parallelo e 
concoide rispetto a fi, ed è dovuto sostanzialmente all'orientamento dei 
momenti magnetici propri degli atomi o delle molecole del materiale. La 
suscettività magnetica di alcune sostanze paramagnetiche è riportata nella 
tabella a fianco (i dati si riferiscono a condizioni standard di temperatura e 
di pressione). 

Con la temperatura, la suscettività maijnelica x«t dei materiali parama- 
gnetici varia secondo la legge dì Curie (stabilita sperimentai mente da P. 
Curie nel 3895): 



.JC™ = 



Cp 
T 



[V1.30] 



dove T è la temperatura, p la densità del materiale, e C è una costante la 
cui espressione in funzione delle grandezze atomiche (secondo la teoria del 
fenomeno stabilita da P. Langevin all'inizio di questo secolo) vedremo nel 
prossimo paragrafo, Al discendere della temperatura, con l'avvicinarsi allo 
zero assoluto la suscettività magnetica dei materiali paramagnetici aumenta 
rapidamente. 

A bassa temperatura (dell'ordine del grado K), per campi molto intensi 
(B di alcuni Tesla) è stata osservata una pressoché completa saturazione di 
M in funzione di B (o di H): il valore di Af misurato corrispondeva all'orien- 
tamento secondo il campo di oltre il 99% dei dipoli magnetici elementari. 
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la queste condizioni, la relazione fra i campi B,Med II (relazione non 
più lineare) si discosta di molto rispetto al caso del vuoto; ma in condizioni 
standard, vale di norma l'osservazione (già fatta per i materiali diamagne- 
tici) che i materiali paramagnetici perturbano in misura di solito trascura- 
bile la configurazione del campo mago etico. 



VI. 5.3. Sostanze ferromagneticlie 

La fenomenologia dei processi di magnetizzazione dei materiali rerro- 
magnelicLè estremamente_corrjplessa e varia. Le relazioni che intercorrono 
fra B ed H e Ira Ut ed H (B — B{H); M= M{Ìf)) non solo non sono lineari 
(come abrade nei materiali dia- e param agnetici); ma, come vedremo ira 
poco, non sono nemmeno univoche. 

Per conseguenza, la relativa trattazione teorica c piuttosto complicata: 
sella pratica, sì b spesso costretti a ricorrere a metodi approssimati la cui 
validità e i cui limiti di applicabilità sodo talvolta dubbi,. tanto che e sempre 
consigliabile ricorrere alla verifica sperimentale a posteriori. Le proprietà 
magnetiche dei materiali ferromagn etici sono inoltre dipendenti in misura 
crìtica dalle caratteristiche chimico-fisiche dei materiali: basta spesso 
variare di alcune parti per cento j) contenuto di particolari impurità per 
cambiare radicalmente ie proprietà di un materiale. Per conseguenza, ì 
enorme la varietà dei materiali ferromagnetici; e ciò, mentre da un lato 
rende la fenomenologia assai varia, consente d'altro lato dì produrre mate- 
riali con le proprietà più adatte ad ogni singola applicazione. 

Sperimentalmente, la curva B = B (/7) di un materiale viene di norma 
misurala usando la tecnica brevemente descritta nell'esempio R.VI.6. Una 
volta misuralo il valore dì B corrispondente a un determinato valore dì H, 
il corrispondente valore di M può essere calcolato tramite la [VL19] 
(ìi,if—B— Isella maggior parlerei materiali ferromagnetici, di 
solito il termine |i„ff è più piccolo di B, e ivW ha un andamento assai 
slmile all'andamento dì B. 

Effettuando misure su un materiale isotropo per il quale sia Snìy.ial- 
mcnte ÌÀ = 0 (e dunque per il quale 3 - 0 sé H = 0) si riscontra che 
S ed ff/ assumami !a stessa direzione .(anche $e non sempre lo stesso verso, 
come vediemn fra poco) rispetto ad ff; cosicché le relazioni 5(//) c Ìk(H) 
possono essere espresse in forma scalare, B(ff) ed M(K), doyc B, M ed // 
rappresentano le proiezioni di B,M ed fi nella direzione di H, positivo nel 
verso inizialmente assunto da. H stesso. 

Qualitativamente, i risultarti che si attengono par la cutva B=B(H) 
hanno le seguenti carsi t eristiche. Inizialmente, B aumenta all'aumentare di 
//, seguendo un andamento de) tipo della curva I mostrata in figura (curva 
di prima magnetizzazione). 

Da un certo valore massimo ff„ in poi, B prende ad aum.entare_solo pro- 
porzionalmente a u 0 /7: ciò significa (ricordando Prelazione B- n„3f + ^H) 
che per H = H„ la intensità di magnetizzazione M raggiunge praticamente il 
suo valore massimo asintotico (valore ài saturazione M s ). Per i vari tipi di 
materiali, M a è dell'ordine di 10* As/m, e HoW, dell'ordine di 1 2 Tesla. 
Facendo ora diminuire fi, fino a che H si mantiene superiore a un certo 
valore H, la curva B(H) segue la stessa curva / che aveva seguito all'andata; 
ma per H < H t , B si mantiene sempre al di sopta di tale curva. Per H= 0, 
si ha B — B, > 0; tate valore è dello induzione magnetica residua. In corri- 
sponden7a, essendo si ha £ = vi„/tf; il valore M, corrispondente 

(M,= ff r /}0 È detto magnetizzazione resìdua. 
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j ! 








H H 



Invertendo ora il segno di H, all'aumentare del suo valore assoluto, B 
(e dunque anche Af) comincia a decrescere; per H= - H : sì ha B = 0. H t è 
dello campo magnetico di coercizione. Osserviamo che in corrispondenza dì 
H c è M 0 (M= H c ) e positivo. Per H < anche B diventa negativo. 
La curva completa è detta curva di isteresi; facendo variare, con regolarità e 
continuità, H fra — H m e +H m , la curva di isteresi si assesta su una Torma 
cìclica piuttosto ben riproducibile detta ciclo di isteresi. Le considerazioni 
che faremo nel prossimo capitolo a proposito dell'energia del campo 
magnetico (in base a cui saremo in grado di interpretare anche i fenomeni 
di attrazione e repulsione dei diversi tipi di materiale ad opera del campo 
magnetico cui abbiamo accennato all'inizio di questo capitolo) ci mostre- 
ranno che per produrre una variazione dil del campo è necessario compiere 
un lavoro dL = B dH ; cosicché l'energia dissipata per far compiere all'unità 
dì volume del materiale l'intero ciclo dì isteresi è pari all'area compresa 
entro il ciclo nel piano //, B. Osserviamo che nel 11 c IV quadrante di tale 
piano, i campi B ed H hanno segno fra di loro opposto. 

È evidenti: che pur utì materiale ferromagnetico, la permeabilità magne- 
tica \l- B/Unon solo non i; costante {non è indipendente da li), ma non è 
nemmeno univocamente definita. Fissato H t n dipende inratti anche dalla 
«storia» del materiale, e ciò toglie a tale parametro gran parte dei suo signi- 
ficato. Se anziché far variare H fra ± //„ lo si fa variare_etitro un intervallo 
p_iù ristretto (e sempre simmetrico rispetto a zero: — H < H < + H, con 
H < H s \ si ottengono dei cicli più piccoli, sempre simmetrici rispetto 
all'origine, i cui vertici giacciono su una curva che ha un andamento pros- 
simo alla curva di prima magnetizzazione. Se si compjonq con continuità 
dei cicli di ampiezza via via decrescente, la funzione B(H) ha un anda- 
mento del tipo mostrato nella seconda delle figure a lato; essa va così con- 
vergendo progressivamente verso l'origine. È questo un artifìcio spesso 
usato nella pratica per «smagnetizzare» un materiale: per riportarlo cioè, 
dopo averlo magnetizzato, nelle condizioni iniziali in cui era B-Q ed 
M=0 in corrispondenza di H—0. 

Naturalmente, è unebe possibile far compiere al materiale dei cicli non 
st/nmetriel: una volta portato il materiale, attraverso i processi fin qui 
descritti, in una certa posizione H,B nel piano H, B, facendo compiere ad H 
una pìccola oscillazione dì ampiezza AH" si ottiene itn piccolo ciclo come 
quello mostrato in figura. Se Aif e molto piccolo, praticamente il ciclo si 
riduce a un segmento: in questo caso il lavoro dissipate per compiere il 
ciclo è praticamente trascurabile e si parla di ciclo elementare reversibile. 

Da tutto quanto fin qui detto risulta chiaramente che fissato ttn certo 
valore di H applicalo al materiale, il corrispondente valore di B non è deter- 
minato. Esso dipende infatti dalla «storta magnetica» dei materiale; dal 
fatto che ci troviamo lungo la curva dì prima magnetizzazione, o sul ciclo di 
isteresi (e in questo caso, va specificato su quale «ramo»), o su un ciclo di 
ampiezza minore (simmetrico o no). Pertanto il parametro permeabilità 
magnetica 



B 
H 



come già detto perde praticamente di significato. Per descrivere le proprietà 
del materiale occorre fornire l'intera curva B = B(H) (ed anzi tutte le varie 
curve summenzionate). In pratica, ci si limita spesso a fornire il grafico del 
ciclo di isteresi principale (cioè relativo a — H m < H < +ff„). 
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Ad esempio, nella figura a franco vengono riportati i cicli di isteresi di 
tre materiali ferromagnetici adatti ad applicazioni diverse: 

La curva 1 si riferisce al cosiddetto «permalloy» (Ni 78,5%; Fe 21,5%) 
con ciclo molto stretto (bassa isteresi), il quale raggiunge il valore dì satura- 
zione della magnetizzazione e dell'induzione iì^M, = B s = 1,1 Tesla) già 
per valori di H assai bassi (//, = 200 As/m). Quando il ciclo di isteresi è 
cosi stretto un parametro significativo per la descrizione delle proprietà del 
materiale è la cosiddetta permeabilità magnetica differenziale 



Pj = 



(IH 



permeabilità differenziale assoluta [VI.31] 



I dB 

tij,= — permeabilità dillercnziale relativa L VI.3 1 ftl 

u, dH 

che rappresenta la pendenza della curva B = B{ll). Naturalmente anche ia 
permeabilità differenziale è in generale funzione di Hi per il permallùy la 
permeabilità differenziale relativa iniziate (cioè calcolala lungo la curva di 
prima magnetizzazione in corrispondenza di II— 0) è dell'ordine di 10 s (e 
dello stesso ordine è anche il suo valor medio lungo tutto il tratto crescente 
del ciclo di isteresi). 

La curva 2 della figura è caratterizzata da un ciclo di isteresi molto 
largo, per cui il valore residuo di B, B„ e di poco inferiore al valore di satu- 
razione B f : si tratta dì un materiale particolarmente adatto alla realizzazione 
di magneti permanenti. 

La curva 3 si riferisce al cosiddetto «ìsnperm», il cui ciclo molto stretto 
è praticamente lineare: la permeabilità differenziale relativa (praticamente 

coincideute in mutalo caso con la permeabilità relativa: ——777 — —-77) 

^ dli u„ // 
si mantiene costante, pari circa a 60, per 0 < // < lO J As/m. 

In molle applicazioni, la scelta dei materiali può essere fatta - almeno 
ùi prima istanza - in base sll.i conoscenza dì un numero limitato di para- 
metri: sono reperibili in letteratura delle tabelle che forniscono i parametri 
fondamentali per molti materiali. A titolo di esempio, nella tabella che 
segue riportiamo per alcuni materiali speciali, oltre alla composizione, i 
seguenti dati: permeabilità differenzio}!! relativa itimele p^; permeabilità di/- 
fereti-nate relativa massima {cioè nel punto di massima pendenza della curva 
B — B(H)) il campii magnetico di coercizione H,_; la magnetizzazioni di 
salutazione, (moltiplicata per pj \i„M,\ l'area del ciclo di isteresi, W/,, corri- 
spondente al lavoro necessario per far campiere all'unità di volume dei mate- 
riale l'intera ciclo, e la temperatura di Curie T t che definiremo qui di seguito. 

È dovuta a P. Curie la scoperta del fatto che per ogni materiale ferro- 
magnetico esiste una temperatura critica T B detta temperatura di Curie, al di 
sopra della quale il materiale si comporta come un materiale paramagnetico 
con suscettività variabile secondo la cosiddetta legge di Curìe-Weiss 




Permeabilità iLilleren?iale 



Permeabilità differenziale 
iniziai 



Temperatura di Curie T e 



Cp 



1~T C 



[VI. 32] Legge di Curie-Wetss 



dove Cè una costante caratteristica del materiale; p è la densità e T la tem- 
peratura espressa (così come la temperatura di Curie 71) in gradì Kelvin K. 
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Materiale 


Composizione 

m 


e* 




(As/m) 


(Tssla) 


(lenite/m 1 ) 


t: 


F& (commerciale) 


Fe (99,8%) 


200 


5 • IO 3 


so 


2,16 


250 


1040 


Fe (purificato) 


Fe (99,95%) 


10 ■ io' 


200 • W> 


4,0 


2,16 


30 


1040 


FeSi 


0,5 Si 


28 0 


3 ■ 10 ! 


72 


2,14 


230 


1035 


FeSi 


3,25 Si 


290 


8 • IO 1 


56 


2ft2 


160 


1010 


FeSi 


6,5 Si 


1390 


67 ■ IO 3 


16 


IJ81 


- 


960 


Mumeia) 


77 Ni; S Cu; 2 Cr; 16 Fe 


25 IO 3 


150 - IO 1 


u 


0,75 


200 


G70 


l'erma] loy +5 


+5 Ni; SS Fe 


3,5 • 10 J 


50 • 10* 


5,6 


1,60 


120 


710 


Pcimalloy 65 


65 Ni; 35 Fe 


30 ■ IO' 


10* 


0,8 


1,40 




880 


Pcrmalloy 78 


78 NI; 22 Fe 


3 ■ IO 3 


io' 


4,0 


IjTJB 


20 


850 


Supermalloy 


79 Ni; 5 Mo; 16 Fe 


IO» ■ IO 5 


10* 


<V 


0,79 


2 


fi70 



VL6. Interpretazione microscopica dei fenomeni 
di magnetizzazione della materia 

L'interpretazione microscopica dei fenomeni di magnetizzazione della materia 
è twt'altro che semplice, né pub essere considerala completamente consolidata a 
livello teorico. Menile infatti è possibile tratiare in termini rigorosi il comporta- 
mento di un atomo immerso in un campo di induzione magnetica noto (e per otte- 
nere correttamente la maggior parte dei risultali di nostro presente interesse non è 
nemmeno necessario rivarrei albi meccanica quantistica); ne c particolarmente 
complesso il calcolo delle medie statistiche necessarie per tradurre in termini 
macroscopicamente significativi le conseguenze del comportamento dei singoli 
costituenti microscopici; non è per contro affatto semplice il calcolo delta relazione 
esistente ira i campi macroscopici (misurabili sperimentalmente cos'i come indicato 
alla. fine del par. VI.4) e il campo locale che agisce sui singoli costituenti microsco- 
pici della materia. Quest'ultimo e infatti il risultante dei campi macroscopici appli- 
cati dall'esterno al materiale, e dei campi generati da lutti i costituenti microsco- 
pici escluso duello che si sia di volta in volta considerando. 11 calcolo del campo 
locale richiede non solo il ricorso alla meccanica quantistica, ma richiede anche 
una conoscenza della struttura del materiale ad un livello di dettaglio quale, di 
solito, non è disponibile nella pratica. 

La traluaone di questi aspetti non va a tutl'oggj mollo al di là della prima ela- 
borazione semi-fenomenologica con cui Weiss interpretò i risultati di Curie; anche 
se molti tasselli dì tale elaborazione sono slati successivamente confortati da pun- 
tuale verifica sia teorica che sperimentale, 

Vt.6.1. Gel azione fra campo microscopico locale e campi macroscopici 

Quando una particella, di carica q e velocità v, si muove nel vuoto in_un campo 
di induzione magnetica B, subisce la forza di Lorentz [VJ]: F- ipv x B. Natural- 
mente, poiché nel_ vuoto la relazione fra B ed #è una relazione di semplice propor- 
zionalità fi,^)Ja stessa forza può essere espressa, dalla stessa relazione [V.3], 
in funzione dli H (F— qv x u^, H ). 



Magnetismo nella materie 253 



Nella materia» e in particolare nei materiali ferromagnetici, la relazione fra 5 
ed È è assai più complessa, e non sono rare le situazioni in cui tali vettori .hanno 
addirittura verso apposto. Ricordiamo che i campi Vittorini macroscopici B ed H 
sono definiti operativamente, secondo quanto abbiamo visto alla fine del par VI.4 b 
come i campi che si misurano eseguendo nel materiale un taglio che sia rispettiva- 
mente ortogonale (B) e parallelo (H) alle Linee di forza. 

È allora legittima la domanda su quale sia il vettore fondamentale atto a 
descrivere le interazioni magnetiche subite da una particella in moto nella materia. 
Più precisamente, se una particella sì muove nella materia, ammesso che essa 
subisca una. forza esprimibile nella forma F=qv x X (dove X è un vettore che 
descrive il campo}, ti poniamo la domanda: quale vettore va usato per X{B, y^H, o 
una combinazione dei due) aftinché In precedente relazione descriva correttamente 
il comportamento della particella? 

Dai punto di vista teorico, ciò equivale a porsi il problema se le spire di cor- 
renti atomiche sianoj>cnctrabtIi dalla pHiiirclla sonda ^nel qual caso il vettore fon- 
damentale sarebbe B) ovvero si comportino corge dipoli elementari impenetrabili 
(nel qual casoilcHmpiiIòndiimentalesaiebbeUflif)^ Questa questione è Alata affron- 
tata per la prima volla sperimcolatnuniLe d* Rasetti intorno alla metà degli anni '40, 
misurando La deflessione di roggi cosmici in materiale mn^ncir/jatix La risposta rela- 
tiva a particelle sundtt di alla, energia, od a pufricelle^neutrt* (esperimenti con neu- 
troni) è the il vettore fondamentale tende ad essere B e tale dMonc rigorosamente 
. al limite per la velocità v della particella sonda tendente alla velocità della luce c. 

Per il nostro presente acopo di interpretare i meccanismi di polarizzazione 
magnetica della materia, il problema non è tuttavia, quello di analizzare il compor- 
tamento di utifl particella carica in moto nella materia, mi quello di determinare le 
sollecitazioni agenti su ogni singolo atomo (o molecola); e dunque ci interessa 
determinare ìl campo locale generato, nella posizione occupata da tale atomo, da 
tutti gli altri atomi oltre che dalle sorgenti esterne. Come vedremo fra breve, tale 
campo risulta essere esprimibile come combinazione lineare dei vettori macrosco- 
pici M ed // con coefficienti determinati sostanzialmente in base a considerazioni 
fenomenologiche. Considerato che anche tra i vettori B> Af ed intercorre una rela_ 
zionejinearc. e in lìnea di principio indifferente esprimere la forza in funzione di B 
o di H osservando che Punica conseguenza della scelta, delibino o doiraltro come 
rettore fondamentale sarebbe quella di modificare il valore numerico dei coeffi- 
cienti. Noi uj adegueremo all'uso pressoché generale, originato da motivi storici, 
che è quello di esprimere la forza _agen Le sul singolo atomo in termini del^camnp 
locale JIf = Bi/fa; e di reprimere tì t in funzione dei vettori macroscopici ii ed A£ 

La procedura solitamente impiegata per U calcolo della relazione che lega H\ 
ad H ed Jsf è la seguente. Si immagina di ricavare, intorno ali aiutilo considerato, 
una piccola cavità sferica. La relazione che intercorre fra il campo prosante al 
centro di tale cavità, e i vettori macroscopici H ed M può essere ricavata con relativa 
aemplìcità mediante Le stesse considerazioni ohe T noi caso delta pohtrittzuyione elet- 
trica, ci hanno portato a ricavare la relazione [TILL9] a partire dalla eq. [1IL16]; ni 
ottiene così: 

^= H + ^-M 
11 campo locale H f sarà poi dato di 

dove con EÓ, sì indica la somma dei campi prodotti da tutte le altre molecole con- 
tenute nella sferetta. Se, a livello locale, il materiale ha una struttura regolare, 
allora il risultante di LaJi campi è nullo (2/f,= 0); e la relazione cercata si riduce 
semplicemente a 



H, = H sf - H+ —M 



[VU3] 



È B o H il vettore 
fondatn entàlev 
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Costante di Weiss 



Domini di W<sìwì 




Precessi unti <ii Larmor 




Che $ l'esatto analogo della e<|. [111.19] da noi usata per trattare la polarizzazione 
elettrica. 

Nel caso di materiali paramagnetici e diamagnetici, la magnetizzazione M (che 
come vedremo è proporzionale ad e dunque anche ad H) è in modulo sempre 
molto minore di H Qi « H). Il coefficiente 1/3 che compare a fattore di ÀI nella 
[VI .33] (coefficiente che dipende dal modello schematico utilizzalo per il calcolo 
della [VL331 stessa) non gioca dunque un ruolo critico. La [VL33] risalta infatti per- 
fettamente adeguata alla interpretazione della fenomenologìa relativa a questi 
materiali; ed anzi di norma il termine (1/3) M risulta trascurabile e si può porre 
semplicemente B, = H. 

Nel caso dei materiali ferromagnetici, la magnetizzazione M è di solito mollo 
maggiore, in modulo, rispetto ad B; ed è pertanto determinante, ai finì di _una cor- 
retta interpretazione dei risultati, la scelta del cocfficiunlc che lejja ff; wd A/. I. 'aria- 
Usi dei dati mostra chiaramente che per questi materiali il coefficiente 1/3 nella 
[VT,33] non descrive correttamente la realtà; ma è necessario mitizzare un cosffì dente 
multo più grande, dell'ordine di itf'-LCr 1 . In accordo eoa Weiss, porremo pertanto 



[V1.J4] 



dove y, dello dinante di Waixs t hi un valore (compreso dì solito per i mm trini i fer- 
romagnetici fra IO 5 c IO 1 ) che può essere determinato sperimentalmente - come 
vedremo più avanti * attraverso una misura della lempertttura :iì Curie T,. 

Dai punto di vista fisico, Weiss giustificò i valori elevati di y presentati dai 
materiali ferromagnetici ipotizzando che internamente a questi materiali esistano 
ilei domini (detti domini dì Weiss) ognuno dei quali è spontaneamente magnetiz- 
zato con intensità dì magnetizzazione prossima al valore di saturazione; e che 
questi domini, per i quali l'orientazione dì M è casuale in un materiale non magne- 
tizzato, possano orientarsi con facilità in presenza di un campo anche debole. In 
realtà si trova che se si applica un campo H esterno, ì domini magnetizzati paralle- 
lamente ad H crescono, mentre quelli magnetizzati in direzioni diverse diminui- 
scono di volume. Alla fine tutti i domini possono ruotare ed allinearsi con H. L'esi- 
stenza dei domini di Weiss, con dimensioni Lineari comprese fra una frazione di um 
e alcune centinaia dì (im, è slata rivelata sperimentalmente; ma il loro meccanismo 
di formazione non è imerpretabile in base a considerazioni classiche, e fu chiarito 
da Heisenberg, in base a considerazioni quantistiche, Oltre 20 anni dopo che Weiss 
aveva avanzalo la sua ipotesi, 

VT/t,2. Precessione ii Larswir 

Consideriamo un ci cartine orbitante intorno a un atomo; e supponiamo etto su 
di esso agisca im campo magnetico locale costante Bi = Uoft- Sappiamo, da quanto 
abbiamo visto net par. VLl, .che l'elettrone possiede un momento angolare L e un 
momento magnetico m, = - (e/2 m t ) L. Nell'ipotesi, che fra poco giusti fictieretno, 
che il campo magnetici' induca nel moto dell'elettrone solo una perturbazione pic- 
cola, e immediato mostrare T in base a considerazioni classiche, che ìi suo momento 
angolare L compie un moto di precessione intorno alla direzione del campo (paral- 
lelamente a] quale scegliamo, per comodità, la direzione dell'asse z). L'equazione 
del moto (II equazione cardinale della dinamica dei sistemi) è infatti 



JL_ 
di 



2in c 



L* B, 



[V135] 



dove Mèi) momento della forza nella cui espressione^ in base all'ipotesi sopra 
fatta, abbiamo posto le grandezze ìm perturbate..^ ed i — - (2m^t| Poiché, 
come risulta dalla [V1.35], dUdt h ortogonale a i, cambia nel tempo la direzione di 
L ma non il suo modulo; e poiché rfl/rfr i ortogonale a B t (ovvero dìjdt-fi), la 
componente !.. di L parallela a B, resta costante, c dunque L si muove lungo un 
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cono avente per asse B l: _ Ci resta dunque solo da determinare la velocità <*a con cui 
Ì precede intorno a Si {precessione di Larmor). 

Per la formula di Poisson (vedi l'eq. [11.37] del testo di Fisica [) la derivata del 
vettore L (di modulo costante) può essere scritta nella forma; 




- ù L x L 



per cui la JVU5] diviene 



da mi segue 



t>L x L -■ 



eB, 
2m, 



x L 



i.i,. ' 



eB, 
2«i, 



[VTJ56] 



(,),_ e detta velocità angolare di Larmor. Osserviamo elle aij, hi non solo In nUmm 
direziona, ma anche lo stesso verso di ciò significa che L precede in senso anti- 
orario intorno a B\. 

Cosi come il moto orbitale dell'elettrone: comporta una concini.' atomica di 
muJulo /„ = efì' u (vedi jar. VL2), così la precessione di Larmor (il cui periodo T L 
vale Ti — ìx/h^) comporta una correrne di Larmor 1^ che in virtù del Fatto che la 
carica dell'elettrone è negativa circola in senso orarlo intorno a B h ed il cui modulo 
vale 



2 T. 



A Questa corrente corrisponde un momento magnetico di Larmor m^ diretto in verso 
opposto rispetto a Si e di modulo 



e^B, 



dove S, e la proiezione della superficie dell'orbita sul piano xy; ovvero 
S, = ^(i z + J 1 ), dtuve tfey 1 rappresentano 11 valore quadratico medio delle coordi- 
nate x e y deé'eiettrùne mentre questo ne rcorrc l'orbita. Se l'atomo è distribuito 
isotopicamente nello spazio, si ha - ? = (1/3) r 2 , dove rè il raggio dell'or- 

bita. La prevedente relazione - tenendo conto anche della direzione e del verso di 
/n/. - può essere scritta dnnque come: 



e 1 B, 



Sé l'atomo ha Z elettroni (l'i-esimo dei quali abbia raggio orbitale ri), ciascuno 
porta il suo contributo al momento di Larmor, che può pertanto essere scritto conte 



:dio del rag| 



6 m t 



[VL37) 



dove a 1 è il valor quadratico medio del raggio delle orbite eie (ioniche nell'atomo 
considerata 



Velocità angolare di Larmor 



Momento magnetico dì 
Larmor 
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Esempio 

E.VI.7. Giuslì/ìfare atimertcàmenle t'qffermaztone sopra falla, che la precessione di 
LarmoT. costituisce uria perturbazione picco/a al moto dell'elettrone. 

: Si tratls di mostrare che «t « u, dove « è La velociti angolare con cui l'elet- 
trone percorre - nel modello planetario dell'atomo - la sua orbita. Affinché ciò sia, 
tenuto conto della [VL3Ó1 deve essere 

■ 2m, r, 

dove T t è il periodo orbitale dell'elettrone (Ti = 1,5 ■■ lu -1<, sec); ovvero 

■ :v; '.'■-=. „ . . 2*. 



InscjcntJo i valori numerici, (m, UT*' kg; e = 1,6 ■ 1(F" C)> questi condizione 
equivale a: : - ■ ■ — ■ ■ ' ■ ■ ■' ' ' " .' : ' 

■ ■ ; 8, « 5 IO 5 Tesi?. . 

Considerato che i nlassiraì campi macroscopìcarncnle realizzabili sotto dell'ordine 
del centinaio di Tesla e i massimi valori della magnetizzazione M dell'ardirle dei 
Testa, questa condizione per Bt è sempre verificata, nella pratica.: .. . 



Vl.6.3- PorarciMione per orteatanento e funzione di Langevin 



Polarizzazione per 
orientamento 



La polarizzazione per orientamento, ad opera del campo locale Bt ™ ^Hi v dei 
dipoli magnetici atomici (ammesso che ogni atomo sia dotato di un momento 
magnetico proprio «J, è descritta dalle stesse leggi discusse nel par. m.2 per il 
caso della polarizzazione elettrica. In particolare, la probabilità che il dipolo m„ si 
orienti antro l'angolo solido elementare dil — 2* sind di è dal» Julia [Itl.6], pur di 
sostituire in e^a m 0 al posto di Po e B/ ai posto di Ey. 



dP - Àe rr ' 2nsìn8 i/e 



[V1.38] 



Tuttavia in questo caso non sempre è lecito (e In particolare non lo è per i materiali 
ferromagnetici) sviluppare la al primo ordine nell'esponente m a j)ia>s&/frT; 

e così anche la costante A dovrà essere calcolata integrando direttamente la. IVI.38] 
e non il suo sviluppo al primo ordine. Dunque 



A * 



1 

rr 3n sin» iti 



[VT.391 



Se il materiale è isotropo, come stiamo qui assumendo, il prolema ha - come 
vediamo dalla [VI38], consideralo che essa e indipendente dall'azimuth <p - simme- 
tria cilindrica intomo alla direzione di B t ; e dunque l'unica componente di m, 
diversa da zero è la componente = ttt a costi (avendo assunto come ai solito 
l'asse r nella direzione di il cui valor medio, tenuto conto della IVT.J8] e della 
(VI.39J, vale 

(„ a e costi e *' r 2n sin» rf6 



m, cosd 



2n sin» d$ 



Afagiieti&tno aelfa manda 257 



Ponendo 



KT 

la precedente relazione diviene 



[VI .40] 



r^cotl^-^-J 



Eseguendo gli integrali, si trova 
La funzione 



[VI.4I3 



(V1.41! 



e detta funzione di J.a^vln. 

La funzione di Langevin (che è dispari nella variabile y, t(— v}= -/.[>>)) ha 
per j> > 0 l'andamento mostrato in figura. Considerato che lo sviluppo in serie di 
coùiy è 

cothjr = ~ + yfl + j> 5 /45 + . - . 



segue che: 

Liy) = ylì + + . . . [VI.43] 

Tenendo conto di guanto fin qui visto, Marno ora in grado di interpretare in termini 
microscopici i( comportamento dei materiali diaraagnetici, paramagnetici e ferro- 
magnetici. 

VI.6.4. loterprefazione ttrlcroseopìta del (Massa SFKiisma 

Si presentano come dìamagnetici i materiali i cui .atomi sono privi di 
momento magnetico proprio; in essi la polarizzazione magnetica è dovuta solo alia 
precessione di Lamio?. Se rt è il numero di aujmi per unità di volume, tenuto conto 
della |VU7] si ha 

Sostituendo in questa relazione l'espressione di N{ in funzione dei campi macrosco- 
pici (eq. [V1JJ]) abbiamo; 



M ■ 



Ja,f £v . „ nZe 1 a- ti , 

— — H dove bj = 2 

3 - «,( 6 m, 



Poiché |a rf [ « 1, si ha — — - — ^ k^; e dunque (tenendo conto della definizione 
3 - nj 

[VOg] della suscettività magnetica Xn>: 



Xmj — 



3gj 
J a. 4 



- 



[VI. 44] 



Funzione di Langevin 




Materiali diamagnetid 



Suscettività magnetica 
dei materiali d Amagnetici 
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Materiali paramagnetici 



Suscettività magnetiti! ilei 
rTial^i'iali ptirumagnclici 



Materiali fenuma atleti ci 



Come Si vede, si tratta di una quantità negativa indipendente dalla temperatura, il 
cui valore numerico tipico (ad es. per a? e* I0~ w m; fr— 5 - IO 2 rrT 3 ; Z— 10) è 
dell'ordine di IO -5 , in buon accordo qualitativo coi valori sperimentali. 

La precessione di Larmor è presente in tutti i materiale; tuttavia nei materiali 
paramagnetici e ferromagnetici, i cui atomi hanno un momento magnetico proprio, 
la magnetizzazione per orientamento è dominante, e maschera il di&mngnetismo 
generato dalla precessione di Larmor. 

VI. 6. 5. Interpretazioni! raicroscoptea del paramagnetismo 

Net materiali paramagnetici, i cui atomi sono dotati di momento magnetico 
proprio, il valore di quest'ultimo e la struttura generale del materiale non consen- 
tono che all'interno dei materiale stesso si stabiliscano valori molto intensi di Bti 
ali 'infuori che a temperature molto basse (T -> 0), l'intensità di magnetizzazione si 
mantiene molto lontana dal valore di saturazione^ 

In questo condizioni, come relaziono fra Bi = u u W; e i campi macroscopici può 
essere assunta la (VT-331 (cos'i come abbiamo ratto neUawo dei materiali dìamasn^ 
tìci); mentre come relaziono fra la mafinetizzazione M- nm c e il campo locale fi, 
può essere presa la (VI.41J sviluppata al primo ordino secondo la [Vi.43]: 



H +T M 



Afflo 

3 



KT 



.ff, 



Nello scrivere ta seconda di queste relazioni abbiamo tenuto conto che il vettore 
momento magnetico medio m 0 , il cui modulo è dato dalla [VI.41], è diretto come 
Hi. Combinando queste due relazioni, otteniamo: 



M ■ 



3ct„ 



■H 



dove a. 



3JLT 



Poiché anche nei caso delie sostanze paramagnetiche e rr^ « 1, analogamente alla 
[VI.44] otteaiamo } per Le sostanze paramagnetiche: 



3«„ 



3- 



[VI.45] 



Vediamo che Xmi ' positivo, e coerentemente con (a legge di Curie JVIJO] e inver- 
samente proporzionale alla temperatura assoluta T e dirottamente proporzionale 
atla. .densità p (che nella [VI.45J appare tramito il numero di atomi per unita di 
volume, ti). 

Vl.6.6. (>tterpreiiHio;ic microscopica nel rerroitwgnét&mo 

Nel caso delle sostanze ferromagnetiche la relazione fra Bj= y^P, e i campi 
macroscopici è la [VI_34), In virtù dell'elevato valore ^di y il campo di induzione 
magnetica locale può assumere -jier elevati valori di M - una intensità dell'ordine 
di 5 • 10'Tesla. La relazione fra A/ e B t e la [VL41] (moltiplicata per il numero n di 
atomi per unità di volume) che tuttavia, per conseguenza degli elevati valori possi- 
bili per Bt, non può essere sviluppata al primo ordine tny, e può raggiungere il 
valore di_satunizipne anche a temperatura ambiente. Le relazioni da utilizzare per 
trovare M — M{H) sono dunque 



M(v) - »L(y) - |cottrr — j-] 



M = 



Hi-H 



KT 



[VI .46] 
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dalle quali va eliminato il parametro y. Mallo scrivere le [Vt.46] ubiamo proiettato 
tutti i vettori sulla direzione iniziale di ff, ed abbiamo scritto anche la [VI.J4] in 
funzione di y (anziché di Hii utilizzando la definizione di y 



X KT KT 1 



Le [VL46] possono essere risolte graficamente, trovando la intersezione fra il grafico 
della prima di esse (curva di Langevin) e il grafico della seconda, che rappresenta 

KT 

una retta il cui coefficiente angolare, , è proporzionale alla temperatura 

assoluta T e la cui intercetta con Tasse delle ordinate, 
campo macroscopico H vigente sul materiale. 

Consideriamo la situazione »d una lissaia temperatura (cioè flss: 
KT 

cienle ingoiare lgy = „ ) e per un dato valore del campo 

T re *™n , 

cosi come mostrato in figura. Nelle sostanze feiTomagnetiche, il valore di y è coil 
elevato cac anche alla temperatura ambiente il coefficiente angolare tg 9 c minore 
della pendenza della curva n/.Cr) nel punto v-0 



/f/y, è proporzionale al 

oè fissato il coeffi- 
//>ft(-y <tìj, 



KT 



M, 

ì 



(VI.47) 



Nello scrivere questa relazione, abbiamo tenuto conto che nm a rappresenta il 
valore M, di saturazione per M, e che L'Olla vale semplicemente 1/3 come 
discende immediatamente dalla [VI.43]. 

Come vediamo nella prima figura, per ì valori fìssati per y e per H l'interse- 
zione avviene ad un valore di M, jtfi, prossimo al valore dì saturazione M s . Senza 
variare la temperatura (fissato cioè (p), facciamo variare H. Se H aumenta (retta 1 
della seconda figura), M si avvicina semplicemente ancora più a M,; se H dimi- 
nuisce, si arriva a un certo punto al valore H c per cui la retta {retta 2) diviene tan- 
gente a nLty) nel punto A: in questo caso non si ha più una sola soluzione per M. 
Oltre alla soluzione positiva Mj si ha anche la soluzione negativa — M t . La solu- 
zione continua a non essere unica per tutti i valori di Fi compresi fra H c v~H tt cioè 
per luue le rette parallele comprese Ira la retta 2 e la retta 1. Anzi, per tutte li rette 
comprese fra queste due rette estreme si hanno uddìrilUiru tre soluzioni, come si 
vede osservando la retta tratteggiala in figura. Per conseguenza, la relazione fra Af, 
«I Haon è univoca: mettendo insieme tutte le soluzioni che si ottengono nel modo 
feste tracciato si ottiene un grafico del tipo mostrato iti figura, che riproduce piut- 
tosto bene le caratteristiche qualitative generali delle citine di isteresi che si otten- 
gono sperimentalmente. 

Immaginiamo ora di far variare la temixsralura: varia per conseguenza la pen- 
denza della retta, e precisamente aumenta la pendenza, via via che aumentala tem- 
peratura; fino a che non- si raggiunge il valore della temperatura T- T c per cui la 
retta ha la stessa pendenza che ha la curva di Langevin nell'origine. Ciò succede 
quando il primo membro della [VI .47] uguaglia il secondo, per cui 



3K 



[VMS] 



Risulta evidente dal grafico che per pendenze uguali o superiori a questa (7" ^ TJ 
la retta incontra la curva nL(y) in un sol punto, per qualunque valore dì H: il mate- 
riale non presenta più isteresi, e non si comporta più come ferromagnetico. La 
[V1.4-S] giustifica anche l'affermazione da noi fatta in precedenza, che una misura 
della temperatura di Curie consente una determinazione sperimentale indiretta del 
parametro y che compare nella [M.34] 



ÌKT r 



3KT e a \ 
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Rsprcssimic micro.tcopiGa 
della seconda legge di Curie 



Per valori di 7" maggiori di T,, ai valori di //usuali il parametro > resta di solilo 
abbastanza piccolo perché la prima delle [VI.4u] possa essere sv[lupp»(n al primo 
ordine 



M - 



sm,y 



3 KT 



Teli! 



Nell'ultimo passaggio abbiamo tenuto conto della [VM8]. Introducendo in questa 
relazione la seconda delie (VL46], si ha: 



Iht wì, tìììh vanti» M, si hii Hf 



M 

11 



vi*- r c ) 

r t 1 
t tr-T t ) ~- 



U; ovvero 
li,»»,' 



3 K T- % 



[VI.49] 



Abbiamo coni dimostrato la seconda legge ili Curie [V1.32], rioHvttrulo ansile 
l'espressione, in termini delle grandezze microscopiche, della costante t.'p che in 
essa campare 



VI. 7. Circuiti magnetici, efettromagneti e magneti permanenti 



avvolgimento 
di eccitazione 




^^^^^ 



Circuiti magnetici 



Come abbiamo visto, i mezzi materiali dì amagnetici e paramagnetici 
banco una permeabilità magnetica relativa che in condizioni normali si di- 
scosta assai poco dall^mià(lipìcamente,|)i r — 1 |è compreso Ih 1(1"' s IO -5 ). 
Fer conseguenza, le perturbazioni Clic questi materiali producono sulla con- 
figurazione del campo sono assai pìccole: dì solito esse possono essere tra- 
scurate; e il loro calcolo, quando serva, può essere fatto in modo molto 
semplice con metodi perturbativi, 

A) coatorio, la presenza di materiali ferromagnetici - la loro geometria 
o le loro proprietà - influenza in maniera determinali le la configuratimi e 
del campo nello spazio circostante. Per questo motivo, da un iato ì materiali 
ferromagnetici hanno moltissime applicazioni tecniche; c d'altro lato il cal- 
colò della configurazione del campo diviene assai complesso, per conse- 
guenza sia della entità delle modifiche indotte dalla presenza dì tali mate- 
riali, sia della complessità di comportamento - spesso non univoca - che i 
materiali ferromagnetici presentano. 

Per la progettazione e il calcolo delle prestazioni dei dispositivi magne- 1 " 
tic! basati su materiali ferromagnetici - che sonoi più comuni nella pratica - 
sì ricorre a metodi approssimati, di cui è stata sviluppata una gamma cosi 
vasta (da melodi grafici, a metodi numerici approssimati, a modelli di simu- 
lazione, ecc.) che una loro rassegna, anche sommaria, può essere presentata 
solo in testi specializzali. 

Qui ci limitiamo a introdurre brevemente la tecnica normalmente 
usata per trattare i cosiddetti circuiti magnetici Con circuito magnetico si 
intende una successione di elementi E, di materiale ferromagnetico, cia- 
scuno di sezione normale piccola rispetto alla sua lunghezza, disposti in 
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una configurazione geometrica chiusa su se stessa, salvo eventuali brevi 
interruzioni {in aria o in altro materiale non ferromagnetico) dette traferri o Traferri o interferi 
inutferri; il circuito essendo concatenato con un «.avvolgimento di eccita- 
zione» percorso da corrente /. 



Vl.7,1, Circuiti magnetici. DefinkEoBÌ e approssimazioni 

11 più semplice circuito magnetico e rappresentato da un anello di 
materiale ferromagnetico; concatenato con l'anello è un avvolgimento di A' 
spire di filo conduttore percorso da corrente / stazionaria o quasi stazionaria 
(nel senso discusso nel par. IV.15). Si tratta del sistema da noi già discusso 
nell'esempio E. VI. 6, e che ora risolviamo con un metodo facilmente gene- 
rali raab ile a circuiti di geometria più complessa. 

Le equazioni cui si ricorre per la soluzione sono le equazioni fonda- 
mentali per SeS, cioè, rispettivamente, il teorema della circuitazione di 
Ampere [VT.20]' c la proprietà generate di B per cui il suo flusso uscente da 
una qualunque superficie chiusa E e nullo: 

tìd]=NJ jjf-«/i'=0 [VI.501 Eu iunior, i t'ondarti intuii 

dove JVè il numero di spire dell'avvolgimento, e la circuitazione di H è cal- 
colata internamente all'anello, lungo la sua linea mediana. Tenuto conto 
della proprietà (discussa nell'esempio E.YI.5) per cui il flusso di B uscente 
dalla superficie laterale dell'anello è piccolo rispetto a quello che attraversa 
ogni sezione normale S dell'anello, applicando la seconda delle {VT.50I a 
una superficie 2 come quella indicata in figura si ha: 

0 = \ è- tK = \ B-dS + \ è-<é = 

>Z «i 'Sì 

= -\ %■ dS+ \ B-dS = -£,S\ + fljS, 

dove Sj ò la sezione eoa normale n, uscente da E e S{ la seriore con nor- 
male A\ entrante in E; abbiamo tenuto conto del tatto che il flusso uscente 
dalla superficie laterale di S è trascurabile. La precedente relazione equi- 
vale a dire che: 

* = J,S = cubi . da cui B = ~£ [VI. 51] 

Se ora utilizziamo In relazione 

B = (ovvero H = [VI.52] 

La prima delle [VT.50J diviene 

Nì= §H-dì= $ = tVl.53] 

Nell'ultimo passaggio abbiamo usato il fatto che B è parallelo a di, e 3> è 
eostante lungo tutta la linea di integrazione. Nel passaggio intermedio 
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legge di Hopkinson 



Forza magnetorootrict; 
Riluttanza 



abbiamo invece usato, come detto, la IVT.J2J. Abbiamo visto net par. VI.5.Ì 
che tale relazione può essere usata senza cautele solo se il ciclo di isteresi è 
molto stretto e la relazione B = B(ff) e lineare. In caso contrario, in fase di 
eccitazione (cioè quando si immette la corrente / nel circuito che alimenta 
il magnete) va curato che il materiale segua il ramo voluto del ciclo dì iste- 
resi, e il valore numerico di (i va scelto per tentativi lino a che non conri- 
sponda al valore di H che risulta dalla soluzione del problema (vedi esem- 
pio E. VI. 10). 

La [VI.53] può essere posta nella forma: 



con ? = NI; 



[V1.54) 



detta legge di ffopkinsan. La grandezza F= Nf (misurala in amperspire) è 

f di 

della forza magnetomotrice.; la grandezza Jì = g) — — - (misurata in ampcr- 

spire su weber) è detta rìtuuanza del circuito magnetico. 

ii evidente l'analogia formale fra la LV1.541 e la legge di Ohm per un 
circuito elettrico (con la forza magnelomotrice al posto delle, fòrza elettro- 
motrice; il flusso $ al posto della corrente; e la riluttanza magnetica al 
posto della resistenza elettrica totale del circuito). Questa analogia formale 
discende dalla analogia fra le equazioni diUercrtiìali cui soddisfano le gran- 
dezze fondamentali che intervengono nei due fenomeni: 



circuiti magnetici: 



ciicuiti elettrici: 



div B = 0 

div/= 0 
J= ai 



di 



(J: densità di conente) 
(o: conducibilità) 

È - dì (f: forza elettroni otri™;) 



Anuloeia formale fra ciicuiti In virtù di questa analogia formale, la soluzione di un circuito magnetici! 

nLajJiìcticì e circuiti ohmici può essere eseguita co» passaggi foraaalmente analoghi a quelli richiesti per 
risolvere un circuito ohmico che abbia la stessa struttura topologica e geo- 
metrica. 

Vn particolare nel caso di un circuito magnetico di sezione S costante e 
lunghezza totale / (J » Js) la riluttanza 




FVI.55] 



assume la forma semplice 




[VI.55a] 



Questa forma è analoga alla espressione della resistenza elettrica di un con- 
dultoie ohmico di sezione S e lunghezza / (eq, [JV.20J): la permeabilità 
magnetica u sta nella [VL55a] al posto della conducibilità elettrica o della 



Magnetismo ttsiia materia 263 



[IY.20], ed è questa l'origine storica del nome «permeabilità». In ogni caso, 
salvo i problemi summenzionati relativi alla possibilità dì conoscere a priori 
l'effettivo valore di u, la [VI.55] consente di calcolare la riluttarla del cir- 
cuito in. funzione delle sue caratteristiche geometriche {S — S{1)). Una volta 
calcolata la riluttanza, nota la conente di eccitazione / (e dunque nota la 
fòrza magnetomotrice F = NI), la [VL54] consente di calcolate immediata- 
mente $ (costante su ogni sezione del circuito); e quindi tramite la [VI.51] 
si calcola il valore di 2r in corrispondenza di ogni sezione S. 

Si può a questo punto verificare a consuntivo se il valore di u che era 
stato scelto a priori per il calcolo della riluttanza è quello che il materiale in 
oggetto etfèttiv amente presenta per quel valore di B. 

Il calcolo della riluttanza del circuito magnetico, sempre possibile tra- 
mile la IV1.55J quando siano noti la sezione S(l) c la permeabilità u in fun- 
zione della posizione / lungo il circuito, diviene particolarmente semplice 
non solo qualora il circuito sia costituito da un unico anello di sezione 
costante (eq. [V1.55aj); ma anche quando esso è costituito da un certo nu- 
mero di elementi E, ciascuno di segone costante S h di lunghezza /; molto 
maggiore delle dimensioni lineari di S, (li » e di permeabilità u,. 
L'elemento E, ha allora riluttanza 




Se nel circuito magnetico gli elementi E, sono disposti in serie, cosicché 
in virtù della Pvl.51] ciascuno è attraversato dallo stesso flusso 4, allora 
come risulta dalla [VI.55] ]a riluttanza complessiva R$ del circuito serie è 
data da 



Circuito magnetico costituito 
da un certo numero di clemen- 
ti in serie 



2^ 



[VI.56I 



analogamente a quanto accade alla resistenza elettrica di più resistenze 
poste in serie. 

Ma l'analogìa del circuito elettrico vale ovviamente anche qualora 
alcuni degli elementi siano dispósti in parallelo, come nel caso degli ele- 
menti E 2 ed E, di figura. In ognuno dei « nodi* (ad esempio in jV,) in virtù 
della seconda delle [YI,50] vale la condizione che ta somma algebrica dei 
flussi entranti nel nodo sia nulla, analogamente a quanto stabilisce la prima 
legge di Kìrchhoffper i circuiti elettrici. Ciò comporta che la riluttanza Rj, 
di più elementi magnetici E; in parallelo sia legata alle riluttanze K dei sin- 
goli elementi dalla relazione 



i -s (i) 



IVI.57Ì 




analogamente al caso delle resistenze elettriche. 

In virtù di questa completa analogia, i circuiti magnetici possono 
essere risolti - entro i limiti di validità della legge di Hopkinson [Vl.54] - 
utilizzando le stesse tecniche di calcolo sviluppate nel caso dei circuiti elet- 
trici. 



Elementi magnetici 
in parallelo 
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Esempi 

E.Yl.3. // circuito magnetico con elementi in serie mostrato a pag. 263 è costituite da 
elementi E, di isoperm; sia i } = t} = lj = fj = i m; Sj = S4 = I dm 2 ; Sj = 
0,25 dm*; $j — 0,5 dm 3 , Se i'avwtgimertto è costituito da 150 spire, ciascuna 
percorsa da una corrente ài 100 A, determinare li valore di B Internamente 
ati'etemetito E 2 . 

Usiamo la legge di Hopltìnson |V1,54)« Si ha od noslro caso: 

F= NI = 150 5 * 100 A = 1*5 10* As 

Poiché gli elementi £ r , soivo dispósti m serie, \n riluttanza totale Rs. & data dalla 
.[VtSfi] (in lui toUiE^rìtlofii tli isoperm porremo \i r — tìtì): 

Jtj = H " — tt - ■ 2 ' — 

■■ - ■ 4.1,- M.^r i. 

...... 1 / ' ini 1 ni Irti 1 m \ 

\ UT' in' : 0,25 IT ' in' 0,5 • 10 ! ib s fo 1 ni 1 < ' 

= 12,56 ■ UT 7 (Wb/m 3 ) ' (m/As) ■ 60 ■ lO^m' 0 + 4 + 2 + ■) *t = 



Dunque 



lì ~ 1,06- 10'As/Wb ifll 1U W6 

4 1 42 ■ IO -5 Wb Wb 
S, " 0,25 10" J m 2 tir 1 



drenilo magnetico cor clementi in. parallela mostrata a p. 26} k lmIìIìiìIb 
'■ ila Uè elementi di Imperni. Sia lj = 2 mi h = h — I m; S/ = Sj= Sj= / dm 1 . 
■ Se fi circuito di eccitazione è costituita da .100 .<ipire T cJaxcana ptrìtirsii da 

urta coniate di IQQA, calcolare il valore di 3 Interna/nenie iti tre elementi 

Es, Ej. E). 



La for2a magrjetomotricè à 

. F = 100 s- 100 A = W 4 As 

Per il calcolo della riluttanza R osserviamo che il circuito è formato da due ele- 
menti £z ed £j fra di loro in parallelo 



e in serie od essi l'elemento E\. La riluttanza totale e dunque 
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avendo tenuto coma del Tatto che nel caso in esame è R s — R 2 . Numericamente 
si il*. 

PoHr U| Wb 



Si ha dunque 



10' A3 



JJ ■ IO As/Wb 



3 ■ 1(T 5 Wb 



Va ora tenuto conto del facto che nell'elemento E L il flusso *i è. pari a $; ma negli 
elementi in pntnl! ciò E, od il flusso si suddivido in parti inversamente proporzio- 
nali ilte riluttanze. Nel caso in esame, essendo R 2 = Ss, si Ha: 



IL. dunque; 

: H- • - 



3 ■ 10" ! Wb 



10" m ] 



0,3 Testa; 



2 ■ 



0,l5Tesl« 



E. VI. 10. Supponiamo ora che ic stesso circuito magnetico analizzato nell'esempio 

sia realizzato in /erro dolce* Il citilo di isteresi del materiate è mollo 
stretto, e la relativa curva B =-B (Hj è quella riportata nella tabella qui a 
fianco. Se te 100 spire di eccitazione del circuito magnetico sono percorse do 
una corrente 1= 5 A t discutere quale valore di u, vada scelto per II calcolo 
della riluttanza. 

Cominciamo con lo scegliere un valore di prova per u.„ ad esempio quello cor- 
rispóndente a H-= 500 As/m (n, - 1430). La riluttanza del circuito è allora data da: 

/e = _I_ + = i^i 

■ :• ■ • ■ :-- ft,Ji> \ -Vi - 2.V, ! Wb 



In cotrispouderjza risulta; 

. . ■ ..ff...-. 

quindi: 



llllls ->A 



1,41 - 10T* As/Wb 



• ÌAS IO"' Wb 



"Wb 



S, - 10-^r7 <^ 5 ™ a 



fl : - Sj = 0,178 Tesla 



:tn corrisp'ondeQza di questi valori .dì B non è p. r = 143G come avevamo scelto tenta- 
tivamtnte; ma interpolando ì valori della tabella si ha. piuttosto: 

^i f[ — 1025 (in corrispondenza di B = 0,355 Tesla) 
M - itfì = 872 (in corrispondenza di B = 0,1 73 Tesla) 

.IMpeciainò dunque il calcolo, in seconda approssimazione, in corrispondenza di 
questi valori di u, r : 



n 

<AS/(ÌL> 


s 


0 


100 


0,10 


800 


200 


0,23 


920 


300 


0,40 


lOoO 


400 


0,61 


1190 


500 


0,91 


1430 


600 


1,ì* 


1730 


700 


1,M 


IK20 


800 


1,80 


1KO0 


900 


1,90 


16R0 


1000 


2,00 


1590 


1100 


2,08 


1510 


1200 


2,12 


1410 
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In corrispondenza si ba: 



e dunque 



« 2,91 As/Wb 



= -p - = 0.25 Tesla; £ 2 = fij = 0,125 Tesla 
cu 



I corrispondenti valori di ìm e h,; (rispettivamente ivi = 949; (i^ = Ì25) sodo assai 
più vicini al valore usato nel calcolo di quanto non lo Tasserò nei- calcolo di prima 
approssimazione. Per migliorare ancora l'approssimazione si porti ripetete il cal- 
colo in corrispondenza di questi nuovi valori; e cosi via fino a ci» non si raaeìunae 
L'approssimazione voluta.. 
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VI, 7, 2. IdeUrtimnsiMi 

Un elettromagnete c un circuito magri elico, generalmente realizzato in 
materiale ferromagnetico con ciclo di isteresi stretto (basso campo residuo), 
dotato di un traferro. l'n tale sistema può essere trattato in buona approssi- 
mazione coi metodi discussi nella sezione Vl.7.1 solo se il traferro c rappre- 
sentato da un taglio eseguito uel circuito magnetico lungo una sezione nor- 
male, e di spessore d piccolo rispetto alle dimensioni lineari della sezione 
stessa id « •[$): solo in questo caso infalli il flusso disperso sì mantiene 
trascurabile anche in corrispondenza del traferro; e mantenendosi trascura- 
bili gli effetti dì bordo potremo ritenere che anche nel traferro È sia 
costante sulla sezione e ortogonale ad essa, in modo che possiamo conti- 
nuare a scrivere anche in essa la fVl.jl], * — 55=oosL 

Se queste ipotesi sono verificate, il calcolo di B e di H (sia dentro il ma- 
teriale che nel traferro) può essere condotto in maniera molto semplice secon- 
do le linee sviluppate nella sezione VI.7.1 e in particolare usando la legge di 
llopkinson [VI. 54]: nel calcolo della riluttanza si dovrà semplicemente tener 
conto, fra gii altri «elementi», anche del traferro. Osserviamo al riguardo 
che poiché negli elementi ferromagnetici (detti ne! loro complesso nucleo 
dell'elettromagnete) u,, è motto maggiore che in aria (dove u, = 1), un tra- 
fEmi di spessore d Equivale, dal punto di vista, de III» sua riluttanza, a un ele- 
mento ferromagnetico di lunghezza I — |i f J » d; ad esempio se ]i r — 1000, 
un traferro di un centimetro contribuisce alla riluttanza del circuito quanto 
un elemento ferromagnetico di lunghezza 10 m e di pari sezione. 

Osserviamo ancora che, nell'approssimazione in cui si possano trascu- 
rare gli effètti di bardo nel traferro (e quindi !a sua sezione «efficace» S, sia 
pari alla sezione S del contìguo elemento ferromagnetico) il vettore indu- 
zione magnetica ha nel traferro stesso un valore B„ pari al valore B che esso 
ha internamente al nucleo 

Al contrario, il vettore H subisce una discontinuità; 

B? B B 
u, 



3 



77 = - 



MoU, 



Nel traferro, H ha un valore u, volte più grande che nel nucieo; cif> è coe- 
rente con le condizioni di raccordo per B ed H (B„ è continuo, H„ no). 
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Esempio 

fi.VUl. Nei circuito magnetico analizzato nell'esèmpio £.ft& viene realizzato un 
tra/erno ài J = 5 cm a metà dell'elemento E4. Calcolare il valore di net 
1 . rra/erfo stesso. 

. La lunghezza del circuito in ìsoperm diminuisce dì 5 era rispetto alla configu- 
razione calcolala nell'esempio E.V1.8; ciò tuttavia modifica in misura trascurabile la 
sua riluttanza» che possiamo assumere valere ancora rtj = 1,06 * IO 7 AsAVb. A 
quésta va tuttavia aggiunta ora la riluttanza del traferro, eoe vale 



■ ■ ■ 5 - 10- 2 m - fl . \ (t i As 

12,56 ■ 1(T' (Wh/Aii) (m/A*) ■ ]<T' m' ■'■ Wb 



La tilUttawa .iQlale: # r Weletiromagnye vile dunque 



SI ha peruuito : - 
* - 



{1,06 + 0,4)10' 



As 
Wb 



1,46- IO 7 



U ■ 10 J As. 
1,4* - 10' As/Wb 



As 
Wb 



- 1,03 ■ IO -3 Wb 



R - * - 



1,03 ■ 10"' Wb 



10 nr 



0,10 



Wb 



Qualora il nucleo dell'elettromagnete abbia tutto sezione costante (sia 
S„), le sue condizioni di lavoro possono essere determinate fàcilmente per 
vìa grafica anebe qualora la curva B=-B(H) non sia lineare. 

La prima delle rvi.50] può essere scritta infatti, in questo caso, sempli- 
cemente come: 



Hd 

B B 

(nel traferro, si ha infatti H„ = — = ■ — , visto che B = BA 
' IV ^ " 

Da cui 



3 = 




Nel piano i/,B, questa relazione rappresenta una retta, con intercetta con 



l'asse delie ordinate pari a 



(e dunque proporzionale alla corrente di 



eccitazione /) e coefficiente angolare (— l\\Jd). La soluzione per B si 
ottiene semplicemente determinando graficamente la inteTCezione fra tale 
retta e la curva B = B(H) relativa al materiale ebe costituisce il nucleo: 



B = 



d d 



H 



[VI.58] 
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1,6 
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E.VI.12. Consideriamo un elettromagnete, con it nucleo ad anello come quello 
mostrato in figura: la curva B-B(H) relativa a! materiale ferromagnetico 
con cai it nucleo è costruito sìa quella tabulata a fianco. Sia maitre (usando 
i simboli utilizzali anche nella [VI.58]): d = 1 cm; / = 1 m; N= 1000 spire: 
1—15 Ampere. Determinare graficamente il valore di B. 

Nel caso in esame, la retta corrispondente alla prima delie (VI.5S] ha inter- 
cede, rispettivamente con l'asse H e con l'asse B: 

(B = 0); ff= 4 = ii_10^. = ,, 5 ., 0 «^L 
' / 1 m rn 



12,56 - 10 '-1.S- 10*,,. , 
Jlcsla^ 



l.SS Tesla 



Nulla figiifa a fianco, il grafico di questa retta c riportato insieme aJ grafico della 
airvJi lì = #(ff) del materiale in questione-: l'intersezione corrispotule a un valore 
di B p^rj alVincirca a — 1,3 Tesìa. 



Vl.7.3. Magneti permanenti 




Nei magneti permanenti, il campo è generato dal momento magnetico 
proprio (magnetizzazione residua) del nucleo. Consideriamo, a tìtolo di 
esempio, un magnete di forma parti colarmen le semplice, cioè il solito 
anello dotato di un piccolo trafèrro; il materiale che costituisce il nucleo 
sarà ora un materiale a ciclo di isteresi mollo largo, caratterizzalo dunque 
da un elevato valore della magnetizzazione residua M, (ovvero della indu- 
zione magnetici residua I} r -^,M,). Nella pratica, la geometria di un 
magnete peimanemtc e di solilo meno simmetrica di quella che noi qui 
consideriamo: sono assai comuni magneti a ferro di cavallo; ovvero magneti 
Costituiti da un dJìiidfo ad alta magnetizzazione residua posto fot due 
«braccia di ferro dolce sagomali in modo da realizzare un traferro con le 
dimensioni geometriche desiderate. Anche in questi cosi, geometricamente 
più elaborati, la imitazione procede in maniera sostati talmente analoga a 
quella che noi sviluppiamo qui riferendoci alla semplice geometria toroidale. 

Supponiamo elle il ciclo di isteresi del materiale sta quello rappresen- 
tato in figura. Inizialmente, mediante un avvolgimento di eccitazione, al 
materiale viene applicato un campo H {positivo, secondo il verso conven- 
zionalmente scelto per l'asse rappresentativo) che seguendo la curva di 
prima magnetizzazione porta il materiale fino al punto 5 di saturazione. A 
questo punto viene fatta gradualmente scendere fino a zero la corrente di 
eccitazione (e dunque H) e ravvolgimento di eccitazione viene rimosso: il 
materiale percorre all'indietro il ramo superiore del ciclo di isteresi (in cui è 
B > 0, cioè diretto come il campo HH eccitazione). È però facile compren- 
dere che una volta eliminato il circuito di eccitazione il materiale non si 
porta nel punto dì lavoro H= 0, B = B r ; bensì in un punto della caratteri- 
stica situato nel secondo quadrante (#,,, B L , con H L .< 0 e ft. > 0). 

Chiamiamo infatti //e B i valori dei campi internamente al materiale, 
e H 0 ,B„ i corrispondenti valori nel traferro; poiché la corrente di eccita- 
zione è nulla (e dunque c nulla la circuitazione di H) e poiché B non 



subisce discontinuità passando dal nucleo al traferro {B-BJ possiamo 
scrivere: 

0 = ff- d1= Hl+H„d B = B„ = i^H,, 
da cui ricaviamo 

i m, / ti„ / 

Essendo B = B„ > 0, è fi < 0. La [VI.59J, che lega fra di loro B e tf, è una 
retta passante per l'origine, di pendenza negativa pnri a BIH— — (\i t t/d). 
Per trovare gli circuivi valori di fi e ff (5 £ , ff L ), si può procedere grafica- 
mente, trovando l'intersezione fra questa retta u il ramo delle curva di iste- 
resi appartenente al secondo quadrante. 

Osserviamo che passando dal nucleo al tralérro, mentre come già detto 
B è continuo (B— ffj, ffnon solo subisoe una discontinuità, ma cambia addi- 
rittura di segno: nel traferro esso è parallelo e concorde a B (£„= u„ffj, 
mentre nel nucleo esso ha verso opposto rispetto a B (ed anche rispetto ad 
M); esso viene anche detto usualmente campa smagnetizzante. 

Qualitativamente, lo stesso fenomeno - al passaggio dal nucleo al tra- 
ferro - succede nei magneti permanenti di diversa geometria; ad esempio 
l'andamento delle linee di forza di ff e B per un cilindro uniformemente 
magnetizzalo è quello mostrato in figura. 

Il fallo che ff cambi segno al passaggio tra il materiale e l'aria 
all'esterno è conseguenza immediata della legge di circuitazione di 
Ampere. Infatti, se per la circuitazione di ff consideriamo, per esempio, la 
linea chiusa ed orientata / tratteggiata in figura, si ha 

\ffdl=\ Hdì+\ H-dJ^O 

L'integrale relativo al tratto esterno A CD è positivo (ff e di concordi) e ciò 
implica che l'integrale \ M Ì! ■ dì, relativo al tratto internu di l, sia negativo. 
Il che equivale a dire che, nel materiale magnetico, ff deve essere antiparal- 
lelo rispetto a dì. Ciò spiega l'inversione di segno di ff al passaggio dall'aria 
al maceiiale magnetico, ' 

È da osservare che l'ipotesi di magne libazione uniforme per i] cilindro 1 
considerato è adeguata se il cilindro ha un'alice mollo maggiore delle di- 
mensioni trasversali delle basi. In realta la magnetizzazione uniforme si ha 
solo per materiali a forma di ellissoidi di rotazione con asse parallelo a B. 

Nella figura che mostra le linee di forza de! vettore H generato da un 
cilindro uniformemente magnetizzato, l'andamento è quello tipico di un 
campo elettrico da dipolo elettrico con cariche superfìciaii localizzate sulle 
basi del cilindro. È come se le «sorgenti» del vettore ff fossero localizzate 
sulle due basì del cilindro magnetizzato. 

Questa osservazione è generalizzabile ricordando che, nella deduzione 
delle fòrmule [VI.16J sì è fatto uso dell'espressione [VI, J5J per il potenziale 
vettore A, nella quale ogni volume elementare di è considerato possedere 
un momento di dipolo magnetico drh^M dx. Osserviamo che è piuttosto 
stretta l'analogia formale con il caso dei dielettrici polarizzati, nei quali 
l'elemento di volume di assume un momento di dipolo elettrico d/?= P eh. 
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In forza di questa analogia, un dipolo magnetico può anche essere pen- 
sato come una coppia di cariche magnetiche o poli magnetici distinti e di 
segno opposto, disposti rigidamente ad una certa distanza. 
Poli magnetici È chiaro che si tratta di un puro schema matematico, dal momento che 

manca ogni evidenza sperimentale dell'esistenza di poli magnetici isolati. 
L'utilità di tale schema consiste essenzialmente nella possibilità di usare, in 
un certo numero di problemi di magnetismo nella materia, risultati già sta- 
biliti j>er i dielettrici in campo elettrico. L'analogia tra le proprietà dei vet- 
tori P ed M porta immediatamente a considerare, in corrispondenza delle 
note relazioni per i dielettrici polarizzati: 

(i p - - divP 

dette analoghe relazioni per 1 materiali magnetizzati: 

I o„ = M - ti 
\ p„ = - divjtf 

dove a n e p fl , rappresentano « densità di cariche magnetiche'» di superficie e 
di volume, rispettivamente. 

Si vede immediatamente che le densità di carica magnetica così formai- 
Studenti di N mente introdotte rappresentano le «sorgenti» del campo magnetico H. 

Matti, come pei il vettore spostamento elettrico D le sorgenti sono le 
cariche libere (o localizzate) di densità di volume p, legate a D dalla rela- 
zione divi) = p, cosi, per quanto riguarda le sorgenti di H, basterà valutare 
la funzione àivH, Dunque 

divi) = div (— — £n = — drvff- éìvM= — divA/ = o_ , 

da momento che ùi\S—Q e p„ = -divJW. 

Quando si ha a che fare con materiale uniformemente magnetizzato, 
come per esempio, in buona approssimazione, ad caso di un magnete per- 
manente a forma di cilindro allungato, si ha che M è uniforme all'interno e 
varia bruscamente Dell'attraversamento delle basì del cilindro (all'esterno 
M= 0). Dunque si ha che: p„ = 0, o„ = M (dal momento che Mh perpendi- 
colare alle basi del cilindro). Le basi del cilindro sono usualmente chiamate 
poli (nord e sud) nel caso di calamite a barretta od a Èsito di cavallo. 
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Esercii rM capitolo 



Vl.l. Un anello toroidale a sezione costante, di materiale ferroso isotropo ed 
omogeneo, ha lunghezza media /= 20 cm ed è posto in aria. Le dimensioni 
Liaearì della sezione trasversale sono piccole rispetto ad L Sull'anello è di- 
stribuito unifórmemente un certo numero dì spire percorse da una corrente 
mantenuta costante nel tempo. In queste condizioni la permeabilità magne- 
tica relativa dell'anello è |i, = 1SO0, da assumersi costante. Calcolare li 
variazione percentuale {LBfB} del campo B se dall'anello, a parità dì tutto il 
resto, viene asportata 1 una sottile fettina dì spessore 6 — 2 min 

(Risposto: Aff/ff = -Q,94) 



Un luugu filo rettilineo, percorso da corrente stazionaria i * 15 A T costi- 
tuisce Tasse di un tubo di materiale ferromagnetico omogeneo ed isotropo, 
di permeabilità mHgnciieH rcistivH costante pi, — 400, Tra filo e tuba non c'è 
alcun collegamento elettrico ed II sistema è nel vuota 
Ricavare randa mento dei campi vettoriali fi e B ìr\ lungone della dilania 
r dall'asse del sistema e calcolare il Qusso del ycIUxc intensità di magne- 
tizzazione M attraverso il rettangolo PQRS Indicato in figura (a = 3 cm, 
b = 5 cm, f? = 10cm), 

{Risposta: ^p Qì q{M) = 48,7 Am) 

VIJ. Un magnete permanente a forma toroidale ha il nucleo magnetizzato di lun- 
ghezza 1 = 2G cm ed il traferro in aria dì spessore d = 2 cm. Il valore del vet- 
tore induzione magnetica misurato nel traferro è B = 0,5 T\ 
Quanto vale l'intensità di magnetizzazione M nel magnete? 

(Risposta: tf=+,38- 10 5 A/m) 



VI.4, Un magnete permanente a forma toroidale, di Lunghezza / = 25 cm e spes- 
sore del traferro in aria d - 2 cm, è costituito da una lega la cui curva di 
magnetizzazione nel secondo quadrante può essere approssimata da un uatto 
di retla pacante per S punti del jiiano (H, 8): /*([); 0,8) e Q{— + - 30*; 0). 
Calcolare il campo B nel traferri 

(Risposta: B = U,}ST) 



Un elettromagnete è costituito da un materiale ferromagnetico il cui ciclo di 
isteresi è, per la parie the inleiesiia il problema, ripurl&lo in figura La luti- 
ghezza della parte ferromagnetica dell'elettromagnete è /=S0cm e la 
bobina di alimentazione consta dì JV=.j0 spire.. Determinare il valore della 
corrente necessaria per creare nel traferro un campo 5 = 1 T per 1 due 
diversi valori dello spessore del traferro stesso (in aria): 
a) d) — ì cm 
bj d 3 = 1 cm 

(Trascurare il flusso disperso) 

(Risposte: i\ ■= 313,6 A; i\ = 5 £4,1 A) 



Vi. 6. Il circuito magnetico mostrato in figura è costituito da sette rami a forma di 
parallelepipedo dì altezza 1 — 2C cm e sezione S. La parte ferromagnetica 
del circuito ha permeabilità magnetica relativa u f = 300, mentre il traferro 
del ramo estemo è in aria ed ha. spessore ju 1 — 0,5 cm 
Calcolare il campo B b nel traferro nel caso in cui per l'alimentazione del 
magnete sì abbia 200 spire ed r-20À. 

(Risposta: = 0,167 T) 
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V1.7. 11 magete ad fi schematizzato in figura i frequentemente usato per deflet- 
tere particelle cariche veloci. L'avvolgimento è formato da due bobine 
aventi ciascuna lo stesso numero N- JO di spire ed alimentate in modo da 
produrre campi magnetici di verso concorde nel traferro. La lunghezza 
media di un Iato della sezione è / = i m e lo spessore del traferro in aria è 
rf= 5 cm. Li sezione 5 parallela agli avvolgimenti è uniforme. 
Se la permeabilità magnetica relativa è 11,= 1000 pel punto di lavoro del 
ciclo di isteresi scelto, calcolare il campo B v nel traferro quando la corrente 
circolante negli avvolgimenti assume il valore / = 400 A.. 

(Risposta: = 0,97 T) 



YlJl. Un cilindro omogeneo* di altezza h = 60 cm e raggio di base K = 10 crìi, ili 
materiale ferromagnetico, viene magncti//.aVu parallelamente alle sue gene- 
rettici e, dati la fònna, la sua magnetizzazione può essere considerata uni- 
forme con buoni) approssimazione. 

Se Pìnlc-nsilà di tnagnetizzazinne è M~ 3 ■ 10* A/m, calcolare il campo 
5(o) al centro del cilindra. 

{Risposta: Jf(o) = 0,361) 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del VI capitai» 

VLl. Trascurare il flusso magnetico disperso nei traferro in aria ed assumere che 
il valore di fir 11011 var ". Applicare la leggo di Hoplcinson per il calcolo dei 
campi B u (senza traferro) c B tt (con traferro), noti i quali sì calcola la varia- 
zione percentuale richiesta (LBJB) = (B rI — H^fB^. 



Yl.Z, Per l'andamento dì II & B applicare il teorema di Ampere tenendo conto 
della simmetria cilindrica della configurazione e ricordare le condizioni 
e [V03| per i ^vettori magnetici al passaggio da un mezzo ad un 
altro. Per il vettoie M riferirsi all# [VT. 19]. 



Utilizzare il teorema di Arupeie nella forma | VI.59] per i magneti perma- 
nenti. Per determinate 1» permeabilità magnetica relativa \x r utilizzare anche 
la proprietà di continuità della, componente normale iti ft al [lassalo dal 
traferro aJ ferro. 



VL4. 



Per il calcolu del punto di lavoro del magnete permanente riferirei alla 
(VI.59J. 



V1.5. Applicare al vettore H il teorema della circuitazione di Ampere, sapendo 
che il vettore H nel ferro e nel traferro e ricavabile dalla conoscenza di il e 
della curva di isteresi. 



VI.6. Individuare il circuito elettrico equivalente al circuito magnetico dato, ope- 
rando la trasposizione: 
forza magnetomotrice (Ni) -> f.e.m. (f) 
riluttanza (R) -» resistenza (R) 

(lusso ili B (*CS)) -» corrente (i) 

ed adoperando le nozioni acquisite per i circuiti elettrici a due maglie. 
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Vi.7. Applicare la legge di Hopkinson al circuito magnetico individuando il cir- 
cuito elèttrico equivalente al circutò magnetico dato (vedi esercizio VLtì). 



Vl.S. Usare le relazioni Fondamentali [VT.16] tra la magnetizzazione M e te cor- 
renti microscopiche, allo scopo di ridurre il magnete dato ad un circuito 
macroscopico percorso da corrente. 

La corrente superficiale, che scorre con linee di flusso circolari su piani per- 
pendicolari all'asse del cilindro, può essere schematizzata come un sole- 
noide di Lunghezza finita, il cui campo È sul Tasse è stato discusso nell'esem- 
pio [E.V.121. 



Capitolo settimo 

Campi elettrici e magnetici variabili nei tempo, 
Terza e quarta equazione di Maxwell 



Nei capitoli precedenti abbiamo trattato, indipendentemente Turni dal- 
l'altro, il campo elettrico e il campo magnetico in condizioni stazionarie. Le 
conclusioni a cui siamo giunti sono riassunte nelle quattro equazioni di 
Maxwoil in condizioni stazionarie; cioè - riferendoci per semplicità a! caso 
del vuoto - nelle equazioni: 

]) y.£=£- [i36j n) V » = 0 [V.29] 

ITI) VxÉ^C [1.83] TV) V x B = u J [V.Ì41 

Due di questa equazioni riguardano il campo elettrico E e le allre due il 
campo di induzione magnetica B: cosicché Et B appaiono come gran ilezzc 
fisiche fra di loro in dipendenti. Tuttavia le equazioni relative a È e quelle 
relative a h sono solo io apparenìa completamente separate. Infatti ie 
stesse cariche elettriche (Ift cui densità p rappresenta la sorgente del campo 
elettrico), quaùdo sono in movimento, daauo luogo, a una densità di cor- 
rente j, e divengono dunque sorgente di un campo B. Poiché il fatto che le 
cariche siano ferme o si muovano è un fatto relativo (cioè dipendente dal 
sistema di riferimento scelto per descrivere il fenomeno), diviene parimente 
relativo il fatto che si abbi» a ebe fare con un campo elettrico o con no 
campo magnetico: di ciò ci siamo occupali in qualche maggior dettaglio nel 
paragrafo V.7, in cui abbiamo visto che ciò che in un sistema di riferimento 
appare come un campo elettrico, può apparire come un campo magnetico 
in un altro sistema di riferimento (o viceversa). 

Già da queste prime considerazioni, appare naturale interpretare il 
campo elettrico e il campo magnetica come manifestazioni diverse di una 
Campo tslettromagnelico unica entità fisica, il campo elettromagnetico. 

Questa conclusione verrà rafforzata da quanto vedremo in questo capi- 
tolo, in cui tratteremo fenomeni non stazionari. Come punto di partenza 
illustreremo una serie di fatti sperimentali, che ci porteranno a enunciare 
una legge fìsica generale (detta legge di Far aday-Neum arni) secondo cui un 
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campo elettrico viene generato ogni qualvolta si sia in presenza di un 
.campo di induzione magnetica B variabil e, nel tempo . 

Saremo cosi naturalmente portati a considerare la derivata temporale di 
S come una sorgente di E, da includersi al secondo membro della [1.8 3 1 
(oltre alla sorgente p/s„ già presente al secondo membro della [1.36]). Ana- 
logamente, la derivata temporale di E risulterà essere una sorgente di B, 
portandoci UD termine aggiuntivo (proporzionale a òE/àl) al secondo 
membro della [V.34J. Pertanto, in condizioni non stazionarie le equazioni di 
Maxwell relative a E non risultano più disaccoppiate da quelle ^relative a B. 
Cosi scritte, tali equazioni saranno adeguate a trattare i campi E e B in con- 
dizioni del tutto generali, includendo in termini compatti ed eleganti nella 
teoria tutte le connessioni fra E e B che fanno di essi due diverse manife- 
stazioni del campo elettromagnetico. Anche la covarianti relativistica 
dell'elettromagnetismo apparirà allora in tutta, la sua generalità. 



VILI, iadurinne t'klltfomagiiefica. La legga Ai Furautay-Neumaim 

Consideriamo un circuito (a) costituito da una linea chiusa I realizzata 
mediante un filo conduttore. In serie al circuito disponiamo un galvano- 
metrò (f, mediante il quale è possibile misurare l'eventuale passaggio di 
corrente in (a). Si riscontra sperimentalmente che il galvanometro indica il 
passaggio di una corrente / a +U ad esempio nei seguenti casi: 

1) il circuito (a) si trova in vicinanza di un circuito (b) percorso da cor- 
r ente !,.(:) variabile nel tempo (ad esempio all'atto di apertura o chiusura 
dell'interruttore T nel circuito (b) comprendente un generatore di forza 
elettromotrice /); 

2) quando il circuito (b) percorso da cgprejile.Jj (eventualmente 
costante nel tempo) viene gpostiurn cnq velocita v^ rispetto al circuito (a) (o 
viceversa); 

3) quando il circuito (a) si trova in vicinanza di un magaste- 'perma- 
nente, e quest'ultimo viene sj^tiJajaji^Bli^ìxjnspettó al circuito (o 
viceversa^ 

A) quando il circuito viene deformato, essendo localizzato in una posi- 
zione in cui è presente un campo dì induzione magnetica B (eventualmente 
uniforme e costante nel tempo). 

Faraday spiegò queste ed altre analoghe osservazioni sperimentali indi- 
viduando la caratteristica comune a tutte esso: il fatto che il circuito fosse 
immerso in tm campo di induzione magneika B il cui flusso $ (B) concatenato 
con la linea ! fosse xartabile nei tempo- 

Più precisamente i fatti summenzionati seno tutti descritti dalla 
seguente legge detta legge di Faraday-Neumann'.- t-ti*t % 
se un drenilo è Immerso hi un campo di indiatole magnetica il fui flusso 
$(B) concatenato col drenilo stesso sia variabile nei tempo, allora in esso si 
genera una fona elettromotrice f, (detta tw^iìit^aavSceMaita) data da: 

, — JML ,vn.i] 

Questa legge fondamentale verrà da noi illustrata ed approfondita nel 
seguito attraverso numerosi esempi e sviluppi. 



1 




Legge di Faraday-Neumanit 



Forza elettromotrice indotta 
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Campo elL'Unymolore indotto 




In condizioni non stazionarie, 
il campo elettrico non è con- 
servativo 



Osserviamo intanto che per In definizione [IV.29] di forza elettromo- 
trice si ha: 



f, 



rvn.2] 



dove il campo elettromotore E, è detto campo elettronwtore indotto-, la cìr- 
cuilazione_è eseguila sulia linea I che costituisce il circuito. Per sua parte, il 
flusso $(B) concatenato con I è definito come: 



BdS 



[V1I.3] 



dove S è una qualunqu e superficie avente / come contorno, e orientata in 
modo da «vederceli verso convenzionalmente scelto come positivo per / (e 
utilizzalo per il calcolo della [VH.2]) girare in senso antiorario. Abbiamo gii 
piti volte osservato*corne, in virtù del fatto che la divergenza di fi e nulla, il 
suo flusso concatenato con / si* indipendente da quale superficie Ssì scelga 
fra le in fin ile Aventi / come contorno. 

La derivata temporale dWtti che compare al secondo membro della 
(VILI] è la derivata totale rispetto al tempo dell'integrale [\TUL_ Va infatti 
osservato che il valore di tale integrale può variare sia perché B varia nel 
tempo, sia perché varia nel tempo la geometria della linea / (cioè la geome- 
tria del circuito). 

Tenuto conto della |Vn,2], la \VU.l] ci dice che quando il flusso $(B) 
varia nel tempo si genera un campo elettrico là cui circuitazione è diversa 
da zero: in effetti // campo elettrico, che in condizioni stazionarie è un 
campo conservativo, non è per contro conservativo quando ci sì trovi in con 
dizioni non stazionarie (vedi equa2Ìone [VI!. 10]). 



Esempio 

K.Vil.l. Verificare la comenza dinteiisiwdié della [Vii.lj. 

Con le unità del sistema, tnlerna?.ion»le S.l. e loro derivate gi ha: 
■ 1 (/,) - l»': 



1*1 = {Ti: 



iti m 



e pertanto: 



ms)ì = iB-s] = 

tl<p 



Dunque in definitiva 
che è quanto volevamo verificare 



Vs 



IV- si 
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ndfj ùti circuito si genera un* forza elettromotrice indotta, in esso 
irreme^e questa genera a sua volta un campo magnetico indotto B, 



Quand 
circola corri 

il cui flusso concatenato col circuito è diverso da zero. Dal fatto che nella 
[VILI] compaia il segno meno consegue che i! /lusso del campo indotto con- 
catenato co! circuito tende a compensare hi variazione dijiusso responsabile 
del fenomeno di induzione stesso. Questa legge, contenuta nelia legge di 
Faraday-Neumann [VII.1], va sotto il nome di legge di Lem 



Ese espio 

fi.VF1,2. (in anetto rigido conduttore è disposto fermo ortofronolmente a un iùwpo H 
uniforme il cui modulo varia ad tempo. Se, a due istanti swexxivi i e i + Al. 
il valore def campo B è audio rappresentato nette .fìjiiirt:. in chi verso circola 
la corrente indotta? 

Poiché 8U+ M > !ì(t), il modulo del dosso alimonia nel temilo. Per 
fompcaàarc uue*lo aumenta, U campo indulto B, ilcvt: avere versn oprinsto rispetto 
£ É r cf>si come indicato in figura. Affinché ciò accada, e necessario che la corrente 
infinita I t tircoli in senso orario intorno alla direzione ili B (vedi figuni). 



VTI.2. Interpretazione fisica del fenomeno àelPiiidu/.iotte 
elettromagnetica 

Prima di sviluppare, nel prossimo paragrafo, delle elaborazioni formali 
della legge dì Faraday-Neumann che ci permetteranno di esprimerla in ter- 
mini compatti e generali, cerchiamo di capirne meglio, in questo paragrafo, 
il significato tìsico; cosa che faremo discutendo alcuni esempi significativi 
alla luce delle conoscenze di cui già disponiamo. 



Legge di Lenz: 
il verso delli f.e.m. indotta è 
tale da opporsi alla variazione 
ili flusso chi la genera 

Bili 




Y1I.2.1 Flusso l»glÌB(u: raniit-.i^razioiic ici circuite, die varia in un campo di 
Induzione raajneSca B costante nel Iìsìio 

Supponiamo che il campo B sia costante -nul icinpn: ciò significa che le i B i i i 

sorgenti di B (circuiti percorsi da correnti stazionarie, magneti permanenti, \ \ T C T 

ecc.) haripo caratteristiche che non cambiano con il tempo (in particolare fc ^ 77/ Àt 
costante la corrente nei circuiti) e sono in quiete nel sistema di riferimento / X \ \ m \ * T 
scelto per descrivere il fenomeno. > f * ' ' 

Consideriamo un primo classico esempio schematizzato in figura, in cui O . xdl A 
un conduttore filiforme rigido sìa piegalo ad U, con i rami paralleli a distanza /. 
Sulla U è disposta una sbarra conduttrice A C che chiude il circuito e forma 
un rettangolo il cui piano è perpendicolare alla direzione di B, uniforme e 
costante, in cui il circuito è immerso. La sbarra A C scorre parallelamente a 
se stessa, con velocità v, garantendo nei punti A e C il contatto elettrico 
(contatto strisciante). Le cariche mobili nella sbarra conduttrice A C sono 
trascinate con velocità v perpendicolare alle linee di forza di B e subiscono 
una forza_di i orante direttiuLungo A Cche corrisponde ad un campo elettro- 
motore E—Fi/g — v^B. Nel circuito appare dunque una f.e.m. 



F,.dl=\Bl. 



Campi elettrici e magnetici variabili nei tempo. Terza e quarta equazione di Maxweìl 111 



Quando pel circuito si genera una forza elettromotrice indotta, in esso 
circola corrente^ questa genera a sua volta un campo magnetico indotto 5 : 
il cui flusso concatenato col circuito è diverso da zero. Dal fatto che nella 
[VILI] compaia il segno meno consegue che il flusso dei campo indotto con- 
catenato coi circuito tende a compensare la variazione di flusso responsabile 
dei fenomeno di induzione stesso. Questa legge, contenuta Della legge di 
Faraday-Neumann [VII. 11, va sotto il nome di legge dì Leni 



Esempio 

E.V1L2. Un anetìo rigido conduttore è disputiti fermo ortogonalmente a uit campo fi 
/uniforme il cai modulo varia net tempo. Se; a due istanti successivi i e t +■ Af, 
it -valore dei campo B ì quello mppresenmto nette figure, in ?he verso circolo 
td corrente ìadottat 

Poiché fi(;-h ir) >' B(t), il modulo <(ul flusso *{fl) aumenta nel tempo. Per 
compensare questo aumento, il campo indotto Bj deve avare verso opposto rispetto 
a fi, cosi come indicalo in figura. Affinone ciò ttcenrla, è necessario che la corrente 
indotta /; circoli in senso orario ioloruo alla direzione di B (vedi figura). 



VII. 2. Interpretazione fisica é&l fenomeno feil'indazioiie 
elettromagnetica 

Prima di sviluppare, nel prossimo paragrafo, delle elaborazioni formali 
della legge di Faraday-Neumann che ci permetteranno di esprimerla in ter- 
mini compatti e generali, cerchiamo di capirne meglio, in questo paragrafo, 
il significato fisico; cosa chVfaremo discutendo alcuni esempi significativi 
alla iuce delle conoscenze di cui già disponiamo. 



Legge di Lenz: 
il verso della f.e.m. indotta e 
tale da opporsi alia variazione 
dì flusso che la genera 

■■'-f. .. "i S i.i ■ • s.r • f'o' 

liti 



B (t+ AU 



c 



t t 



VII.2.1 Fiosso tagliato: conflgarSiSone del eireuìto che wia in un campo di 
suditiìonc magnetica 8 costante Sei tempo 

Supponiamo che i! campo B sia costante nel tempo: ciò significa che le 
sorgenti di B (circuiti percorsi da correnti stazionarie, magneti permanenti, 
ecc.) hanno caraneristiche che non cambiano con il tempo (in particolare è 
costante la corrente nei circuiti) c sono in quiete nel sistema di riferimento 
scelto per descrivere il fenomeno. 

Consideriamo un primo classico esempio schematizzalo in figura, in cui 
un conduttore filiforme rigido sia piegato ad U, con irami paralleli a disianza/. 
Sulla U è disposta una sbarra conduttrice A Cche chiude 11 circuito e forma 
un rettangolo il cui piano è perpendicolare alla direzione di B, uniforme e 
costante, in cui il circuito è immerso. La sbarra A C scorie parallelamente a 
se stessa, con velocità v, garantendo nei punti A e C il contatto elettrico 
(contatto strisciante). Le cariche mobili nella sbarra conduttrice /fCsono 
trascinate con velocità v perpendicolare alle linee di forza di B e subiscono 
vn&forzt^dì Lorentz diretta lungo ^Cche corrisponde ad un campo elettro- 
motore E=FJq = v x B. Nel circuito appare dunque una f.e.m. 



Edl=vBi, 
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Rurso tagliai !> 



Tale f.e.m. è la stessa che ai ricava applicando la (VII.]]: 

(vedere gli esercizi VII.], 2, 3). ; F'^t^.c - 

r Generalizziamo le considerazioni precedenti, prendendo in esame un 
circuito rìgido di forma qualsiasi, immerso in un campo B costante nel 
tempo. Supponiamo che il circuito si muova ed indichiamo con v la velocità 
con cui si muove il suo generico elemento di. 

Consideriamo due istanti successivi t; e tj= I, + di. L'elemento dì si 
sposta del tratto elementare ds — vdi; e ciò facendo spazza un'areola ele- 
mentare d$ = di x rfs= dì x vrf(. Nel suo complesso il circuito orientato / 
passa dalla posizione iniziale AC alla posizione finale A'C, c per conse- 
guenza il flusso con essa concatenato varia dal valore iniziale $, ni valore 
finale O,. Se 2 è la superficie orientata attraverso cui è calcolato E' la 
superficie attraverso cui c calcolato <t; e d~£, la superfìcie totale spazzata dal 
circuito nell'intervallo di tempo di (mantello esterno dei cilindroide sche- 
matizzato in figura), nel loro insieme^ queste costituiscono una superficie 
chiusa: e dunque il flusso totale di B uscente da esso deve essere nullo 
(osserviamo che affinché ciò accada è necessario, come noi stiamo qui ipo- 
tizzando, che B sia costante nel tempo: infatti le superaci S e E' sono 
appoggiate al circuito in due istanti diversi). Avremo dunque: 



0 



dove è il flusso dì B uscente da dL. Il segno meno davanti a <t, deriva 
dal fatto che <t, rappresenta un flusso entrante nella superficie chiusa 
(tenendo conto del verso scelta come positiva lungo la linea / del circuito; 
vedi figura), mentre la precedente relazione deve impone che sia nulla la 
somma iti flussi uscenti da tale superficie. Detta <P, la variazione 

che i] flusso concatenato col circuito subisce nell'intervallo di tempo di, 
dalla precetlenlo relazione traiamo 



ryn.4] 



Il flusso* J2 attraverso la superficie dZ spazzata dal circuito è detto /lussa 
tagliato ; dunque la [VI1.4J ci dice che .se il campo è costante nel tempo, la va- 
riazione del flusso concatenato col c'acuita è pari in modulo al flusso tagliata 
dal circuito stesso. Osserviamo che qualora B sia uniforme c il circuito sia 
dotato di moto puramente traslatorio, allora*/ = e il flusso tagliato è nullo, 
Calcoliamo ora tale flusso tagliato, nel caso generale, jn funzione della 
geometria del ciicnito, della velocità v del suo elemento di, e del campo B. 
Abbiamo: 



= — * JB = — t B-dS= - &B {d1x vdi) 

= - di fytf X B) ■ dì 



rvn.5] 



ryn.6) 



Campi elettrici e magnetici variabili nel tempo. Tersa e quarta equazione iti Afaxweti complete 119 



Il segno meno nella [VII.5] discende dal fatto che l'elemento di superficie 
dS=>dJ x às '= di xvdt è orientato verso l'esterno della superficie d% 
(come risulta evidente dalla figura), e nella [YII.4] rappresenta proprio 
il flusso uscente dalla superfìcie di slessa. Nel calcolo _della [VII. 5] abbia- 
mo inoltre tenuto conto della identità vettoriale £■ {É x (e x 5) ■ £. 

Per confronto fra la [VU.6] e la [VII.]], lenendo conto della definizione 
[V11.2], vediamo dungue che "e! «ho. di un circuito rigido in moto in un 
campo di induzione 5 costante nel tempo {caso di pura .flusso tagliato) sulle 
cariche all'interno del circuito agisce il campo eleltromotore indotto 

£, = ? * S [VII.71 

In questo caso, l'interpretazione fìsica del fenomeno dell'induzione 
elettromagnetica è dungue assai semplice, alla luce di conoscenze che già 
abbiamo: le cariche presenti internamente al conduttore, costrette dal moto 
del circuito a muoversi nel campo B, sono sottoposte alla forza di Lorena 

Se il campo B è unifórme, c il moto del circuito t traslatorio, allora il 
flusso totale fagliato è nullo (flusso iniziale uguale a flusso finale); la [V11.6J 
diviene: 

0 = --^"= |(vx*)- <« = j (v xB) -dh £(v x fi) ■ di 

Se invece il campo di induzione B non è uniforme, allora esso ha sul tratto 
AB valor» mediamente diverso rispetto al tratto BA; la circuitazione della 
[VI1.7J è diversa da zero, e si manifesta una forza elettromotrice. Lo stesso 
accade se- il moto del circuito non È traslatorio, perché la velocità del cir- 
cuito rispetto al campo é mediamente diversa nel tratto AB rispetto al 
tratto SA. 

Va osservato che nella [VII.7] la velocità ir' non è la velocità dì deriva Vj 
degli e-jettronj, ina una velocità imposta ai circuito dall'esterno in direzione 
Centralmente diversa rispetto alla direzione evnxculita per vV Questo è il 
motivo per cui, nonostante la l'orza di Lorerttz compia in generale lavoro 
nullo, la d[i:u Magione della [Vll.7] può essere diverga i.Ih /£ro: il lavoro dis- 
sipato dalla corrente circolante nel circuito è compiuto dalla forza esterna 
che mantiene v aitante (o nel caso di assenza di forza csLcrmi, il circuito 
rallenla e il lavoio c compiuto a spese della sua energia cinetica), c la forza 
di Lorentz funge solo dn kainite. 

Osserviamo, infine, che benché ci siamo riferiti esplicitamente al caso 
di un circuito rigido, tutte le considerazioni fisiche c matematiche da noi 

fatte sono indipendenti da questa ipotesi: la [YII.6] vale del tutto in gene- La [VTI.6] vale anche nel caso 
ralc, anche quando il circuito modifichi la sua .forma durante il suo molo, di flusso ugUaio-da un ciraiiiu 
purché esso si muova in un campo fi costante nei tempo, cosicché la varia- nùn "Sido 
zione del flusso concatenato con esso sia dovuta al solo flusso tagliato dagli j 
elementi dì del circuito nel loro moto entro il campo fi, | 




VI 1.2. 2 Variazione del (lusso concatenalo tìovrctn al moto delle sorgenti 
del campo B 

Consideriamo ora un circuito rigido C in quiete nel sistema di riferi- 
mento inerziale Oxyz da noi scelto per descrivere il fenomeno: it flusso di 
B concatenato col circuito può dunque variare solo per conseguenza di una 
variazione nel tempo del campo B in cui 11 circuito è immerso. La variabi- 
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lità nel tempo di B può essere per sua parte dovuta o ai ratto che variano 
nel tempo le caratteristiche delle sorgenti, o al fatto che queste si muovono 
rispetto al drenilo (o ad entrambe le cose). 

Supponiamo che le caratteristiche delle sorgenti siano costanti nel 
tempo (sorgenti stazionarie), e che esse si muovano rispetto al circuito (e 
dunque rispetto al sistema di riferimento Oxyz). Per semplicità, comin- 
ciamo col considerare il caso in cui tali sorgenti siano rappresentate da un 
unico circuito S alimentalo con corrente continua, e che il sue moto sia un 
moto di pura traslazione con velocità costante v. Se consideriamo un siste- 
ma dì riferimento OWy? solidale con la sorgente del campo, anche questo 
è un sistema dì riferimento inerziale. In tale riferimento, le sorgenti £ del 
campo sono stazionarie e in quiete, e dunque il campo B' è costante; men- 
tre si muove, con velocità -v, il circuito C. Osserviamo che poiché i due 
riferimenti mutui in moto relativo, per quanln visto nei .par. V.7 il .campo fi' 
che si osserva in OV/z 1 non coincide con il campo S che si osserva Ln 
Oxyz (benché B e B' si .distillino assai poco Ira di loro finché v/c « 1). 

Nel sistema OY/z 1 solidale con la sorgenti;, ci troviamo dunque ntllu 
stesse condizioni discusse nel par. VIT.2.I, e il campo elettromotore E', è 
identificabile con la forza di Lorentz per unità di carica t'Ilq; 

É; = -|- = v*' x B 1 = - v x B' 

dove v' = — v è la velocità con cui si muove il circuito C nel sistema 
O'yfy'z 1 (cioè rispetto al circuito sorgente S). Nel sistema Oxyz, in cui il 
circuito è fermo e tali sono in media anche le cariche in esso contenute, 
non si ha invece alcun effetto dovuta alla forza di Lorentz; tuttavia, come 
abbiamo discusso nel par. V.7, imponendo la covarianza relativistica delle 
leggi dell'elettromagnetismo, si riscontra che il moto delle, sorgenti del 
campo magnetico provoca l'insorgenza di^un cantpo elettrico E< che esercita 
sulle cariche q del circuito una forza F t =qEi equivalente alla forza di 
Lorentz F!= qf x B' (trasformata da Oxyz a O'x'y'z' secondo le leggi di 
trasforniazione r^jativistica delle forze). In particolare, se v « e, allora 
F( = F, e H' = B. e si ha semplicemente: 

£j= fxJ's-fxJ'^-vxi 

Dunque anche in questo caso l'induzione elettromagnetica (legge di Faraday- 
Neumann) è riconducibile a fenomeni già noti, essendo ricavabile dalla con- 
dizione di covarianza relativistica delle leggi dell'elettromagnetismo relative 
a sorgenti stazionarie (includendo fra tali leggi anche la forza di Lorentz). 

Benché noi ci siamo riferiti, nei ragionamenti fin qui fatti, al caso in 
cui il campo B sia generato da una unica sorgente in molo traslatorio, in 
virtù della additività del campo, il ragionamento è immediatamente estendi- 
bile al caso dì più sorgenti; e usando l'artificio di suddividere ogni circuito 
sorgente (e ogni eventuale sorgente di altra natura) in costituenti elemen- 
tari, anche al caso in cui la sorgente sia soggetta a un moto qualunque 
(incluso ti caso in cui la sua forma sia variabile nel tempo). 

La discussione che qui abbiamo fatto del fenomeno dell'induzione 
generato da sorgenti in movimento ci mostra che il campo elettromotore 
indotto si manifesta localmente come un campo elettrico: poiché il campo 
elettromotore ha circuitazione non nulla, resta cosi confermata l'osserva- 
zione, da noi già fatta a commento Clelia [V1I.2I, che // campo elettrico in 
condizioni non stazionarie non à conservativo 



Variazione del {lusso concate- 
nalo: sorgenti in moto 



Campi elettri/:! e magnetici variabili nd tempo. Terza e quatta equazione di Maxv/rll 281 

VU.2.J Ifirriaiiane del Busso concatenato Ssi'uìs » variazione delle corrente 
di aliaiaiiteioEe de) arcuiti sorgeste 

In questo Caso il circuito sorgente Se il circuito Cnon sono soggetti ad Variazione del flusso coneate- 
alcuri moto relativo, e dunque il fenomeno della induzione eiettromagne- nato: sorgenti noo stazionarie 
lica che sperimentalmente si rileva non può essere" ricondotto alla forza di 
Lorentz. Possiamo dunque dire che mentre nei due casi precedenti il feno- 
meno dell'induzione elettromagnetica era riconducibile a fenomeni già trat- 
tati nei precedenti capìtoli, in questo caso esso costituisce un fenomeno 
nuovo. Tuttavia si tratta di un fenomeno che dovevamo attenderci io base a 
quanto abbiamo ffn qui discusso. Infatti ciò che ir» questo caso la non sta- 
zionarietà della sorgente produce localmente, in ogni punto del circuito C, 
è un campo B variabile nel tempo: rea localmente, in ogni punto del cir- 
cuiti) C, anche il moto della sorgente ,S (cuso discusso ne) par. Vll.2.2) 
viene avvertilo semplicemente attraverso una variabilità nel tempo del 
campo if; e non possiamo aspettarci che in un caso si .abbia come elSctto 
un campo elettromotore indotto e nell'altro no. 

In effetti, vedremo nel prossimo paragrafò che la traduzione in termini 
locali della legge di Farad ay-Ncumann, col vincolo della covarianza relativi- 
stica, ci porterà a una rifòrmulazione della terza equazione di Maxwell |I.83| 
adatta anche al caso noo stazionario; equazione che sarà caratterizzata dalle 
seguenti proprietà: 

a) Essa si ridurrà alla espressione ricavata per il caso stazionario (eq. 11.83}) 
nel caso che le sorgenti siano stazionarie. 

b) Nel caso di sorgenti non stazionarie, essa darà ragione del fenomeno 
della induzione elettromagnetica, cioè della legge di Faraday-Nemnann. 

c) Nel caso in cui il circuito e le sorgenti siano dotate di moto relativo, giu- 
stificherà l'insorgenza della forza di Lorent?- 

Va osservalo die, storicamente, e Stato proprio al fine di conseguire 
questo obiettivo di coerenza teorica che Einstein è slato portato a formu- 
lare la sua teuria della relatività ristretta, assumendo la matrice di I/trcnlz 
come legge di trasformazione relativistica dello spazio-tempo. 



VÌJ.3. Forma locale delia Segge tìi Faraelav-Newiaa.T«t 
esf espressione delia terza equazione tSi Maxweìl 
nel caso noti-stazionario 

La forma locale della legge di Faraday-Neumann (cioè la sua espres- Forma locale della legge di Fa- 
sione in termini del valore che il campo elettromagnetico assume punto per raday-Neutnann 
punto nello spazio, anziché in termini di integrali dei campi stessi come 
nella [VILI]) può essere ricavata assai semplicemente usando relazioni 
matematiche da noi già introdotte in precedenza. 

Cominciamo col considerare il caso di un circuito in quiete: in partico- 
lare la sua forma, peraltro arbitraria, sarà dunque costante nel tempo. La 
variazione del flusso di B sarà pertanto dovuta solo alla variabilità nel 
tempo del campo di induzione B in cui il circuito è immerso. Tenuto conto 
di ciò, nella [VILI] (scritta tenendo conto della [\Tl.2] e della [ViL3]) la 
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-cl^'vi^, r(r :,'^i. Jh^j-b t,„ e - ifWla- ifc ìs.^tì I" SvPtth'lt. vf-i;-.-*,^ 

' derivata temporale può essere periata sotto il segno di integrale divenendo 
ima" derivata parziale di B rispetto al tempo: 



./ 



rmsj 



Applicando il teorema del rotore al primo membro di questa equazione 



essa diviene 




(vn.9] 



Poichc questa relazione vale qualunque sia la torma del circuito (e 
dunque qualunque sin la superficie dì integrtizìone S) la sua validità implica 
l'uguaglianza degli integrandi; dunque: 



7x1 
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[V1I.10J 



Alla (VII. 10], da noi ricavata analizzando un circuito fermo nel sistema di 
riferimento Oxyz scelto per descrivere il fenomeno (e dunque in partico- 
lare di forma immutabile), si perviene anche considerando un circuito non 
rigido in moto qualunque. In questo caso, in luogo della [V1I.8] avremo: 



hÈ r dì \-\\B(t+df)-<tS-\B(t)-dS 

T et L>mt+Jt) >sm 



rvn.ii] 



La forza elettromotrice indotta è pari alla circuitazione del campo E, 
definito operativamente come la fòrza per unità di carica agente localmente 
entro il circuito in movimento; igeate : Js ..variazione efemejijare.rlt. flusso 
(cioè lajiyaiilÉlà fra pareulcisi quadra al secondo membro) è pari olla diffe- 
renza tra il (lusso del campo B{t + di) all'istante (t + di) attraverso la 'super- 
fìcie £((+- di) ebe sì appoggia sul circuito all'istante (1+ di), e il flusso di 
B(l) attraverso la superficie S(!) all'istante /. Sviluppando &1 firimrj "OToTìie 
B(t+dt): 

il secondo membro della (VILI]] diviene: - - it 

= --T-\\B(t)-dS-\ B{l) dS - \ ^--dS 
di fJiiH-*) >stt> J >Sfnn ds 



[VII. 12] 



Dei due termini al secondo membro dì questa relazione, quello fra paren- 
tesi quadra rappresenta la variazione' del flusso di B(i) (considerato come 
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costante al valore che esso aveva all'istante t) dovuta solo ai moto del cir- 
cuito. Pertanto, tenuto conto della [VH.5], si ha: 

-ite? -A- ¥* È) - d < r™ 131 

Mentre il secondo termine al secondo membro della [VII. 12], al limite per 
dt -* 0, diviene: 



W<*> ot Ivw ai 



(VI1.141 



e rappresenta la variazione di flusso - a posizione costante del circuito - 
dovuta alla sola variaziono nel tempo di B. Sostituendo la [VII. 13] e fa 
[VIL1+] nella [VILI 2], cioè nel secondo membro della [VII. Il], quest'ultima 
diviene: 

(|><È ( -v x B)- dì = - <£ s 



dB_ 
Js 67 



(VIL15] 



Osserviamo ora che uno sperimentatore posto in quiete nel sistema ili riffe- 
rimerito Oxyz gsservera^su una carica q in moto eoa velocità v, una forza 
F= q(E+ vx B) (dove £ e B rappresentano rispettivamente il campo elet- 
trico e il campo di induzione magnetica agenti mOxyz); mentre per la 
definizione stessa di % deve essere anche F= qE s , Dall'uguaglianza 



segui; che Ej-- vx.B=E; per cui la[VB.15J si riduce anche In questo caso 
(circuito in movimento) alla [VÙ.8J. Pertanto la 1VU.9], e la sua torma locale 
[YU.10] die qui riscriviamo per comoditi, hanno validità del tutto generali; 
poiché ad essa si giunge sin analizzando un circuito in quiete che un cir- 
cuito in movimento: 



Vx£- 



dt 



[Vll.iOJ 



È questa l'espressione generale assunta dalla lena equazione Ài Mavwcll nel 
ora non stazionario. In realtà la validità della [VI1.I0I si estende anche al 
caso in cui non vi siano circuiti: neilo spazio vuoto o con dielettrici o con- 
duttori, se il campo magnetico cambia ne! tempo allora è presente un 
campo elettrico non conservativo. 



0 



Teiia equazione ili MhilwcII 
ne' caso generale (non stazio- 
nario) 

rmè = -òB/<Si 



VTI.4. La quarta esiuazìofle dì Mastwefì nel case non stazionario 

Nel paragrafo precedente abbiamo visto che nel caso non stazionario 
- cioè nel caso in cui il campo elettromagnetico sia variabile nel tempo - la 
terza equazione di Maxwell assume forma diversa rispetto al caso stazionario. 
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Ciò deriva dal fatto che mentre ne! caso stazionario il campo elettrico è 
conservativo (e perciò vale la relazione V x E= 0), nel caso non staasìna- 
riOj^a. .causa^dgl Jegomeno jfeJlUniuaon e_ ^ettrgraagn etica, jljamgLélét- 
trico ha circuitazi one n g ii nulla: al secondo membro ~3ella terza equazione 
di Màxwéll cosnpaw alloraìl' termine (—35/3/), che rappresenta la «sor- 
gente» della non-irrotazionab'ta del campo E. 

Prima di proseguire, nei prossimi paragrafi, con approfondimenti e svi- 
luppi relativi al fenomeno della induzione elettromagnetica, discutiamo qui 
quali modifiche subiscano, nel caso non stazionario, le altre equazioni di 
Maxwell. Ci riferiremo esplicitamente al caso del vuoto, partendo dalie 
equazioni relative al caso stazionario che abbiamo richiamato all'inizio dì 
questo capitolo. Le conclusioni a cui arriveremo sono tuttavia aprii' tarlili, 
mediante semplice sostituzione di e e u al posto di c„ e u,, anche al caso di 
materiali omogenei ed isotropi per i quali e. e u siano costanti. 

Risulta fJgnm^La^enlc che la prima c la seconda equazione di 
Maiwcll mant engono nèT^CAsó non stazionario la stessa espressione che 
esse hanno net caso stazionario. Naturalmente, meri ire nel caso funzionario 
la derisila di carica p che compare al secondo membro della prima equa- 
zione è costante nel tempo, nel caso non stazionario essa in generale 
dipende esp liei Lumen le dal tempo oltre che dalle coordinate spaziali: 

I) V 'É^ p<x,y,z,t)h» [VTLlé.a] 

io v -*=o [vu.ie.b] 

Dal punto di vista macroscopico «non-locale», per conseguenza della 
seconda di queste equazioni continua ad essere vero che il (lusso di B 
uscente, in ogni particolare istante, da una superficie chiusa è nullo: pro- 
prietà che del resto abbiamo già utilizzato nelle elaborazioni della legge di 
Faraday-Neumann che abbiamo sviluppalo nel precedente paragrafo. Quanto 
alle conseguenze fisiche della [Vll.16.al, integrando tale equazione sul 
volume finito t racchiuso entro una superficie chiusa S arbitraria e fìssa, e 
applicando 11 teorema della divergenza, si trova immediatamente che la 
forma integrale P.2ÌJ del teorema di Gauss continua a valere anche in con- 
/ dizioni non stazionarie. Ciò può sorprendere, perché in queste condizioni la > 
/ [1.22] collega fra di loro due grandezze variabili calcolate allo stesso istante ; 
/ iti posizioni diverse (te carica C ln '(0 internamente alla superficie e il flusso ■ 
<fr{£(f)) sutla superfìcie) mentre nessun Icnomenu listai puh propagarsi I 
istantaneamente. Tuttavia va osservato che in virtù della conservazione j. 
\ della carica, se Q' at varia ciò può essere dovuto solo a cariche .che attraver- > 
\ sano S; e ciò riconduce la conscguente variazione di $ a un fenomeno/ 
sosianmìmejue locale. 

Tornando a tali equazioni, ci si può rendere conto immediatamente del 
fatto che l'estensione al caso non stazionario della quarta di esse (eq. 
[V.34], V x B- nJ) non può essere ottenuta, così come abbiamo fatto per 
le {VII. 16], introducendo semplicemente la dipendenza dal tempo nelle 
grandezze che in tale equazione compaiono. Applichiamo infatti l'operatore 
divergenza alla [V.341: 

Poiché la divergenza del rotore di un qualunque vettore è identicamente 
nulla, il primo membro di questa equazione è nullo; da cui distende che 
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affinché la [V.34] sia valida è necessario che sia V ■ 0, cioè che sia nulla 
ovunque la divergenza della densità di corrente/ D'altro canto, dalla equa- 
zione di continuità (IV. 12] discende che: 



3( 



da cui si vede che V j—0 solo se 9p/9/ = 0, cioè se la densità di carica p é 
ovunque costante nel tempo; che è come dire solo nel caso stazionario. E 
dunque anche la validità della [V.34] e limitata ai salo caso stazionario, 
come del resto avevamo anticipato nel par. V.4 commentando la [V.34]. La 
inadeguatezza della [V.34] a descrivere correttamente il caso non stagiona-, 
rio risulta ovidonle in termini più immediatamente lìbici analizzando la 
farma integrale della [V.Ì4] (cioè il teorema della circuitazione di Ampere) 
ne) caso di un circuito KC, cioi costituito da un condensatore Ce da una 
resistenza K disposti in serie. Sia F(ù la corrente che circola nulla resistenza 
(e negli altri elementi conduttori di j.til legamento presenti nel circuito) 
all'istante t. Come abbiamo visto nei paragrafi IV.2 e IV. 15, tale corrente è 
alimentata dalle cariche inizialmente presenti sulle armature del condensa- 
tore, che per semplicità supponiamo essere un condensatore piano; mentre 
nello spazio compreso fra le due armature non vi è alcun movimento dì 
cariche {e dunque fra le armature è j—ff). Consideriamo una linea chiusa / 
concatenata col circuito. Secondo il teorema deila circuitazione da noi 
enunciato nel caso stazionario, la circuitazione dì E calcolata lungo / deve 
essere pari a (j, moltiplicato per le correnti l concatenate con /, cioè pari al 
flusso di uj calcolalo su una superficie E che abbia f come contomo. Nel 
caso non stazionario che stiamo ora considerando, questo enunciato pre- 
senta una evidente difficoltà. Consideriamo infatti due superici H l e E 2 
aventi •( come contorno: E, è attraversata dal filo conduttore; mentre S !f 
passando nello spazio interposto fra le due armature, non è attraversata da 
alcuna corrente. E allora evidente che la corrente concaienala con I è pari a 
/(/) se la si calcola su Si, mentre è nulla se la si calcola su Sj; e dò mette 
in difficoltà l'enunciato del teorema della circuitazione. 

Precise indicazioni su come il teorema della circuii anione (ovvero b 
sua espressione locale rappresentala dalla quarta equazione di Maxwell) 
possa essere reso adeguato al caso non stazionario ci vengono da un esame 
delia espressione delia equazione di continuità [IV.] 2]: 



T 



Sostituendo al posto di p la sua espressione in funzione di E quale ci è Tor- 
nita dalla prima equazione di Maxwell [Vll.ló.a), si ha: 



V-y+e,, — (V.g) = 0 



ovvero, invertendo l'ordine di derivazione come consentito dal teorema di 
Schwartz: 



V - j + e, 7 
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Correrne di spostamento 



da cui 



Quarta equazione dì Maxwell 
ne] caso non stazionario nel 
vuoto 



La [VILI 7] ci mostra che il vettore 



[yn.n] 



gode delle seguenti proprietà: 



a) esso si riduce alla densità di corrente j nel caso stazionario 

(quando è -r— — 0) 

w 

b) esso ha in ogni caso divergenza nulla 

Pertanto, esso rappresenta un buon candidato ad essere soslìluilo al 
posto di 7 al secondo membro della IV. 16] nel caso generale. Questa ipo- 
lesi, avanzata per la prima volta da Maxwell, è confermata dalla puntuale 
verifica sperimentale delle conseguenze dirette e indirette che possono 
essere dedotte dalia teoria cosi formulata: in particolare da tutta la fenome- 
nologia relativa alle onde elettromagneti die di cui ci occuperemo in altri 
capitoti. 

ÒE 

La quantità t t -r— viene detta densità di corrente di spostamento; e il 
or 

suo flusso attraverso una qualunque superficie S 



3£ 



dS 



viene dello corrente di spostamento attraverso tale superficie. La densità di 
correote di spostaroento_va aggiunta nel caso non stazionario alla densità di 
corrente di conduzione J, ottenendo così una densità di corrente totale gene- 
ralizzata 



òE 
dt 



la cui divergenza è sempre nulla. La quarta equazione di Maxwell nel caso 
non stazionario verrà pertanto scrìtta nella fórma: 



V x B - u„ c„ ~j 



[VII. IH] 



Vale la pena fare le seguenti osservazioni: 

a) Nel caso non stazionario, la corrente di conduzione entrante (o 
uscente) a un certo istante attraverso una superfìcie chiusa E qualunque 

Prima legge di Kirchhoff nel non è in generale nulla; ma è nulla la corrente totale generalizzata (quella 
caso non stazionario di conduzione più quella di spostamento) attraverso E. La prima legge di 

Kirchhoff dei nodi, eq, [IV.17], è dunque immediatamente estendibile in 
termini esatti al caso non stazionario pur dì considerare, accanto alla cor- 
rente di conduzione, anche quella di spostamento. 

b) Calcolando, su una superficie qualunque S non chiusa, il flusso di 
entrambi I membri della [VII.1B] e applicando al primo membro il teorema 
di Stokes del rotore, si trova, immediatamente che il teorema della circuita- 
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zione di Ampere vale istante per istante anche in condizioni non staziona- 
rie, pur dì considerare accanto alle correnti di conduzione anche la corrente 
di spostamento. 

Tuttavia in condizioni non stazionarie l'utilità pratica del teorema della 
circuitazione (cioè della forma integrale non locale della [VII. 18]) al fine del 
calcolo dei campi, è limitata ai casi in cui esso valga istante per istante an- 
che trascurando la corrente di spostamento. Ciò accade quando le dimensioni 
geometriche del sistema in esame sono tali che il tempo impiegato dai segnali 
elettromagnetici per attraversarlo sia molto piccolo rispetto al tempo che 
caratterizza le variazioni di p e j: cioè, secondò la definizione da noi data 
nel par. JV.15, quando ci si trovi in condizioni quasi stazionarie (dette anche 
condizioni di sorgenti leniti/nenie variabili). 

Nel prosieguo di questo capitolo, in cui con (inaeremo a discutere feno- 
meni connessi con l'induzione elettromagnetica (e dunque fenomeni non 
stazionari), dovunque parleremo di una corrente elettrica sotiinienderemn di 
considerare una cumnt? lutate generalizzata, cioè la somma dulia corrente di 
conduzione a di quella di spostamento. Inoltre, quando applicheremo U 
teorema della circuitazione sottintenderemo di trovarci in condizioni quasi 
stazionarie. Tuttavia, tutte le conclusioni di carattere locale cui perverremo 
(cioè tutte le relazioni tra grandezze calcolate istante per istante nello 
stesso punto, comé ad esempio accade per le equazioni di Maxwell) avran- 
no validità generale, non subordinata cioè all'ipotesi di quasi-stazionarietà. 



Cnndi /i [ in i q u>i si-s [ ti /i onune 



Esempio 

In Wr (Ircftito R C titfiue di stòrica, supplendo che'JI con&nsàtóre C sìa un 
_ condensatore plano, calcolare la densità della "corrente di spostamento pre~ 
' .= i t Mefite fra le armatura e verificare che II swtjlussù è In-ognl istante pari alia 
! Corrente che passa nella, .resisterla. JL. . : . . 

; 'SesPiuioiqiwnlo visto nell'esempio EiV.U,: all'istante t la carica Q presente 
sulle- andature; e hi corrente-/ circolari :nefl^resi>tòn2ar valgono rispettivamente 

'; jU\. .': ■ ' /- «vflòv-'T' > ■ 

R'^w"icanto;i il' rampo "E presente fra fe: armature- i -Wrmjghitlb , ad ta&e ed ha 
ill'isratite ^modulo- E ebet per il IÌWeMìi,- U^teulttab :[IÌ5] vaio: 

: ; i - ■ ■ ^-";"v-^r?V:: 
dove- S t 'la siipetficie dell* armature é 0= (Jtó.ladmsìtà d) csrica tuperficiaie pre- 
ssrttfìsujti '(jrmatore all'istante - t. ■■ : . 

1 r-J^ densità dì corrente di spostaménto presente fra le: armature vale dunque: 



òp. a, a , l 



SRC 



JI ; 19UssQ di tale densità di corrente si ottiene semplicemente, nelle ipolesi scelle per 
l'esempio, moltiplicando per Ip superficie S Selle .armature. Sì ottiene 

fcJSiij : è; ifèr- j'àppiìnto nari alla corrente di {^fazióni; "f= .■= ~ ■ 



A. 
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Equazioni di Maxwell nel 
vuote 



Equazioni di MaxweH in un 
mezm omogeneo «I isolropo 



A conciti sione di quanto discusso in questo paragrafo, possiamo oca 
fornire la espressione che le equazioni di Maxwell assumono nei vuoto nel 
caso generale (non stazionario): 



I) V.£= p/e, 
111) V x É = 



3fl 



li) V ■ B = 0 

IV) Vxfl=pJ+ Eoli „-|^- 



(VI). 19] 



Come già osservato in precedenza, tali equazioni sono immediatamente 
estendibili al caso di mezzi omogenei ed isotropi semplicemente sostituendo 
t e [i al posto di £„ e u„; ovvero, introducendo i vettori D = cÉqff= 5/u: 



a* 



V-B-0 



rvii.20] 



Nel caso generale le [Vtl.JO] vanno completate con lo relazioni strutturali: 
6 = e„£+ P 



VII. 5. Il fenomeno dell'auto induzione e coefficiente 
di autoinduzione 



Condizioni quasi stazionane 



Forza 
dotta 



elettromotrice auloin- 



ti 1 J"-*-~' 



Coefficiente di autoinduzione 
o induttanza 



Consideriamo un qualunque circuito elettrico in condizioni quasi stazio- 
narie; sia /(/) b corrente che circola nel circuito all'istante t. Tale corrente 
genera, nello spazio circostante, un campo di induzione magnetica B(t) il 
cui flusso 3>(B) concatenato col circuito stesso ù in generale diverso da zero. 
Se la corrente 7(i) varia nel tempo, varia parimenti i(f) e dunque anche 
4>(fl): si genera pertanto nel circuito, per la leggo di Faraday-Neumarm,' 
una forza elettromotrice detta forza elettromotrice autoindotta; H fenomeno 
nel suo complesso è detto fenomeno dell'autoinduzione. 

Ci proponiamo in questo paragrafo dì trattare il fenomeno dell'autoin- 
duzione in termini quantitativi. Limiteremo la nostra attenzione al baso dì 
materiali omogenei ed isotropi per i quali sia u costante (indipendente da 
£, e dunque anche da /(()), 

Cominciamo con l'osservane ché^in virtù della prima formula di Laplace 
[V.19J, in ogni punto dello spazio circostante il circuito, il campo B(i) è pro- 
porzionale alla corrente /(i); e poiché il flusso elementare c/^iattraverso 
ogni elemento di superfìcie dS è proporzionale a B(t) (tt<t&=B(f) ■ dS), il 
flusso concatenato col circuito risulta esso stesso proporzionale a /{(): 



= LI 



[V1I.21] 



Ribadiamo che affinché valga la relazione di proporzionalità {V11.21] è 
necessario che sia valida l'approssimazione di quasi stazionarietà, il che 
implica che la corrente abbia lo stesso valore lungo tutto il circuito. Il coef- 
ficiente dì proporzionalità L definito dalla [VI1.2I] è detto coefficiente di 
autoinduzione del circuito in esame o induttanza del circuito stesso. Il suo 
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valor* 4 tleterminato unicamente dalla geometrìa del circuito e dal mate- 
riale circostante. Nel sistema SI esso si misura in 



Weber Volt - sec „, 

■ = Ohm ■ sec : 



Ampere Ampere 

tale unità di misura è detta anche H e,u 7< (jenry-@ìim sec 

H = fl ■ s 



Esempi 

£iMK4> Xmislderiamo uti solenoide, costituito da un' avvolgjmento regolare e motto 
: :}■"• fiati di fìlu 'conduttore su . un supporto tubolare di spessore trascurabile e di 
lunghezza I molto ninnile rispetto al -raglio R del luto. Se N i ' il numero 
- r < ... ' tuiatè dì spire, che formano, l'avvolgimento, g l se 1 ìuternutnente di tubo vi è. ti 
.,. :.'-„.'. yttoip. {ti urla), i-afcnlare il ixiejjiclemc di atttomtlKapne del mltrnoide. 

: : temè ■ ahWarfìó visto' héTTèseriiplò E.Y.T2'. e iQiiill^fwdrnpìo " Ji.VT.T, ir campo dt 
fóduìioiie Si predente trUÈWtartìente il .glenoide' ;i ttiTefto. aj&atacnk^ e uniforme 
ccf jl: siio modulo vale 

[| flusso di j5hv concatenato con cyi5Gunaj.j>ira sì ottiene in questo case sempli- 

stessa; e poiché LI soJe- 
circuito è pari a 



ceinenttj moltiplicando B b per l'area 5*f nTP delia spira 
noids è -formato da N spire il flusso 4(5^) concfllénitó^ct! 



d^ cui 



■■1**5 ■ 



ne n'^Nfi numero <ii spire ; per -unltè di lunghezza : : 

DlnijiM! il coefficiente di autsiiidttzionè S in fltfes(o (WD (clob per un circuiio 
4i(ju>^^upAeÌTWp!^^^ 

semìà tìi èsse,' e inversamente pjroparMonjto;alfa inn^jieziaf del solenoide. Ad esem- 
pio '.sii W = '1 0', "R » l em =' 0,0 1' m ; -7 4 10 .«il , i sì' 1 ria: ' ' ' 

" £ !2.« 1» • IO 8 • 3 4 ,'* 1 ,'a / - W - '«"Mi - 107.5 n-H 

........ t-r-. -. I m / 20 ■ 10 -m ■ ■ ■ 

lì codBcieoie di . autoinduzione vale in questo caso circa 200 mìllihenry. 



Coetticientè di autoinduzione 
di un solenoide nel vuoto 



Iiyil.5. ■ Calcolare il coefficiente di autoinduzione del solenoide di cui all'esempio 
. . ■. B.yiÌ.4 nell'ipotesi che al sito Interno s]l trovi, anziché il vuoto, un materiale 
omogeneo e isotropo con permeabiiuà magnetica relativa pari a \l t (tale 
^materiale viene detto nucleo del ; solenoide). 

Come abbiamo .discusso nell'esempio E.YI.2, il campo magnetico H presente 
internamente al solenoide è indipendente dal materiale con cui il solenoide i 
riempii j; mentre il campo dì induzione magnetica B in' presenza del materiale vale 

fctBn- {n parità, di corrente /) ■ • .. . ... 



Solenoide con nucleo 
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Solenoide loci nu ci ca fcr ro ma- 
gnatico. Sa il cielo di isteresi è 
stretto, si continua a portare di 
coefficiente di autoinduzione 
per campi abbastanza bassi 
purché il materiale si manten- 
ga nei il zona di linearità 



Sì Ita pertanto 9(B) — BNS-= \i r B„\S, cioè a parità di corrente il flussn di fl 
risulta Mr volte piti grande rispetto al cai» del vuoto; ancne il coefficiente di autoin- 
duzione L risulla dunque semplicemente moltiplicato per u, rispetto al caso dal 
vuoto: 



/ 



; P-oMv- 



i 



Se ad esempio u,= 3 IO 3 , LI coefficiente di autoinduzione risulta dell'ordine di 
600 H. Va osservato che un valore di u, con elevato implica che il materiale sia fer- 
romagnetico, [n questo caso, essendo \x r dipenderne da 8 e duaque da a rigore 
non si può più parlare di coefficiente di autoinduzione: #(£) non ì infatti propor- 
zionale a I. Si continua tuttavia u parlare dì coefficiente di autamitrmome fiuo a che 
8 è abbastanza piccolo perche ci si trovi nelia zona di linearità dei materiale, c (ino 
a che il ciclo di. isteresi c abbastanza stretto. 



J- ■*■*■■« i ; Quando un circuito opera in condizioni tali che possa essere eonside- 

Q ..in. tir',*!! v-^i- ^ iìs 1 ». rata valida la (VTI.21] (cioè quando si sia in presenza di materiali omogenei 
6-.E.! ito 2. ert isotropi a p uManle, e quando sia applicabile l'ipotesi dì quasi staziona- 
rietà) la forza elettromotrice autoindotta viene immediatamente espressa, 
tramile la [VIIJZ1] stessa, in termini della derivata temporale della corrente 
circolante nel circuito. Tenendo conto delta relazione di Faraday-Ncumann 
LV11.1] si ha: 



i'or/ji clettrornornL-c autoin- 
dnlla 



, _ _ dQ&L _ . AL 
f '~ d\ ~ L dt 



[VII.22J 



dove il pedice a applicato a $ e /sta ad indicare che si tratta dì flusso e, 
rispettivamente, di foia eteltmmolrice autninàntta. 

Consideriamo.^d_esejjirjjo_un circuito costituito da. una resistenza R 
chiusa su un generatore di forza elettromotrice / Supponiamo che il cir- 
cuito sta sede di ima corrente / variabile nel tempo: ciò può accadere 
perché / è variabile nel tempo if— /(/)), e/o perehé ci troviamo in regime 
iransitorio dopo che sul circuito è Stato compiuto qualche intervento dal- 
l'esterno (chiusura di nn interruttore; modifica dei valore della resistenza 
R; ecc.). Olite alla tona elettromotrice / del generatore aginr* ultimi - in 
virtù della variabilità nel tempo detlu corrente 1 circolante nel circuito - la 
forza elettromotrice autoindotta fVll.22]. I.'equazinne del circuito c dunque: 



fvn.23] 



Simbolo convenzionale per in- 
dicare una induttanza 



Se la geometria dei circuito è semplice, il termine f t = — L—— risulta 

ai 

trascurabile cella maggior parte dei casi. Ad esempio in un circuito di 
forma rettangolare con area S= I dm 1 ^ 10" ! m 1 , L è dell'ordine di IO"' H; 

f, = - L—r- rimane allora trascurabile rispetto a RI (supposto ad esempio 
dt 

che R sia dell'ordine delle centinaia di Q) a meno che la corrente non 
subisca variazioni percentualmente apprezzabili in tempi dell'ordine del 
nanosecondo, cioè di circa IO - * sec. 

Quando ci si trova in condizioni tali che D termine / a = - L àildt nella 
fVH.23] non «a ttaxanaWe rispetto agli altri (il che accade di norma se, ad 
esempio, nel circuito e inserito ini solenoide come quello visto nclrescm- 
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pio E.V11.4; ovvero, in un circuito di geometria semplice, se esso è sede dì 
correnti variabili mollo rapidamente), si usa indicare esplicitamente nello 
schema del circuito la presenza di un componente autoindultivo mediante 
il simbolo indicato nella figura a lato a pagina precediate. È interessante 
risolvere esplicitamente il circuito RL mostrato nella successiva figura, in 
cui è presente un generatore^! forza elettromotrice /costante, calcolando 
come varia nel tempo la corrente / a partire dall'istante iniziale in cui viene 
chiuso l'interruttore T. Sì tratta dì risolvere l'equazione [VII.23] con/= co- 
stante, a partire dalla condizione iniziale /(0) = 0, 
Sì ha dalla [VII.23]: 



Dividendo per R: 



R 



L T f 

con t = — ; /„ = -£■ 

Separando le variabili, la [VII.2+) diviene 
di di 



[YII.24] 



Integrando, si ha 



l-L 



ln{/-/„) = +cosi ] [,-. e 



-: costarne tempo del 



circuito RL 
M = M 



Passando dai logaritmi ai numeri e imponendo che 0 per X = 0, si ha 



") 



[Vn.251 



che rappresenta l'andamento cercato della corrente nel circuito RL a partire 
dall'istante dì chiusura su un generatore di forza elettromotrice costante. 
Graficamente tale andamento è mostrato nella figura, a lato: partendo da 
zero, la corrente si approssima via via che passa il tempo a) valore /„ — fìR 
che raggiungerebbe istantaneamente se l'induttanza del circuito fosse 
nulla; valore che è già raggiunta in ottima approssimazione non appena t 
diviene maggiore di alcune unità dì t. È evidente che in R ed L andranno 
inglobati tutti ì contributi che i vari componenti de) circuito (come ad 
esempio i fili elettrici di collegamento) portano rispettivamente alla resi- 
stenza e all'induttanza del circuito stesso. Osserviamo infine che la diffe- 
renza di potenziale presente ai capi dell'induttanza (f a — - L dlldt — R[— /, 
come discende dalla [VII.23]) è immediatamente calcolabUe a partire dalla 
[Vn.1.5].: cosa che può es33crc fatta sia derivando la [VIL2S1 rispetto al 



Andamento della corrente .do- 
po la chiusura in un circuito 
Lfi con / costante 

7 / 



-IH) 



2<r 3-c 
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1% 3t 




Extracorrenle di apertura 



tempo e moltiplicando per 
traendo / Si ottiene 



-L\ sia moltiplicando la [VIL25] per R e sot- 



/ 0 = -^=-/e-<^< 



fvrr,26] 



che ha l'andamento mostrato in figura. Il segno meno nella [VU.26} sta ad 
indicare che/, si oppone a/: per /= 0, /, = -/, e dunque/, annulla com- 
pletamente /(e infatti /= 0); per r -> <» (e in pratica non appena ( > 5t), 
/„ + 0 e dunque net circuito resta attiva la sola forza elettromotrice 
costante del generatore (! = J1R). 



Esempio 

E.VH.i, Analinlamo varia lei corrente nel circuita RL considerato geH'eiésipio 
preteifcaitt, se. a partire ila un iiiàiite ut cui I = ?„ -f/R (istante che ansu- 
meremo citine' i ± 0), Viene aperta • l'interruttore T. - 

Si potrebbe pensare i&si itoti l'apertura dell'i nterrultorc, divenendo infinita la 
resistenza elettrica del circuito; la corrente divenga istantaneamente nulla. Tuttavia 
se ciò accadesse la fona elettromotrice nulo! ridotta ai capi dell'indù lianza diver- 
rebbe infinita, e ciò non" è fisicamente possibile. Ciò che accade in realtà è che 
subito dopo l'apertura .dell 'interruttore, la forza elettromotrice auloiridotta ai capì 
dell'induttanza aumenta bruscamente arrivando, in certi casi, a far scoccare una 
scintilla ai capi dell'interruttore (extracorrente il apertura). La resistenza del cir- 
cuito passa cosi bruscamente dal valore R a un valore R' molto maggiore di Jt, ma 
diverso da infinito. In realtà la resistenza R' » R non è costante nel tempo, 
poiché ossa cambia via via che cambia la corrente residua circolante nel circuito do- 
po l'apertura dell'interruttore: R' tende a infinito via via che I tende » zero. Tutta- 
via la soluzione dell'equazione del circuito può essere eseguita fàcilmente solo sup- 
ponendo che Jt' sia eostante nel tempo. L'equazione del circuito diviene in tal caso 

: '.-.=■ . ; , 



L di 



■ - ; . r: di ■ - ■■ ■ 

Risolvendo con. la condizione iniziale che p$r f = 0 sia 1- 
immcdlatorfionle 

La córrente decade esponenzialmente, con eostante tempo molto breve -r' - LfR' 
(t 1 « t, poiché; R' » lì), tino ad annullarsi completamente. 



« .. [V11.27) 



L'equazione [VI1.23], che abbiamo risolto esplicitamente in questo 
paragrafo nell'ipotesi che la fòrza elettromotrice /fosse costante, vale anche 
quando / sia variabile nel tempo; nel capitolo Vili discuteremo diffusa- 
mente il caso notevole che / abbia un andamento periodico nel tempo. 

Qui limitiamo la nostra attenzione a un caso semplice di notevole rile- 
vanza anche pratica. Consideriamo una spira di area S costituita dà N avvol- 
gimenti; sia la spira chiusa su sé stessa, e sia R la sua /esistenza. Inizial- 
mente la spira è immersa in un campo di induzione B costante; suppo- 
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niamo che essa sia disposta ortogonalmente a fl, cosicché si ha iniziai meni* 
*,(fl) = NSB 

»'!=.-.' i IO--' 

dove B è il valor medio dì suil'area occupala dalla _sp ira. Se ora la spira 
viene estratta dal campo, e portata in una zona in cui B = 0, sì ha una varia- 
zione di e quindi una Forza elettromotrice indotta. L'equazione 
[V7I.2Ì] si scrive allora 

t . dì tf<E(g) 



RI+L — = 
dt 



dt 



Moltiplicando per di e integrando tra l'istante inizialo r, (in cui <I>,{B) = jVSS) 
e l'istante finale ! f (in cui %(i?) -0), si ha 



^'Rldt + |''irf/ = = - »,]■= JVSif 



Sì ha Inoltre: 



J Lrtf = f.{f f - T) = 0 



(sia all'istante iniziale che all'istante 
finale la corrente è nulla) 

(dove Q è ia carica totale che attra- 
versa il circuito) 



Per cui la relazione precedente diviene 

Questa relazione è detta legge di Felici: essa afferma che la differenza fra il 
flusso iniziate e quello finale, divisa per la resistenza R della spira, è pari alla 
carica totale Q che attraversa il circuita I-a carica Q può essere misurata con 
uno strumento detto sultane/metro balistico: la legge dì Felici può «sì 
essere usata per misurare £._È da notale che Q rum dipende dalla legge 
temporale con cui varia G>(5). 

VII. (5. Induzione mutua 

Consideriamo due circuiti, C, e C ; , in condizioni quasi-stazionarie, 

immersi in un mezzo omogeneo ed isotropo di permeabilità magnetica \i 

costante (indipendente da B). Supponiamo che C\ sia percorso, all'istante t, 
da corrente /, ((). Esso genera allora nello spazio circostante un campo di X»^^ 3 
induzione magnetica B,{t) che, per la prima formula di Laplace [V.19], è 
proporzionale a /,((). Dunque anche il flusso dì B l concatenato col circuite 
Ci è istante per istante proporzionale a /, : 




*ì(*i) = Jl&s/i ovvero 



<Mfli) 

r, 



[VII.28] 



La costante di proporzionalità M t] definita dalla [VII.28] è detta coefficiente 
dì mutua induzione (o induttanza mutua) fra Ci e 

Se dunque / ( (r) varia nel tempo, nel circuito Ci si genera per conse- 



Coefficiente di muiua 
induzione 



gucnzì^'vma~forza elettromotrice indotta dati da: 

A. --"^ --*»-§- [™.29] 

Analogameme, se Cj è percorso da corrente / 2 , nel circuito C, si ha un 
flusso 'l'ifflj proporzionale a / 2 : 

*,(«,) = M n ! 2 ovvero Jf„ - v tVIDO] 

J i 

Del tutto in generale vale la relazione di uguaglianza 

Questa uguaglianza giustifica il nome di induzione marna the sì di a tale 
grandezza, senza specificare quale dei due circuiti sia oggetto c quale sog- 
getto del fenomeno della induzione: tale fenomeni} c in etìetti perfetta- 
mente simmetrico fra i due circuiti. 

La[VTL3ll puòcsjurc dimostrata facilmente tavolando * z (.fi i) (ovvero <5>,(!ì : )) 
utilizzando (a definizione e le proprietà del potenziale vettore. Ricordami» infoiti la 
relazione [V.46) che lega il potenziale vettore A al campo di induzione magnetica 
&{yxÀ = B) il fiosso $1(50 può essere scrìtto come: 

o,<i?,) = fl, - 4i = cv x Àù ■ ds, = & ^te) ■ ri7 ? 

Nell'ultimo passanti abbiamo utilizzato il teorema di Stofccs del rotare; t t è la 
lin^ chiusa che individua ^ il vettore posizione di un punto generico su U-, & 
urta superficie avente A come contomo. ,^ è. il potenziate vetiore di % x \ per la 
[Vh54] esso può pertanto essere posto nella formi: 



4n A |r r,l 



enti sostituita nella relazione precedente dò: 



'i - ?1 I 



Per confronto con la [VH.28J si ha: 



A/,, = 6 6 [V1T.321 

4ic Jiì Ji, |r 3 - r x | 

Poiché |^ — n | = |ri_ — |* dfi ■ dì] = dij - d/;, e poiché inoltre l'ordine delle due 
integrazioni nella [VH.32] può essere inveitilo, hi [VTT.32] stessa è simmetrica 
rispetto agli indici 1 e 2; c ciò dimostra che M\}->M 2i , 



Esempi 

E.YIL7, Consideriamo una spira piana circolare di raggio R. CQpfanare e concentrica 
con essat sia posta una secando spira di raggio r « R. Usando te defini- 
zione (Vff,2é} y calcoiaw il coefficiente di mutua (riduzione fra i due circùiti 
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ti campo di induzione magnetica al centro di una spira di rapaio R percorsa da 
corrente / vale {vedi eq. [V.23]): 



dove n è il versare normale alla spira. Poiché r « B si può ritenere uniforme 
sa tutta il cercbki dì raggio r e quindi U flusso attraverso Ja spira di raggio r, la cui 
superfìcie 5 è S=nr J -n vale: 

e dunque LI cueflicienLti di mutua irruzione M vale; 

. / ' 2* - ■ ■■ ■ 

Se ci troviamo ad vuoto (u= '. m-= A.n 10"' Win), e se ad esempio J-HJmt 
r 0,01 a, si ha: 

Af = 11,56 ■ 10 1 J.V H - 4 ■ 1<T* H 



E.VO.S. Sa «n tubo cilindrico di cartoni, di sezione ài area S e lunghezza I » /S, 
sono Maliziati due aivolgimeati molto fitti e regolari, fra di loro isolati, di 
filo conduttore; avvolgimenti costituiti rispettivamente da IVj spire ed N } 
spire. Calcolare il coefficiente di mutua ; induzione fin i due circuiti. 

Supponiamo che il circuito costituito dn Wj spire sia percorso da corrente /. 
Corde abbiamo visto nell'esempio E.V.12 (e rieire&smpio EiVI.2) internamente al 
solenoide si ha allora un campo di inda7ions È uniforme, diretto come l'asse del 
cilmdio, d.' rcodolc ■ "'■ 




Il flÙHto attraverso il -wcondr» circuito costituito da M spire di area .5 vale allora. 

' _ s : : . . ' ■ 

e. dunque. 

Supponiamo ad esempio Jtf, — 100; jVj = 1000; S = 3 cm 2 3 Ì0~* m 1 ; J = 
— J0 cm = Ì0~ L m. Se dentro il cilindro &i ha il vuoto (o aria), arreno 

Jf=4« 10- T - 10 ' '^ i " 1 ^ ^4-10-^H 

Se dentro il cilindro vi è un materiale ferromagnetico di permeabilità relativi 
\iì= 1000, allora M risulto .1000 volte maggiore; ael caso in esame M = 0,4H. 



E.VILiK Se ta wtàstettza eletirica dei due dreniti di cui all'esempio E,VIL8 Wtle rispeh 
ttY&meitte Jfy ed R;,. scriverò ia tare equazione neiftpoteH die il primo sia 
chiuso su una fona elettromotrice f(t) variabile nei tempo, e if secondo sia 
cA/u.ft) in corto circuito su sé stesso. 

Siano /| e h le correnti circolanti rispettivamente nel primo e nel secondo cir- 
cuito; siano L\ ed Li i coefficienti di autoinduzione dei due circuiti e Af il loro coef- 
ficiente di mutua induzione. Le forze elettromotrici agenti nel primo circuito 

saranno Allora la f{t) t la forza elettromotrice autoiodotta — L\ ~- e (a forza elet- 

tromolricc di mutua induzione -Af -jp Analogamente nel secondo circuito (in 
Oli non agisce alcuna forza elei tramai rice «estera)») le forze elcuromrjtricj sorio 
- .Lì ^ e — M- ^ . Le duo ci|UMy.mni sono pertanto: . 

{ ivn.J4i 

dove M è dato dalla [VU.33], e ed £, sano dati dalia [VTI.22J (con Ai ed A^ 
rispetlÌYamcnl£> al posto, di A^). 

La [VIEJ4} costituisce un sistema di due equazioni differenziali lineari dei 
primo^ordinc a coefficienti costanti, la cui soluzione verrà discussa nel prossimo 
capitolo 



VI [.7. Analisi energetica di un circuito EL 

Riprendiamo, per analizzarlo da) punto di vista energetico, ii circuita 
R L già di noi discusso nel par. VI 1.5 e descritto dall'equazione differenti atc 
LV1U31 che qui ri seri vi fimo nella forma 

f=RI+I.-4f- [V11.23.a] 
di 

dove./; R ed /, sono parametri tostanti a partire dall'istante iniziale in cui 
viene chiuso l'interruttore T. Moltiplichiamo questa equazione per la quan- 
tità dQ — Idt che rappresenta la carica erogata dal generatore ù di' intervallo 
elementare di tempo di: 

Ju r - fidt - RPdt+Lldl (V1I.35J 

La quantità al primo membro fìdt^ /dQ rappresenta l'energia erogata dal 
generatore nell'intervallo di tempo dt, come risulta dalla definizione stessa 
(eq. [IV.29J) di forza elettromolrice. La quantità Rftti rappresenta l'energia 
che si dissipa nella resistenza R nel tempo di per effetto Joule (eq. [IV.24]). 
Se nel circuito non vi fosse induttanza (L = 0), si avrebbe fidt= RPdt e 
l'energia erogata dal generatore sarebbe solo quella che serve per rifornire 
l'energia termica che si dissipa nella resistenza R (che ingloba in sé anche 
la resistenza interna del generatore). La [ VII. 35] ci mostra dunque che ia 
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presenza dell'induttanza I comporta l'erogazione, da parte del generatore, 
dell'energia aggiuntiva ■ 

dV L =L!-dI 

che può essere interpretata come l'energia che deve essere fornita all'indut- 
tanza affinché la corrente in essa circolante sì parti dai valore I al valore 
I + dì. L'energia che deve essere fornita affinché la corrente circolante nel- 
l'induttanza passi da 0 a / è dunque 



... )o 2 



Enerva posseduta da una 
IV11.36J induttanza percorsa da cor- 



La [Vir.3<ij rappresone dunque anche Venererà posseduta da una intìulltmza 
1. pitrtvrsa da corrente l. Questa interpretazione c conformata dal semplice 
calcolo mostrato nell'esempio E. VII. 11, in cui si vede che se una induttanza 
inizjalmtinlc percorsa da corrente / viene chiusa su una resistenza R in un 
circuito non comprendente alcun generatore, mentre la corrente passa da / 
a 0 nella resistenza si dissipa una energia totale pari a LI 1 /!. 



tente /. 



Esempi 

E, VILI 0. Nel circuito RL di equazione fyil.2i.ai analizzare come variano nel tempo, 
a partire dall'Istante iniziale in cui viene chiuso l'interruttore, la potenza W 9 
erogata dal generatore, la potenza Wn dissipata per e/Tetto Joule nella resi- 
stenza, la potenza Wi assorbita dall'induttanza per accumulare l'energia 
mila]. 



Dividendo la [V11.35] per dt, si ha: 



Tenuto tónto delia espressióne dèlia correrne [VIUSJ, e dèlia sua derivala letnpu- 

rate r " v ; con r = t/«, sì lia: 

-, ■ . ai ■ .■■ L. ■ ■ . ■ ■ ■ ' 



-<l-<--^> 



rf . . . . it ■ 

»i = = ^(1 - e"") (e-*) - l+V- lf« 




L'andamento di queste tre grandezze nel tèmpo (espresso in unità di t = LIR) è 
quello mostrato in figura. 



E* VII.)]. A partire da un istante iniziale (preso come t^O) in evi mei circuito RL dì 
cui all'esemplo E.Y11.1I) circola la corrente /„ =flfl, Il generatore f viene 
escluso dal circuito, e lo stesso viene chiuso in crrrttì circuito. Calcolare f an- 



29& Capitola settime 




damentc tsmpordle della correnti nel arcuilo RL e dimostrare àie l'enemià 
dissipala per affettò Joule nella resistenza Un = J™ RF l d: è pròprio pari 
all'energìe Vt^={!fl)Lt 2 m Inizialmente posseduta daU'ittduti&nzù- 

L'equaziorie differenziale del circuito pec r > 0 è: 

che va risolta con la condizione iniziale / (0) =■ /„ = flR. Per separazione di varia- 
bill si ottiene immctUalsQtn'.e la soluzione 

La potènza diksf&ìtò 'per-' tifftìttL Ionie, all'wanle t ìS dunque ■»■■ ■'• ■ 

L'fjaersia ' totale . flfeSjtólà fvifclla" insistenza * ' pertanto: 

the è quanto ;è stato 'chiesto di dimostrare. 

.Osserviamola periglia: analogia fra il comportamento energetico, in fase di sca- 
rica, del circuito AL cV or* analizzato e de! circuito RC analizzato nell'esèmpio 
E.IV.25. 




E.VIL12. Discutere dal ppntó dì ylfta energetico II comportamento di un Urolito RC 
in fase di carica, analoisftmeiae a quanto fatto nell'esempio £.Vl!,Ì(l per i\ 
'. circuito Mi. ' .': . 

L'equazione; ÌIV:j^j del -;eiicùl(ó -può esser» senili nella-lorma '■■ 

: . f- y con v- 



JVIU?| 



dove f * -^r 4 la cHUineaza. di pctórtziÈilé fta le amatale : Stf cioa^étiisitoie àl- 
riatàiite;i;#e ((realità presenta .suite armature aJlo '8tws&=tetante; ÌU ta'ctir; 

■ ' ■■ . ,-. ■ , 3.. J ... V. . ■■ ■ . ; -, ....... . ■ -'|- : ' !tt( ■ : ■ 

rente circolante : rlù Jq^eJÌSStàntis ■ nella lesisiBnj» (ad «ria Èoitraiti-àrcirjffciinte Osi 
vèrso indicatoci; 'figura co^nspóndé i im aumentò della carica Q presente nc^eohaefl" 
satore, dato che! si .tratta 'di uh processo. di carica; il córitfrrìo 'avviene in 4in. processi 
di scarica).' i : i'.".^ . ': '.;; / ' : ': ■'■■■■" 
Moltiplicando fluesià equazione per I abbiamo- 



ì /!■= '■ tfl + fi/ 3 - +RP 



[V1L3S] 



dove W f e hannfjr lo s^sso sigtìificato definito nell'esempio E. VD.10 mentre Bfc 
è la potenza .cIm éU*ts(ante / assorbe il condensatore per caricarsi. ; 

Come è immediato verificale (è carne del restò è già stato discusso nel] 'esenta 
pttì E.IV.26) .la ^i^e.dejui{yil,37] e' 
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da tui derivando 



di 



Sostituendo queste espressioni per Q & per / neltn [VII.38] si ricava; 



Hi 



m = RI 



4, 



V* 




che hanno le funzione del tempo l'andamento mostralo in fi«u:*. Come a) wiitg la 
star* dei:tetnp! è miaiaw in termini tetto costante tempo ^ del circuito; che per un 
sito»i'.<. ItC veli; RC. 

■ . ■■■ tissefviain&che— corno già- mostrato neir*sempio.EJV,2t - l'energia totale V t 
erogala dal .generatore è Adoppia, rispettò a! quella tfccbe'si adcunuila .nel condensa- 
lore; quasi 'ultima essendo a sua votili pari all'energiii U R dissipata per teflètui Jnule 
nella resistenza: 



Quando abbiamo discusso l'energia elettrostatica U c di un condensa- 
tore, la cui espressione in termini della capacità C del condensatore stesso e 

1 Q 1 

della carica Q presente sulle sue armature è U, : = ('sdì eq. [11.30]), 

abbiamo poi avuto modo di verificare come si possa dire {vedi es. K.11.15) 
che tale energia sia localizzata nel campo e lettrcstatico presente fta le arma- 
ture del condensatore. Più precisamente l'energia V del campo elettrosta- 
tico e duscntla da una densità. di energia u c (energia per unita di volume: 
Kj = dU/dx) nel seguente modo: 



J _ _ 

Utdx con ife - —E-D = — — pn.42] 



La [01.42] è anzi una relazione più generale della [11,301 Essa infatti è 
applicabile non solo al caso di un condensatore (cioè al caso di due condut- 
tori in condizioni di induzione completa), ma consente di calcolare del tutto 
in generale l'energia elettrostatica di un sistema qualunque di cariche, 
purché immerse in un mezzo di costante dielettrica t uniforme; inoltre essa 
rappresenta una relazione locale che, come vedremo nel cap. IX, è imme- 
diatamente generalizzabile al caso non stazionario, rinunciando anche 
all'ipotesi di quasi-stazionarietà. 

Ujia situazione del tutto analoga si presenta nel caso dei circuiti per- 
corsi da corrente, la cui energia può essere interpretata come localizzata nel 
campo magnetico generato dai circuiti stessi nello spazio circostante. 
Questa affermazione verrà da noi giustilìuula più avanti in termini generali; 
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qui cominciamo col verificarla nel caso semplice di uri solenoide, di lun- 
ghezza / molto maggiore del suo diametro, costituito da N spire percorse da 
corrente /; cioè nel caso del sistema discusso nell'esempio E.V1.2, 

Consideriamo dunque ancora una volta il circuito già più volte analiz- 
zato nel corso di questo paragrafo: cioè il circuito LR in fase di «carica» per 
effetto della forza elettromotrice eostante / descritto dalla equazione 
[V11.231: 

Tenuto conto della (VI1.22], e del fatto che nel solenoidi; il campo di indu- 
zione B è lungi ludi naie e unifórme su tutta la sezione S, possiamo scrivere: 

Sostituendo nella precedente equazione c moltiplicai] do l'equazionu s lussa 
per IdtzÀQ, • 

fldt= R! 1 dt+ ISN-^-dt = RI l dt + JNSdB 
dt 

Vediamo così (analogamente a quanto visto a commento della [VU.35]) che 
l'energia che va somministrala all'induttanza nel tempo dt (in cui la cor- 
rente passa dal valore / al valore /+ di, e simultaneamente il campo di 
induzione passa da £ a B+ dB) è: 

dUi_ = IMSdB = SóildB 

dove fi — N/! è il numero di spire per uniti di lunghezza. Dividiamo ora la 
precedente relazione per ii volume SI del solenoide (in modo da ottenere la 
densità di energia, cioè la energia per unita di volume); tenendo mntu chu 
per la [V1.Ì1] la quantità ni è pari al modulo del campo H presente interna- 
mente al solenoide, otteniamo: 



inct'c mente delift densità di 
energìa corrispondente all'in- 
cremento dB dell'induzione 
magnetica 



dUt 
Si 



*s du L - HdB 



[V1I.391 



die rappresenta l'energia che va comunicata all'unita dì volume del sole- 
noide per intremenlare di dB il campo di induzione in esso presente. 
Osserviamo che la [VI1.39] è stata da noi ottenuta senza fare alcuna ipotesi 
sul materiale contenuto all'interno del solenoide, purché si traiti dì un 
materiale omogeneo e isotropo; cioè senza alcuna ipotesi sulla relazione 
che lega tra loro B ed H, Da questo punto di vista, la [VII.39) può essere 
considerata del tutto generale (materiali diamagnetici, paramagnetici e fer- 
romagnetici). Per quanto riguarda invece la configurazione geometrica del 
campo, la [Vir.39] stessa è stata ottenuta ponendosi in condizioni particolar- 
mente restrittive (campo uniforme su un volume di geometria semplice): 
vedremo tuttavia nel paragrafo VII. 10 che allo stesso risultato si perviene 
anche per configurazioni del tutto generali del campo (campo non uniforme 
su un volume qualunque). 
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La [VH.39| produce conseguente particolarmente semplici nel caso di 
materiali diamagnetici o paramagnetici (o comunque nel caso di materiali 
per cui il rapporto fra BxX H sia in ogni posizione costante, cioè indipen- 
dente da B e da lì stessi: BIH= ji= costante). In questo caso la [VII.39] 
stessa può essere posta nella forma: 

BdB 
da L = 



e qtiindi semplicemente integrata dal valore B — 0 ai valore generico di B: 



La [VTT.401 rappresenta la densità di energia (energia per unità dì volume) 
presente in una regione di spazio, uniformemente riempito con materiale 
omogenei] caratterizzalo da una permeabilità \i costante, in cui sìa presente 
' u|i campo di induzione magnetica di modulo B. 

U: Uà** 
Esempi ..> 



E.VIM3, Un solenoide contiene un nucleo di ferro, fi cui ci do di isteresi è quello 
mostrato in figura. Facendo opportunamente vari-are fa corrente nel' soia- 
noiàe, si costringe il nucleo (dopo ayerlo portato da 0 ad A attraverso la 
canti di primo magnetizzazione) a campière un ciclo ADCBÀr Calcolare 
■l 'energia assorbita dall'unità di volume del nucleo. 



Dovremo usare, integrandola. La [V11.39J/ Poiché in e&sa H è la funzione ìnte- 
gratida; e, B la sanabile di integrazione, ridfsegnamo per maggior chiarezza la prece- 
dente figura prendendo l'ause E uume dtfUe atichise; e Pattat; ff come asse delle 
ordinate. L'energia per unita. di volume che immateriale «rende» mentre percorre \\ 
iratlu À V C del ciLludì Ifiturcsi è ilutH dH^rfiltigrnle detta Cu/ya ^flC Stèssa; mentre 
quella '.che assorbe quando percorre ti tratto. C/M. 1 è pari airintEgrtflc del Ih curva 
CSA 1 ateastL ¥mer$à compiessi (pàti iìtfeneJ£LQ i aOTfòitaphi'étto' quella ■ resa) 
rtecwswia pùf far compiere all'uniti 'fli YoKime di ni aeriate Irriterò delo, e dunque 
pari all 'area compresa plVìnterjur dei-ciclo stesso nei piàpp fi li: Questa energia viene 
tlwsdpaU nel materiale tn forma dl : caJore, . ' '.. 

Molti, dispositivi usati, in olettrotscnicF3 + h e funzionanti in corrente. alternala, 
sono basali sii induttanza (o mutue induttanze} . realizzate con solenoidi e nuclei 
ferromagnetici: nel prossimo capitolo vedremo, ad. esempio, il; cose dei trtìsfbnna- 
lorL Per evitare che una frazione rilevante dell'energìa. si dissipi ih calóre è allóra 



iirtp orlante «he il nucleo sia realizzato con Un materiale a 
stretto 



ciclo di isteresi molto 



EtVhLÙ. Córrenti ài Foucault o torrenti parassite. 

Supponiamo che^ internamente a un materiate conduttore, sia presente un 
campo di induzione B variabile nel tempo. Questa circostanza si presenza usual- 
mente "nei nuclei ferromagnetici di dispositivi elettrotecnici (elettromagneti, trasfor- 
matori statici di cui ci occuperemo nel cap. Vili, ecc.) il cai avvolgimento sia per- 
corso da corrente variabile ne) tempo {ad ésejnpio da. corrente alternata). 



Densità di energia in un caro> 
po magnetica {\t = coslanlc) 




C 



Correnti parassite o di 
Foucault 



Capìtolo settimo 



In quesiti csbo ; se si considera una linea chiusa / qualunque, internàmérite al 
materiale, concatenata con B. per In legge dell'Induzione di ; FaradaY-Neumann la 
circuitazione di £ lungo mie linea & diversa da zero: 

4 ? ■ : ' Ji at 



Ljngoia linea considerata agisce dunque una forza elettromotrice non nulla.. Inter- 
namente al materiale circolano pertanto delle correnti indotte, dette correnti di 
Foucault o ^QTTonii paYrassite, che dissipano energia per effetto. Jouie sottraendo 
tale ec&rgla al cattino tnagnolioo o al generatori che tate -campo producono.; Quésto 
meccanismo divsipauvò (vedi per esemplo, l'esercizio VII.20), che si afigiunge a 
queliti irati*) rj néll'teempjo E. VII, 1.1, 6 presente anche quando il ciclo di istèresi é 
molto .stretto j(ui -Jftrjjle, anctte quando esso ha area nulla), 

. Per'riiiiirrc $i clfetti di questo fenomeno, i nuclei dei dispositivi elettrotecnici 
dcstuisti $ èpocli&Jn rsghine "variabile .'nei: tempo venjónn: rcnli/isati rnediaiite 
lamierini irwtallid whkhì fuco dall'altro da un tintile arato iioJpme, sceahsndo 
la |geom$tr;a;n>-in0do Olle le; fthee chiuse concatenale. co] campò' .f? turò siano/con- 
duttrici fmó iiccaiie^se i^latnie^ni sono paralleli alle linee di lbl?i di £Ì). Poiché a 
partì ili fb^ èlétìSrtftiótncc la potenza dissipata per effetto inule è inversajnenic 
propóroonulp lilla rcsiateiiia elettrici (W-^f IR), gli effetti dissipatili i vengono eos! 
ridoni a livelli ttisciuabili. 



VII.8, Energia magnetica ed azioni meccaniche 
V1I.&.1. Rìcliiamo ad energia elettrica ed azioni meccaiiche 

L'analisi energetica svolta nel precedente paragrafo ci rende ragione, in 
termini chiarì e sintetici, dei vari termini del bilancio energetico di un cir- 
cuito percorso da corrente: dell'energia erogata dal generatore, una definita 
frazione (perfettamente quantificabile quando siano note le cara tf eristiche 
del drenilo) si dissipa nella resistenza in torma di caloit; e un'altra definita 
D'adone si immagazzina nell'induttanza. Quest'ultima ibrma dì energia È a 
sua volta interpretabile come energia dislocata nei campo magnetico circo- 
stante il circuito. 

HÙ complicata, anche se peraltro assai lineare, è l'analisi della Tela- 
mone fra i vari termini del bilancio energetico del circuito e le azioni mec- 
caniche che sono eserciate siigli oggetti circostanti. 

Cominciamo con l'analizzare un semplice esperimento. In un solenoide 
percorso da corrente costante / è parzialmente inserito un nucleo di ferro: sì 
riscontra che il nucleo viene risucchiato all'interno del solenoide stesso. Dal 
punto di vista energetico, questo fenomeno può apparire a prima vista incon- 
gruente. Infatti l'energia del sistema solenoide-nucleo, quando il nucleo è 

1 N*S 
completamente estratto, vale (7 o = — l^f^ avendo indicalo con L, = —j- u. 

l'induttanza del solenoide «vuoto»; mentre quando il nucleo è completa- 

1 / N'S \ 

mente inserito essa vale V L = — LP Icon Z, = — — M»-W- Poiché > I, 

l'energia del solenoide nello stato finale è maggiore dell'energia nello stato 
iniziale; ed è questa appunto l'apparente incongruenza, visto ette abitual- 
mente individuiamo le configurazioni di equilibrio meccanico stabile nelle 
configurazioni corrispondenti ai mìnimi dell'energia U, 



. ^; r ' Campì elettrici e magnetici variabili nei tempo. Terza e quarta equazione di Maxweil 303 

l'i':; Per comprendere meglio questo punto, riprendiamo un attimo l'analisi 
della forza fra le armature di un condensatore piano, da noi già trattala 

>t: nell'esempio E. II. 16. L'energia elettrostatica del condensatore di capacità 

|- C= (con S area delle armature, e x distanza fra queste) è 

j; 2 C 2 

v: dove 0 è la carica e AF= QIC la differenza di potenziale &a le armature 

t stesse. Calcoliamo dunque, usando il metodo dei lavori virtuali, la forza fra 

'': le armature: 

?" f _ 8t, c 



fa 

Se usiamo per l'energia, l'espressione 



c 2 C 2 c u S * 

ponendo Q = cost (che equivale a considerare il condensatore isolato) e 
derivando otteniamo: 

( òx )e=aHt 2 e„5 IVII.+l] 

che, essendo negativa, rappresenta una forza attrattiva. 
Se invece usiamo l'espressione 

f/ t = -^-CàV = 

2 2 x 

e deriviamo ponendo AK= cost (il che equivale a considerare il condensa- 
tore collegato con un generatore di fona elettromotrice costante /= A 10 
otteniamo: 



1 C.A' 1 CAP 1 g' 

2 x 7 2 c„A' 2 e„5 



(VIL421 



Questo calcolo fornisce una forza che ha lo stesso modulo che nel caso pre- 
cedente, ma è repulsiva anziché attrattiva (essendo positiva). 

Sperimentalmente, la forza che si esercita fra le armature è attrattiva, ed è 
la stessa (a parità dì Q, cioè anche a parità di ÀI 7 ) sia se il condensatore è 
isolata, sia se esso è chiuso su un generatore di forza elettromotrice costante 
/= AK II primo calcolo fornisce il risultato corretto; il secondo fornisce un 
risultato errato, essendo il segno sbaglialo (anche se corretto il modulo). 

Per capire l'origine di questa incongruenza, ricordiamo che alla base del 
metodo dei lavori virtuali vi è la considerazione che in un sistema meccani- 
camente, ma non termicamente, isolato, l'energia meccanica può diminuire 
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"-Q 



(se 11 sistema cede calore all'ambiente) ma non può aumentare (-per il 
secondo principio della termodinamica, calore sotttatto all'ambiente non 
può trasformarsi spontaneamente in energia meccanica): e poiché nelle 
situazioni di equilibrio (energia cinetica nulla) l'energia totale coincide con 
l'energia potenziale, le configurazioni di equilibrio sono quelle corrispon- 
denti a un minimo dell'energia potenziale. 

Quando dunque si passa a fenomeni appartenenti a domini della fìsica 
diversi da quello meccanico, il principio dei lavori virtuali è applicabile pur 
di usare - a) posto dell'energia potenziale meccanica - V energia totale (J„ 
del sistema suscettibile di trasformazione in calore- 
la questa luce, vediamo prima il caso del condensatore isolato. L' ener- 
gìa U„ è in questo caso tutta e sola l'energia elettrostatica del condensatore; 
dunque (/„,= U f , e la IVII.4I] ò corretta. 

Nel caso in cui il condensatore sia collegato ad un generatore di d.d.p. 
con. / costante, nel] 'applica re il principio dei lavori virtuali occorre tener 
conto anche del lavoro elettrico (alto dal generatore in seguito allo sposta- 
menti di carica oleltficfl necessario a mantenere costante ta d.d.p. tra le arma- 
ture. Supponiamo ancora di avere un condensatore a facce piane e parallele di 
area S poste nel vuoto a distanza x e di applicare una forza esterna t mi che 
allontani della quantità virtuale òx le armature del condensatore. La forza 
F„i è «celta in modo da essere in modulo appena diversa dalla forza elettrica 
f x che si esercita tra le armature e da avere segno opposto rispetto a questa. 
La forza f M compie pertanto un lavoro virtuale òL e *— fu,6x sul sistema 
costituito dal condensatore e dal generatore, A seguito dell'aumento di 
distanza tra le armature del condensatore, la capacità di questo diminuisce 
e ciò implica, a d.d.p. costante, una diminuzione dell'energia elettrostatica 
O c immagazzinala nel condensatore pari a 



2 J dx 



dove 



C{x) = 



X 2 



ìn con coiti ìtanza all'allontanamento delle armature del condensatore, la 
carica su di osse depositata deve diminuirò; infatti il campo elettrico nel 
condensatore diminuisce, dovendosi avere la stessa d.d.p. tra armature che 
si sono allontanate (Eìrìi* = Ennait ■ (*+ 01) — /). Dunque una certa 
quantità di carica ÒQ passa dall'armatura positiva a quella negativa del con- 
densatore, attraverso il generatore di f.e.m. ìn verso opposto al campo elet- 
tromotore e quindi compiendo un lavoro elettrico negativo òU t — -fbQ, 
che viene immagazzinato nella forma di energia, che caratterizza il genera- 
tore (per esempio chimica, come nel caso di ricarica di un accumulatore). 

Dunque il lavoro virtuale delle forze esterne produce contemporanea- 
mente una diminuzione di energia elettrostatica nel condensatore ed un 
aumento dell'energia immagazzinata nel generatore. Il confronto tra queste 
due quantità permette di affermare che l'energia immagazzinata nel genera- 
tore è positiva ed ha valore assoluto doppio rispetto all'energia elettrostatica 
perduta dal condensatore. Infatti si ha: 



6^ = -/6Q 
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con Q=fC e quindi 6Q = /8C (con Scostante) da cui: 
&U t = 5C «C < 0 e 5(/ e > 0) 




laddove si ha: 



Tenendo conto del principio di conservazione dell'energìa e del fatto che il 
contributo del generatore al bilancio energetico complessivo è pari al dop- 
pio del contributo elettrostatico cambiato di segno, per cui la variazione 
totale di energia si può calcolare cambiando segno alla variazione di energia 
elettrostatica, si può scrivere: 

Òhi, - -f;te= àU r + -bU c [VTL43] 

da imi: 




IV1I.44] 



È questa l'espressione corretta della t'orza ed ha segno opposto rispetto 
alla [VII.42] (che invece è errata). 

Una situazione del tutto analoga si presenta nei circuiti magnetici, 
Tutte le volte che noi trattiamo una espressione dell'energia magnetica ipo- 
tizzando che la corrente sia costante (ipotesi che a volte viene fatta indiret- 
tamente, ipotizzando che sia costante il campo S) - cioè che sia indipen- 
dente dai parametri geometrici del problema - noi implicitamente assumia- 
mo che i vari circuiti costituenti il sistema considerata siano collegati a ge- 
neratori capaci di mantenere costanti le correnti circolanti nei circuiti stessi. 

Per dedurre correttamente le conseguenze della applicazione del prin- 
cipio dei lavori virtuali al caso di azioni magnetiche tra circuiti percorsi da 
corrente, è necessario premettere alcuni sviluppi relativi all'energia magne- 
tica nel caso di circuiti accoppiati. 



VIl.8,2. Energia magnetica nel caso di circuiti accoppiati 



L'analisi svolta nei precedenti paragrafi ci ha portato a riscontrare, in con- 
danni quasi statiche, una perfetta analogia fra gli aspetti energetici di un con- 
densatore carico e quelli di un'induttanza percorsa da corrente. Questa ana- 
logia può essere riassunta nei seguenti parallelismi: la. forma dell'energia po- 
tenziale - rispettivamente elettrostatica e magnetoslatica - immagazzinata 

nel dispositivo (rispettivamente U c = "^""^^ CàV 1 ^ U/, = ~-LP); 

il modo in cui tale energia può essere espressa in funzione dei campo in un 

mezzo omogeneo ed isotropo {rispettivamente u E = -^-ED; u m =~HB). 

Vedremo che questa analogia è del tutto generale. 

Cominciamo con l'analizzare il caso di più circuiti accoppiati percorsi 
da currenle in condizioni quasi-statiche: circuiti cioè che interagiscono l'un 
con l'altro scambiandosi forze di natura magnetica. 



Analogia fra energia eleLtro- 
statica di un condensatore e 
energìa magnetica di una in- 
duttanza 



Vediamo prima il caso più semplice, cioè quello di due soli circuiti 
accoppiati. Il comportamento dei circuiti sarà descrìtto da un -sistema di 
equazioni analogo al sistema [YII.34], e precisamente: 

*-^-^ = ^ 
di-, dì, 

dove il pedice lille varie grandezze specifica a quale circuito si riferiscano: 
/ è la forra, elettromotrice (costante); L il coefficiente di autoinduzione; 
M= Mn — Af 21 il coefficiente di mutua induzione; / la corrente; R la resi- 
stenza. Scriviamo per comodati questo sistema (che è un sistema di equa- 
zioni difièreninali lineari del primo ordine a coefficienti costanti) nella torma: 

CVTI.451 

Moltiplichiamo la prima di queste equazioni per dQ, — lidi e la seconda per 
dQi = Ijdt, cioè per la carica erogata nel tempo di dai rispettivi generatori. 
Sommando membro a membro (e usando l'uguaglianza M u = M lt ) otte- 
niamo: 

(filidt + f^dl) = {IfR, + I 1 1 R ì )dt + 

+ [L, [, di, + Uh *h + Afu (/i dh + /, dlj\ 

Al primo membro di questa relazione abbiamo l'energia complessivamente 
erogala dai generatori nel tempo di; e vediamo che questa non è semplice- 
mente pari a quella dissipata nello stesso tempo per effètto Joule nelle resi- 
sten^. In più, i generatori devono erogale, l'energia: 

dU„ = /„ A di, + Li h dh *Jtf Q (/, dh + ì 2 di,) 

che rappresenta dunque l'energìa che deve essere fornita, ai circuiti per 
incrementare di di, e dl 7 le correnti /, e I } m essi circolanti. Integrando da 
^i = ^s = n (situazione iniziale), ai valori finali I, e 7 2 abbùftiio: 

U u = ^'''dU„ = LJf + Y £>J? • [VllM) 

l l ' > 

energia dei singoli enenjia di 
circuii! mutua 
interazione 

Osserviamo, per inciso, che tenendo conto della definizione [VII.28] o 
[V1I.30] l'energia di mutua interazione può essere scritta nella forma 

tV = M n hk = *,<£,) f, = ^(ff,)/, 
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cioc come prodotto fra la corrente che circola nel circuito C\ e influsso che 
attraversa tale circuito per il fatto di essere immerso nel campo B 1 generato 
dall'altro (o viceversa). Questa, espressione è la stessa in modulo, ma 
opposta in segno, rispetto all'energia meccanica U„ ricavata nei par. V.2 
(eq. [V.14]). Approfittando del fatto che Af a = Af J1; il termine A/,)/,/;, nella 
[VH.46] può essere posto nella forma 



Sostituendo questa relazione nella [VII.46J ed indicando L, con M„ ed 
con Ma, la [VII.46] stessa può essere scritta nella forma 

U u = ~M U 1? -h ~y M„ 1,1, + -y- M 2] W + M„I{- [ViL4tì.a] 



fVil.47] 



Considerata la linearità delle equazioni [VII.45] dei circuiti, ci si rende 
conto immediatamente che la [VII.47J rappresenta correttamente l'energia ma- 
gnetica per un numero N qualunque di arcuiti interagenti in condizioni quasi 
stazionarie, purché naturalmente le sommatorie si estendano da 1 s N. 

La fyil.4tì.a] può essere scritta anche in un'altra forma, che è utile 
direttamente in molte circostanze e che servirà anche a noi nel prossimo 
paragrafo per ulteriori sviluppi della teorìa. Raccogliendo, nella (VII. 4 6. a], l Y 
dai primi due termini e 1 7 dai secondi termini, abbiamo: 



fcneigja magnetica in termini 
di CArrniUi e ili coefficienti Hi 
induzione 



ryii.4e] 



Nell'ultimo passaggio abbiamo 'tenuto conto del fatto che M^l\ — L^l^ — 
— rappresenta fl. flusso concatenato col circuito C, del campo B, ge- 
nerato da C, slesso; mentre A^/ 2 = fyyy rappresenta il flusso concatenato 
eoa Ci del campo B 3 generato da] drcuito^Q: dunque = Af„/, + M n ] 7 
rappresenta il flusso del campo totale B — fi, + Sj (generato dall'uno o dal- 
l'altro dei circuiti) attraverso il circuito C,. Analogamente $ : = Af w /j + M u ì x 
rappresenta il flusso totale di B attraverso C,. Dunque la [VII.481 può 
essere scritta come 




[VTI.49] 



Cosi come la [VH.47], anche la [VII.49] vale per un numuro qualunque di 
circuiti: l k rappresenta la conente circolante nel circuito fc-esimo, e il 
[lusso attraverso il circuito fc-esiroo del campo dì induzione lutale B 
(incluso quello generato dal circuito stesso). 
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VTI.8. 3 Energia magnetica c forze su circuiti 

Consideriamo un generico insieme di N circuiti; il fc-esimo, sia per- 
corso dalla corrente / t ed abbia resistenza complessiva R t . L'energìa 
magnetica dell'intero sistema assume la forma [VII. 49) 



./V) 



Il segno dei vari termini éì 
questa relazione ccteLerrninaLu 
anche duMa seguente semplice 
consklern/j^inL:: nell'uni LÀ di 
Lem pò. Li) variazione di energia 



nia è pan ri ia- 



ETH^nCLUià 

vnrn comunicalo al circuito 
dalli force esterne (fi® - ^) 
più il !»v<|ro erogalo dui ge- 
ncraJori (V /j^) meno il lavo- 
ro dissipato per cffenn Joule 



dove *, è il flusso concatenato con il j'-csimo circuito del vettore induzione 
magnetica B generato da tutti i circuiti costituenti il sistema 

Supponiamo ora di operare una traslazione virtuale del t-csimo cir- 
cuilo del sistema, mediante l'applicazione di una forza estema F i} che 
imprima al circuito stesso una velocitò f w molto piccola, m modo ebe si 
possa trascurare l'energia cinetica associata a <rucsto movimento. 

Il corrispon dento lavoro virtuale per unità di lampo è #llora t m v**' ed 
il principio di conservazione delf'encrgia deve essere scritto tenendo conto, 
oltre che della potenza meccanica • \ w IrasIbriLa al sislema di circuiti 
per azione della forza esterna F a , anche dai seguenti altri contributi per 
unità di tempo: 

a) dU u !dt, relativo all'energia magnetica U M del sistema di circuiti; 

b) dUgldt, relativo all'energia complessivamente dissipala per effetto Joule 
nelle resistenze R t dei vari circuiti (potenza Joule); 

c) dVjdt, relativa al lavoro elettrico fornito dai generatori di f.e.m. inseriti 
nei vari circuiti costituenti il sistema. 

Il principio di conservatone dell'energia rapportato all'unità di tempo 
implica: 



-f<w . 



di 



dV g 
dt 



dt 



[VII.50] 



Limitiamoci ora al caso in cui tutte le correnti nei vari circuiti siano 
mantenute costanti, mentre arvviene la (rasiamone virtuale del i-csimn cir- 
cuito. Ciò vuol dire che i vari generatori debbono lavorare aggiustando le 
rispettive fe.in, £ in modo da soddisfare la condizione t s - costante (con 
j— 1,2, A'), In questo caso i vari lermini della [VU.50) assumono la 
forma: 

àt dt\2 2 h ' s dt 

<ìt L " J 



dU t 
dt 



Il segno negativo dell'ultimo termine tiene conto del fatto che, in corrì- 
spondenza ad uno spostamento del circuito fc-esimo che Taccia variare il 
flusso di È concatenato con il circuito /-esimo, si ha in quest'ultimo una 
f.e.m. indotta l—dfyjdt). Consideriamo, a titolo di semplice esempio, il 
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'-'pi'' caso di due circuiti disposti come in figura (correnti concordi c forza 

magnetica attrattiva), 
; : La forza esterna F"' applicata al circuito 2 allontana i due circuiti e 
: tu compie un lavoro positivo (forza e spostamento concordi). Durante l'allon- 
tanamenco il flusso diminuisce e la forza f.e.m. indotta (— d<t,/<ft), pet ' a 

y legge di Lenz, tende a far passare corrente nel circuito 1 concordemente ad 
; * /, e. quindi il generatore del circuito 1 deve aggiustare /, per mantenere I i 
rf: costante; dunque il prodotto I,f t deve diminuire, realizzandosi cosi una 

i variazione negativa in concomitanza di un lavoro meccanico positivo della 

f r - forra esterna. 

H £ da osservare che, rispetto alla situazione di circuiti fermi, il genera- 

la (ore f, eroga minor pofenra e quindi realizza un «guadagno» di energia, 
;': mentre l'energia magnetici) del sistemi diminuisce (come si vede dalla 
i ; [Vll,46], in cui il termine di mutua induzione diminuisce con l'allori tana- 
: mento dei circuiti, mentre i termini di autoeneegia restano invariati perché 

le correnti non variano ed i singoli circuiti non si deformano). 
t Ncll'esplicitare ia [VTIJOI nel caso considerato (correnti costanti) 

; teniamo anche conto tlclli; equazioni dei singoli circuiti: 



fj 



- = TjRj ovvero fi — àjRj \ 



dt 



dt 



così che possiamo scrivere; 



e quindi: 



d®. 



dt 



IV1I.51] 



È importante osservare che nella [VH.51J, valida per correnti costanti, 
il eoniributo energetico dovuto ai Reneraroti dj fle.m. è in modulo pari ai 
doppio del termine di energìa magnetica ed ha segno opposto rispetto a 
Questo. )_>uoaue, ad un lavoro virtuale positivo delle forze esterne si accom- 
pagna un «guadagno» complessivo di energia, rispetto alla situazione dì cir- 
cuiti fermi, pari al modulo della corrispondente variazione di energia ma- 
[ rf*. 

gnelìca dV^dx^-^i^lj—^-. La {VTI.ilj diventa pertanto: 



-j5ft> . yW + 



di 



= 0 



Tenendo conto che, perjsarantire una traslazione virtuale a velocità tra- 
scurabile, la forza esterna/^ deve essere uguale in modulo e di verso 
opposto rispetto alla forza f k> che il campo magnetico esercita sul circuito 
fc-esimo, sì ha: 



dt 



(VH.52J 



In termini di componenti cartesiane la (VII,52] si scrive, per ogni tra- 
slazione virtuale a velocità v w : 



il che implica: 



JP vf + //> \< } *> + /,«> v * = 



òx?» 



Jl»-. 



W„ 1 



[VU.53J 



È da osservare che ie derivate dell'energìa magnetica sunn prese con il 
segno positivo, al contrario di quanto accade nei caso dell'energia poten- 
ziale meccanica. 



L'espressione dell'energia magnetica totale di un insieme -di circuiti 
percorsi da corrente è, come già visto, 

e consta di autoenergie dei singoli circuiti (del tipo L t ìjil) e di energìe di 
accoppiamento tra i vari circuiti (del tipo M^l k I Jf . 

Nell'operare derivazioni parziali spaziali dell'energia magnetica, se si 
considerano costanti le correnti ed indeformabili i singoli Circuiti {in modo 
lalo die sono costanti i coefficienti di autoinduzione Lj), allora le derivate 
dell'energia magnetica totale coincidono con le derivate della sola energia 
di accoppiamento. Per un singolo circuito percorso da corrente ! k l'energia 
di accoppiamento risiili» essere 

dove *£i È il Busso concatenalo con il fcesimo ciruho del campo B gene- 
ralo da tutti gli altri circuiti (escluso il it-esimo). 

Per quanto appena detto, nel calcolo delle forze agenti su un circuito 
percorso da corrente / e posto in un campo esterno costante B al , si può 
scrivere per l'energia magnetica da adoperare neile derivazioni parziali della 
[VTI.53J: 

u= + rvn.54] 



Esempio 

E.VH.15. Consideriamo uh solenoide di lunghezza I = i(f cm, continuo da N = 1000 
... ' spi™, di area ■ j = 1 cai percorse rf« corrente l ^ i A., flèl solenoide irtene 
■■■■ ■ , inseHta uh ,nudep dì ferro dolct; It condizioni di tavùro sttùo laii -che il 
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v nucleo ha una caratteristica B (H) approssimativamente limare, coslct-M ti 
; può forre B - VaV-M can p,= 1000 t Calcolare la fona con cut II nucleo 
viene risucchiato dentro il solenoide. 

Usandoli riferimento indicato in figura, si tratta di calcolare A; notare che per 
come è " stilo scelto il verso dell'asse x, f x > Q indica, una forza attrattiva. 
Avremo 



A = + 



dove per '.a (VI1.44) e la (VH.361 dobbiamo pone 



con : ^'» W3t™ts. Quando il nucieà e insofita.p'Er un tratto x, tenuto conio dell» 
iVIUiJ .4 della '.VlUJ.al avremo; .'.:;.■!■.:„:'.;;,;,„...,. . 



dunque 



è -infine 



Poiché u r > 1 la forza è attrattiva. Osserviamo per inciso che se fosse p, < i (nu- 
cleo diarnagrj etico) sarebbe f x < 0 e dunque, impulsiva (seppure: tnolto meno intensa 
rispettò al caso di nucleo fetfomagoeuco) coerentemente eoo la fenomenologia 
qualitativa descritta all'inizio del capitolo Nel caso dal nucleo di ferro, Mmer 
tìeaiBftnte (ponendo p,= 4 n -10' ■ Ùs/m; =■ Mf~ IO 4 spire/m; 10"* m } ; 
.i. 1 «. tQQC) abbiamo . . ,.i . I 



Forza di risucchio 



Per sostanze dia magnetiche la 
forza sarebbe repulsiva 



IO' - 6.7% N 



del qvrefcirdi tetro (aiindrelto di tar^^iÓ «m trózierié V-sm 1 ) è deli'oruuic di 

^^^p^v^AS^^ ....>.... .Z 

' ; '.X Ìl mleresmte c^iyiirejxSc, .per i] mucchio ~àèi nucleo ; di ferro, il . «sterna 
«vuliie WrSe stati di enwgia irà^etjca rmissW antoinduttaitzs L 

cresce; all'aumentare di x), ' . ■ " ■: ■ ^ ; ■ . \ \ 



VIT.9. Espressioni generali dì tipo locale per l'energia magnetica 

Al fine di sviluppare l'espressione [V1I.49] dell'energia magnetica associata a 
un certo numero di circuiti percorsi da corrente, consideriamo in maggior dettaglio 
il circuito jt-esbno. Esso sarà in realtà costituito da un conduttore di sezione non 
nulla a k chiuso su sé stesso (ad esempio anulare, come mostrato in figura) percorso 
da corrente rappresentabile come flusso di una densità di corrente 



h =\ àh= . J k ■ dd„ 
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t-ftsimt: .circuito 



Densità di energia magnetica 
crime prodotto 1 A 



De risila cU ototkm magnetica 



Densità di energia magnetica 
ne] caso non stazionario 



Decomponiamo il circuito in LjnmlemN di circuiti eiemenlEiri filiformi ^ di sezione 
d<j k che siano tubi di flusso di.J^. IL generico di tali circuiti elementari fe percorso 
dalla corrente 

dl k = Jz > do* 

Detta 5"; una superfìcie che abbia come contorno, riscriviamo la [V1L49] come 
somma di tutti ì contributi elementari dei tubi elementari i t di corrente in cui i vari 
circuiti sono stati decomposti. Sì ha; 

ifc--fL'.«.--K[L r * '^-1/ ■**]■ 

dove, naturalmente, ^ È il potenziale vettore di È (8 « V xjl}. Tenuto conU) che 
/ t È parallelo a l//^ e che dn^ (eswcndo una sezione normale) è anch'esso parallelo a 
dt t , la precedente relazione può essere strilla .ciime 

dove dt^ = srfjfc è l'elemento di volume del circuito e il suo volume totale. 
Considerato che la somma sull'indice k copre tutti ì circuiti presenti nello spazio e 
che la densità di corrente Jt b nulla fuori dai circuiti, possiamo scrivere la prece- 
dente relazione come: 



J A dt 



dove t ì un qualunqus volume che contenga tutti i drcuili. Vediamo che Ih [VII, 5 5] 
i formalinenle analoga alla espressone [I7.2S] dell'energia elettrostatica, col pro- 
dolio scalare J • A frali derisila di corrente e il potenziale vettore al posto del pro- 
dono pf fra la densità di carica e il potenziale elettrostatico. 

Contrariamente alle relazioni LVH.4TJ e [ V[ 1.49], che esprimevano l'encr^ 
magnetica In termini di prodotti di grandezze fisiche « integrali», c- quindi calcolate 
ciascuna in dipendente meri le dall'altra uello spazio, la [VII.50] esprime tale energia 
in fama locali, cipe come integrale di una densità di energia magnetica 



rvn.56] 



costruita moltiplicando fra di loro le grandezze J ci A calcolate nella siesta posi- 
zione dello spazio. Ci aspettiamo dunque che la, [VIL55J abbia validità più generale 
dell* relazioni non locali [VII. 47] e [V1I.49], essendo in grado di esprimere l'energia 
magnetica anche nel caso non stazionario, pur di sostituire in essa Le espressioni 
che J e A assumono nei raso non stazionario stesso; in particolare al posto di 1 
dovrà essere posta la densità di corrente generalizzata J -* J-\- ÒD/Òi (vedi ecj. 
[V1I,18]) 



[VIL57J 



Questa conclusione e confermata da ETevidenza sperimentale. 
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A panìre dalla [V1L57] è immediato esprimere l'energia magnetica in termini 
del campo magnetiti. Tenuto canto della quarta equazione di Maxwell (eq. 
[VIL2Q]) la [V1L57] può essere scritta come: 



(V x H ) A 



che sostituita nella [VIL55] ci dà pei l'energia magnetica Inespressi or e: 

Questa relazione, tenendo conto della identità veiinriale 

? ■ {ìl x A ) - (f x H) ■ A - H ■ (f x A ) 
(vedi relazione d.2 di label la V.l pag. 20B), può essere scrilla tome; 



4- [(fi-i). 



[VTI.581 



dove S è la superficie che racchiude il volume t. Neirultimo passaggio, abbiamo 
usato il teorema della divergenza p_er il primo integrale, mentre per il secondo 
abbiamo usato la relazione [V.46]: V x A - B. La [VI 1 .5 RI è del tutto analoga alla 
[11.34] per il caso elettrostatico, ed ammette la stessa interpretazione discussa a 
commento della [11.34] stessa. La funzione (analoga della [111.42] per il caso elettro- 
statico): 



-i-j/.é = ; E " T Jt [VII..59] 



(fùItzioDc dello spazio e del tempo nel cauù generale; l'unzione solo dello spazio nel 
caso stazionario) rappresenta l'espressione della densità di energìa in termini dei 
campi H e È. Come nel caso elettrostatico, cosi anche nel caso magne tenia lieo ìl 
contributo dell'integrale dì superficie nella |VIIJ8] tende a zero al tendere all'infi- 
nito del raggio della superficie S (per r — m , A — 0 come 1/re H -* 0 come l/r 2 , 
vedi eq. [V.19] e [V.541). 

Mei caso non stazionario, invece, vedremo che il campo clcltromaiinetico può 
propagarsi alla velocità della luce nella forma di onde elettromagnetiche. Le moda- 
lità di propagazione delle onde elettromagnetiche sono tali che il flusso di energia 
del campo elettromagnetico uscente da una superfìcie S resta diverso da zero anebe 
molto lontano dalle sorgenti (al lìmite, anche per r -» o>). Questa circostanza, che 
verrà da noi discussa in termini approfonditi nel cap. IX, rafforza tuiziché indebolire 
L'interpretazione che L'energia elettromagnetica sia dislocata realmente nel campo 
elettromagnetico stesso, e da esso trasportata; fenonemi di trasferimento energetico 
si verificano infalli dovunque sia presente il campo elettromagnetico, anche quando 
questo agisca in tempi e luoghi molto distanti rispetto ai tempi e luoghi in cui agi- 
scono le sorgenti che hanno generato il campo stesso. 

A conclusione delle precedenti considerazioni su energia magnetica ed azioni 
meccaniche su circuiti, vediamo alcuni semplici esempi. 



Densità di energia espressa in 
termini dei campi 



Eseratjù 



E.YIL16. Un solenoide, di lunghezza i molto maggiore dei raggio r t è realizzalo con fV 
spire uniformemente avvolte in modo compatta. Calcolare la pressione p 
(Sorsi normale per unità di superfìcie) cui è sottoposto il solenoide quando 
in esso circola corrente L 

In questo icaso Punico termine di energia magnetica e U u £/*/2; il solenoide 
è meccanicamente isolato, e dunque il risultante e il momento risultante delie forze 
su di esso agenti sono nulli. Si tratta di calcolare la forza che ogni elemento del sole- 
noide subisce ad opera delle restanti parti del solenoide stesso, Clonsid arata la simme- 
tria cilindrica del sistema, la forzo df subita dall'elemento di superficie dS e nor- 
male all'elemento di superfìcie stesso e il suo modulo dFl indipendente da dove è 
dislocato l'eleménto ilS sul solenoide/ La pressióne Sforza per unirà di superficie) 

: . - ■ ■ p - ,!HdS ■ ;- ■ ■ ■ 



è dunque, uniforjne su tutta la superficie laterale dei solenoide, e pertanto può 
essere calcolata applicando il principio dei lavóri virtuali, rispetto al oaranHJlró geo- 
metrico r, ftlTenenpn di tutto il solenoide, e dividendi "per la superticie laterale 
lutala S- ÌT.r! ' 

Nell'ultimo passaggio abbiamo tenuto conto del fatto ette L = p-ì-ii 1 (vedi eq. 

[VU21]), e dunque -^-^u AF '^" r . 

Queste sollecitazioni ioteme di tipo magnetico, possono essere nella -pratica 
assai rilevanti, e dì esse si deve tener conto nella progettazione delle caratteristiche 
meccaniche del dispositivi magnetici. Ad esempio se N= 10"; 1 = 0,1 m; ii r - I 
1=5 A, risulta j> a Ù - 10 s JV/m 1 = 1,5 atm : 



E.Vn.17. lina piccola spira cùwlarg rìgida C; di raggio K; percorsa ita eortenlt li è 
posta al centro di una secondo splt/i dm/tare C, di rogjdo kR, (R, » Ri) 
percorsa, da corrente lì- Lo normale h*i a Ci forma, un angolo & con. la ttO£ 
trlaìt H) a Ci . _Ca!colare la forza lisiìltms F e tì mometita risuliaruc M 
'■ agenti su .Ci ad opera di Ci- 

■ Scugliarno un "(fedina di riferimento cartesiaw ton orig.p: nel ceri ho della 
spira Ci; asse z parallelo a jfi e asse x normale- al pianò 'n\&i 

L'energia magnètica- U K del sistema può essere espressa tramite la (VI1.46]: in 
essa l due termini (1/2) t,.If e (1/2) J^J} di auto-energia sono costanti (indipen- 
denti dalla posizione relativa dei due circuiti); a meno di una costante possiamo 
dunque porre che l'energia magnetica sia pari all'energia di mutua interazione- 
Dunque: 

La. dipendenza dalla posizione relativa è contenuta cella dipendenza di dal 
parametri geometrici, cioè dall'angolo a e dalla posizione r ^ (x , y, z) della spira Ci 
rispetto al centro della spira Ci (cioè rispetto all'orìgine). 

Per il calcolo di M„, ricordiamoci la definizione [VII.28] o rVHJO]; 

M = «M&> _ *i(à t ) 
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"J>o1cW' ^ ajrìra Q è molto più piccola di Q, È . assai più semplice il calcolo di 
«.0,> («jié alrteno per r= 0 può essete taeilrrisnte eseguilo in termini approsai- 
-mali} che non il caltelo di ®i{8i). Si ha infatti, analogamente a quanto visto 
nell'esempi" E.VI1 7: 



Dunque; 



o -iftitne: ' - 



3, 



2R, 



0;«) . -^^-^- r.^ cos» 
- Mnltti - rfjEj^ii Scosti. 



tolctìe ls;sptr? Cj È jusdinilabile » wi sistema Hgidn, una volta determinata l'emergia 
Un U calcolò delle sollecitazioni -meccaniche -si riduce al calcolo del gradiente (per 
óttóocrt II risultante) e al calcolo delle derfrar* -rispètto agii angoli (per avere le 
co»! ponenti del momento); vedi le equazioni [Vn.53]. 

Ne): nostro presente caso, il campo Si (e dunque anche Mjj) per ragioni di sim- 
metria ammette un massimo al centro di G, cioè per r= Q. In lale posizione è per- 
ento nnQo il risultante delle forze "agenti su C 2 

Quanto al momento, k diversa da zero solo la componente ortogonale al piano rfi 
che indivìdua l'angolo a, ciò*, la componente x: 



- l/,/*- a intinti 

- .: 2tt\ ■ - ... - 



U, ~ 0 
M, - 0 



È^VIl.LSw Uà ètf.rrroniagnetè è coyifutto da uri'orìetto dì ferrò dolce. fa — 1000). taciti 
... ■ . ' !l>>t$ieziti, stilla linea mediam i I '=. W.&it e'to $ ™ (SI)™ 1 , ai» flit 

.-. .. ■ . . ; ! ■ ^ Wft!™ ff.'o d< - l 000 stite', per enrié da corrette I = 2 À , e W 'rafernt 
. " dt speziare ì cm. Calcolare la forza / 'còn car si attraggono le éspùn- 

'" " 'sióni polari. ,'" 

: Usiamo la approssimazione di circuito majnietlco (vedi par. VL?,1) secondo cui 
B e ortogonale ad ogni sezione normale del circuito e *(ff) è costante in ogni 
codone (flusso disperso nullo). Si ha pertanto: f 



*(i) = BS = 4(5„) = fl„S 



da cui B = S 9 



dove 5 e l'induzione entro il ferro e B t nel trafèrro- 
Applicando ora il teorema della circuitazione lungo la linea mediana / si ha 
(vedi eq. }V1.5J|) 



S 



IV 
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da cui: 



La densità di energia magnetica dentro il ferro e ne) trafisso è dunque, rispettiva- 
mente: 



_L *1 
2 f 



—T^—r 



1. # 



1 ^N'I 1 



e, l'energia magnetite totale t/y del circuito' é: " 

. u !l =»sti » n s* = -f--7- ; -i 



Tenuto conto ora rielLa eq. [VH.53J, possiamo calcolare la forza / come: 

3 fi, 



/ = 



dx 



Si ottiene: 



/=-■ 



1 ìh^fiS 1 B 2 S 

I li» 



La tbrw è. assaliva, e dunque attrattiva (opposia ai). S<BtilucnijD i valori numerici 
nel caso in .esame, si Ila / - UH N. 



Elettrogpneratori 
Motori elettrici 
Alternatori 




VII, 10. EktSfogetwratori e «tori elettrici 

L'induzione elettromagnetica i alla base di una grande variata didispo- 
sitivi elettrotecnici destinati alle applicazioni più diverse. Qui ci limitiamo a 
descrivere il principio di funzionamento dei più comuni dispositivi apparte- 
nenti a due grandi categorie di applicazioni: quelle P« 'a conversione di 
energia meccanica in energia elettrica (elettrogeneraton) e quelle per la con- 
versione di energia elettrica in energia meccanica (motori elettrici), 

1 più comuni elettrogeneratori sono gli attentatori- Lo schema del più 
semplice fra gii alternatoti è mostrato in figura: si tratta di una bobina 
(detta ((indotto») girevole intorno a no asse fìsso à entro un campo magne- 
tico B generato da un elettromagnete («induttore») eccitato da ^oppor- 
tuno avvolgimento. Se. per semplicità, supponiamo che il campo S entro 
cui la bobina ruota sia uniforme, il flusso concatenato con la bobina stessa 
(formata da N spive di area S) quando la normale A alle spire forma un 
angolo a con la direzione del campo B è: 

<6(if) = NSBwsa 
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Supponiamo che la spira ruoti con velocità angolare costante u per azioni 
di un dispositivi) meccanico (turbina azionala da. un motore termico, da 
acqua lluente, ecc.). Abbiamo allora a = w/ (avendo posto /=0 quando 
a = 0), e quindi: 

Poiché questo flusso non è costante nel tempo, la bobina è sede di una 
forza elettromotrice F(t): 



carico 



F(i) = - 



d<b{B) 
4t 



A r SB«shiù>r = F„sin<i>( 



LVli.60] 




Attraversii opportuni contatti mobili (realizzati mediante due anelli metal- 
lici posti sull'asse à di rotazione, isolali fra di loro e rispetto all'asse, su cui 
strisciano premute da molle due spazzole usualmente costituite da elettrodi 
di carbone) questa forza elettromotrice «alternata» può essere chiusa su un 
circuito esterno («carico») che utilizza la potenza elettrica così prodotta 
secondo modalità che vunanno discusse nel prossimo capitolo. 

Per minimizzale la riluttanza dei circuito magnetico la bobina dell'in- 
dotto è usualmente avvolta su un nucleo di fèrro dolce, in virtù del quale il 
traferro complessivo del circuito magnetico è ridotto a due sottili lamine 
d'aria. Di solito, nella pratica gli alternatori hanno geometria assai diversa 
rispetto a quella indicata schematicamente più sopra. È usuale che l'indotto 
sia fìsso, e abbia forma di anello con espansioni polari che si protendono 
verso l'interno. Intorno a ciascuna espansione è realizzato un avvolgimento 
dell'indotto. L'induttore, per sua parte, ruota internamente: la sua geome- 
tria e le sue bobine di eccitazione sono costruite in modo da fornire all'in- 
duttore stesso più coppie di poli magnetici nord-sud, che si presentano in 
Fase alle coppie di espansioni dell'indotto. È chiaro che, concettualmente, 
un tale alternatore equivale a più alternatori, che vengono poi opportuna- 
mente collegati fra di loro (ad esempio in serie, o in parallelo). 

Uno dei vantaggi di questa geometria è che l'indotto, che è il circuito 
di questo dispositivo in cui circola la maggiore potenza, non richiede con- 
tatti mobili; questi ultimi sono richiesti solo per alimentare gii avvolgimenti 
di eccitazione dell'induttore rotante. 

Un altro elettrogeneratore di uso comune è la cosiddetta dinamo: 
costruttivamente, essa è realizzata in maniera .assai simile a un alternatore a 
indotto .rotante. L'unica differenza consiste nel fatto che i capi della bobina 
dell'indotto, anziché essere collegati a due diversi anelli collettori, sono col- 
legati alle due metà di un unico anello colìettore, a contatto col quale sono 
due spazzole disposte in posizione diametralmente opposta. Per conse- 
guenza, ogni spazzola è a contatto con un capo dell'indotto durante un 
mezzo giro; e con l'altro capo durante l'altro semigiro. Il passaggio del con- 
tatto dall'uno all'altro capo avviene proprio quando la forza elettromotrice 
passa per il valore nullo; e la forza elettromotrice applicata fra le due spaz- 
zole risulta pertanto pulsata anziché sinusoidale, una delle due spazzole 
risultando sempre positiva rispetto all'altra. Una versione più sofisticata 
della dinamo è realizzala col cosiddetto anello di Pacinotti che permette di 
ottenere una forza elettromotrice pressoché costante sovrapponendo un 
gran numero di forze elettromotrici pulsate opportunamente sfasate fra di 
loro. Ciò si realizza mediante un indotto con avvolgimento toroidale suddi- 



Forza elettromotrice alternai» 

F ' 




Anello di Pacinotti 



318 Copitelo settimo 



Motori delirici 



Motori in corrente continua 
M . 



ir 



Motori iti ultimala 
Motori sincroni 



MoLoij asincroni a campo ro- 
tante b i 



viso in moite sezioni, ognuna delle quali è collegata a un diverso segmento 
cilindrico di un unì™ collettore anulare, su cui strisciano due spazzole dia- 
metralmente opposte. 

Anche i motori elettrici possono essere realizzali in una grande varietà 
dì modelli, appartenenti alle due grandi categorie dei motori a corrente con- 
tìnua e dei motori a corrente alternata. 

Consideriamo una spira {«rotore») libera di rumare intorno ad un asse 
a ortogonale al piano del disegno, percorsa da conente I circolante in senso 
antiorario intorno alla normale n, e immersa in un campo di induzione B 
uniforme e costante generato da un magnete («statore»). Se la normale n 
alla spini forma, con B un angolo a negativo, il momento tende a far ruotare 
la spira in senso antiorario; ma quando, dopo essere passato per e = 0, l'an- 
golo a diviene positivo, il momento agente sulla spira tende a Tarla ruotare 
in Senso inverso (orario). So però, nei momento in cui l'angolo passa per 
a— 0 noi invertissimo il verso di circolazione (iella corrente nella spira, il 
momento su di essa agente sarebbe positivo sia per a > 0 che per tr < 0, 
e la spira sarebbe spinta a ruotare con continuità intorno ad ». È questo, 
per l'appunto, il principio dì funzionamento dei motori in corrente contìnua. 
La tecnica utilizzata per invertire il verso di circolazione della corrente nella 
spira è esattamente fai slessa, da noi descritta più sopra, usata per prelevare 
corrente circolante sempre nello slesso verso dall'indotto di una dinamo 
(due spazzole diametralmente opposte a contatto con un collettore diviso in 
due semiciliudri). Io effetti un motore in corrente continua non è altro, in 
linea di principio, che una dinamo il cui indotto viene alimentato dal- 
l'esterno, attraverso le spazzole, con una fòrza elettromotrice costante. Uno 
dei limili dì questo tipo di motore sta nel fatto che le spazzole sono sotto- 
poste ad usura; il principale vantaggio è che la velocita, a parità di potenza 
meccanica erogata dal motore, può essere variata variando semplicemente 
la corrente circolante nel rotore, cioè variando la tensione di alimentazione 
di quest'ultimo. 

I motori a correrne alternata appartengono a loro volta alle due grandi 
categorie dei motori sìncroni e dei motori asìncroni 

Un motore sincrono è anch'esso costituito da un magnete Esso fra le 
cui espansioni pu<> ruotare una bobina. Quest'ultima fe alimentata in alter- 
nata, e quindi la corrente circola per mela periodo in un verso e per metà 
periodo in verso opposto. Se la velocità angolare w di rotazione dd rotore è 
pari alla pulsazione w 4 della tensione alternata che alimenta, il rotore, si rea- 
lizza una situazione del tutto simile a quella discussa più sopra per il caso 
del motore in continua. Questo motore è più semplice dì quello in conti- 
nua, ma è anche meno flessibile perché la sua velocità angolare non può 
essere variata: in particolare, in fase di avvio è necessario portarlo alla velo- 
cita angotare di lavoro u> u usando un servomotore di avviamento. 

1 motori osiflcroni sono delli anche motori a campo rotante* 

Consideriamo uno statore costituito da tre bobine uguali i, Ih b 3 gia- 
centi su tre piarti (normali a! disegno) che formano l'una con l'altra un 
angolo di 120 ^ Al centro, ognuna delle bobine genera un campo - rispetti- 
vamente 5,, ifj, B-, - ortogonale alla bobina stessa. Se le bobine sono ali- 
mentate in corrente alternata di pari ampiezza, ma sfasate l'una rispetto 
ail'altra di 1/3 di perìodo, è facile verificare che il campo risultante: 



' b s B = B, + B 2 + Bj = .Boi eos w / + -fim cos *>( + — - L l + B m C0slt)( + 



4it\ 

~ì 
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è ua campo di modulo costante — 2 = — 2 = — 2 ruo ' an ' e con 

velocità angolare u intorno all'asse à ortogonale al piano del disegno pas- 
sante per il centro. Un rotore costituito da una spira rigida chiusa su sé 
stessa e libera di ruotare intorno all'asse i, diviene sede di corrente indotta, 
e viene quindi trascinato nella sua rotazione dal campo rotante. Se al rotore 
non è applicata alcuna coppia resìstente, esso raggiunge a regime il sincro- 
nismo col campo rotante: la corrente indotta è allora nulla, e nullo è anche 
il momento motore con cui viene trainato dal campo rotante. In presenza dì 
una coppia resistente, il Tutore ritarda di qiiantu basta perché la coppia 
motrice ài natura elettromagnetica uguagli la coppia resistente. Un motore 
asincrono non richiede né contatti mobili né servomotore di avviamento. 
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Esercizi del VÌI capìtolo 



I 



VILI. Un filo conduttore di resistenza trascurabile è rigido ed è piegalo ad U e 
disposto in un campo magnetico uniforme e costante nei tempo, di indu- 
zione magnetica ir = 0,5 T, perpendicolare al piano definito dalla U stessa 
(ed uscente dal foglio nel caso della figura). Sul filo può scorrere senza 
attrito un conduttore CD, di lunghezza /=20cm e resistenza R— 10 Q, 
che realizza nei punti Ce D un contatto strisciante con il (ilo ad U. Il con- 
duttore CD si muove con velocità costante v = 2 mfs, perpendicolarmente 
ai lati paralleli della U. Calcolare i! modulo della forza / che è necessario 
applicare dall'esterno al conduttore mobile CD, perché si muova alla data 
velociti costante v. (Risposta: F= 2- IT 1 ti) 



VI1.2. Nella situazione doli erKitizio VII.], calcolare la potenti W dissipata per 
effetto Joule nella resistenza R e confrontarla con la potenza meccanica P 
[iella forra esterna F. (Risposta: W- P= 4 ■ 10 ' u>) 





VJ.1,3. Nella situazione degli esercizi V1U e V11.2, supponiamo che la sbarretta 
CD abbia massa m = 30 g e che, ad un certo istante /= 0, la sua velocita sia 
v„ = 2 m/s e che, allo slesso istante, la forza esterna cessi bruscamente dì 
essere applicata. Nel moto decelerato che segue, quale sari la velocità della 
sbatretta si tempo i=10s? (Risposta: v=l,44m/s) 



VIIA Una sbarra rigida OC conduttrice, di lunghezza / = 20 cm, è saldata ad uri 
asse un' rigido, conduttore ed ortogonale alla sbarra stessa. L'asse è mante- 
nuto in rotazione da una coppia di momento M in modo che la velocità 
angolare sia costante e valga u> = 50 rad/s. L'estremo C della sbarra garan- 
tisce un contatto elettrico strisciante con un nastro conduttore a forma di 
circonferenza di raggio A Tra il nastro circolare e l'asse di rotazione aa' è 
disposta una resistenza Ji — 100 li (il collegamento con l'asse è realizzalo 
con un con Latto strisciante CO. Il dispositivo è immerso in un campo di 
induzione magnetica fl 0,3 T, parallelo all'asse aa\ uniforme e costante 
rie! temilo. Calcolare la corrente che Dassa nella resistenza R e la potenza 
meccanica che ht coppia di momento M eroga per manrenere ia sbarra in 
molo rotatorio uniforme. Considerare trascurabili la resistenza dì tutte le 
Darti diverse dal ranno DC e nulli gli «Uriti. 

(Risposte: / = iinA, P- 9 - 10 1 m) 



YIIJ. Una spira conduttrice rettangolare MNPQ, di lati / ed A, costituita da filo 
omogeneo di sezione costante, ruota intomo al suo [alo UN con velocità 
angolare u. Nella zona di spazio in cui la spira mota i presente un campo 
magnetico uniforme e costante nei tempo, di" vettore induzione magnetica 
3 perpendicolare all'asse di rotazione UN della spira. Calcolare il valore 
massimo deila d.d.p. tra i punti F e Q della spira nel caso in cui sia / = 
20 cm, h= 10 cm, B - 0,5 T, a= 150 rad/s. (Risposta: 1 V) 



V1L*. In una zona di campo B uniforme e costante nel tempo (diretto orizzontal- 
mente in figura) ruota, con velocita angolare u intorno al diametro orizzon- 
tale MO, una spira conduttrice chiusa MNOM, a forma di semi circonferenza 
rigida di raggio R, Calcolare il valore della corrente che circola nei circuito 
e la d-d-P- tra i punti M ed N, per effetto della, sola forza di Lorentz. 



(Risposte: 



¥ K - Vh^uBB 1 /!) 
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mi. 



Ut» spila rigida, retwngolare con tuli iti lunghezza a e b, massa ni e resi- 
stenza R, si muove di moto traslatorio con velocità costante Vj, su un piano 
orizzontale. La velocità v, 6 parallela al lato della spira di lunghezza n. 
Sulla spira non si esercitano forze fino a che non incontra una regione di 
spazio (x ^ 0 nella figura) in cui è presente un campa di induzione magne- 
tica 8 uniforme, costante nel tempo ed ortogonale al plano della spira. 
Ricavare l'espressione della velocita delia spira quando il lato CD è pene- 
trato nella zona di campo magnetico per un tratto I— a/2. Trascurare feno- 
meni di autoinduzione e supporre Cile sìa molto brusca la transizione dalla 
zona priva di campo (x < 0) alla zona con 5 * 0 (* ^ 0) 

in- ! B ' b ' 
I Risposta: " 



(Risposta: T-v,-(ii.)/j 



Una spira conduttrice rettangolare, rìgida, di vertici CDEF y lali di lunghezza 
CD = a = 20 cm e CF— b = 10 cm, resistenza R = 2Ù,ò punta, nel vuoto, 
nel campo magnetica generato da mi filo rettilineo indefinito, posta usi 
l>ìano della spira, parallelo al lalo Ci> jed n distane 1 ^ 15 cm da esso, per- 
corso di corrente costante 1 — 1U A. Adi un certo istante, tìm legge tempo- 
rale non nota h la spira viene fium ruotare di IRtT intorno alla dilezione CD. 
Calcolile la carica totale Q che sì sposta nel circuito rettangolare per effetto 
ttolia rotazione descritta. (Risposta; £=0,18 tiC) 




VII.9. 



VH.10. 



In una spira circolare fissa» di raggio Jì = 10 cm, passa una conente 
/— 20 A. Sull'asse di questa spira (asse x), è disposta, nel vuoto, una pic- 
cola spira circolare di raggio r= 0,2 cm, con centro sull'asse della spira fissa 
e con il suo piano parallelo a quella. La spira piccola ai muove di moto tra- 
slatorio lungo l'asse x con velocita costante v— } m/s. Calcolare la f.e.m. 
indotta sulla spira mobile quando la distanza Ira le due spire È rf= 5 cm. 

(Risposta: /, = 4,06- 10"* V) 

Un circuito triangolare CDE, di resistenza FL, è posto, nel vuoto, nel campo 
magnetico generato da un filo rettilineo percorso da una corrente 1{J\ che. 
in un certo intervallo di tempo, e rappresentata dalla relazione /(/) = at l 
con a costante. 11 filo rettilineo giace nel piano individuato dal circuita 
secondo la geometria indicata in figura. Trascurando fenomeni di autoindu- 
zione, ricavare l'espressione della «WKllte i(r) circolante nel circuito. 

— t co, A-J^-i 



vini. 



£hnl^, 1 1 cavali. L »lfl»3l 

^Risposta: j(0 = ^ 



i circolarne nei circuì iu. 



in una zona di spazio ,è presente un campo di induzione magnetica .8(0 
uniforme, che passa dal valore iniziale B— 0 per ' = 0, al valore massimo 
E( oo } = IT con salila esponenmle di costante di tempo t = 3 a. Su un 
pianò perpendicolare alle lince di forza B è posta una spira di area 
A = 40 cm e resistenza R = 0,5 Q, Trascurando l'induttanza della spira, 
calcolare la quantità totale dì calore Q che sì sviluppa in essa dal tempo 
r= « al tempo /* = 2 s, (Risposta: 9,8 ■ 10"' J) 




VH.I2, Un solenoide toroidale in aria è costituito da iV= 5 . IO 1 spire circolari di 
area A — 1 cm 5 ed ba raggio a = 10 cm, mentre la sua resistenza elettrica è 
R = 50 £1 Lungo l'asse de] solenoide (vedi figura) si muove con velocita 
costante v = 10 m/s, un pacchetto di particelle praticamente puntiforme di 
carica complessiva q = 5 - 10~* C. Calcolare la carica totale Q che passa nel 
solenoide tra un istante iniziale, in cui la carica q è molto lontana, e 
listante in cui essa passa per il centro 0 del solenoide. Nello sviluppo tra- 
scurare il fenomeno dell'autoinduzione. (Risposta: tì=10~ f O 
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YEL13. Nella zona in aria al centro delta espansioni polari, di forma cilindrica di 
asse aa\ di un elettromagnete, è presente un campo di induzione magne- 
tica B y pralìcarnenie uniforme neirimorno dell'asse di simmetria 4 a 1 e 
parallelo a questo, variabile, in un certo intervallo di tempo, secondo la 
legge B(i) — a( % con a costante di valore et 2 ■ 1D" J T/s, per t > 0. Al 
- centro del traferro ed interamente immerso nel campo B è posto, su un 
piano perpendicolare all'asse ùa\ ti circuito filiforme rappresentalo in 
figura- TI filo, di cui è costituito il circuito, è omogeneo ed ha sezione 
costante e forma il contorno di un quarto di cerchio di raggio c= 10 cm. 
Calcolare la d.d.p. che si stabilisce tra i punti />ed M dei circuito, mentre 8 
varia con la legge temporale data. (Risposta: - 4*4 ■ IO" 5 V) 



VILÌ4- Netta stessa posizione della spira a quarto di cerchio dell'esercizio YUA3 e 
con li stessa situazione per il campo di induzione magnetica fl far [con. 
B uniforme), è posta, perpendicolarmente alle linee di forza <Eì B } una sot- 
tile spìtx circolare conduttrice, di raggio d e st^ione tostante. La spira è 
costituirà da iìue porti di uguale lunghezza e dUTercnli resistività p L e 
rì^peLiivanieoto- Ricavare l*esnressionc della d.d.p. tra i punii CcDdi giun- 
zione dui due materiali. 1 w 



VIL15. In un solenoide cilindrico molto lungo, di raggio a = 5 era ed avvolto con 
n = 20 spirc/cm, circola una corrente sinusoidale r(0 = I $cn t* f , con 
J = 10 A ed 41 = 100 s -1 . Calcolare il valore massimo del campo elettrico a 
distanza. r=^ 1 cm dall'asse del solenoide, nell'ipotesi che il solenoide sfa 
posto nel vuoto. 

(Risposta: ^ - V° n ' ar = 2,5 . 10"' Wm) 



V([,1S. Una diflcrcoza di potenziale K(() _ P;ser>rt>r c applicata tra le armature di 
un condensatore a tacce piane e parallele, di forma circolare e distanti fi, 
poste nel vuoto. Ricavare l'espressione del caler massimo del vettore indu- 
zione magnetica che Si stabilisce intimamente di condensatore a distanza r 



dal suo asse di simmetria. 



(Risposta; /T'hai = (ri^ r^r)/2i) 




Vtl.n, Un solenoide toroidale in aria e costituito da Ar spire circolari (li raglio a, 
ha raggio medio b » a e resistenza elettrica complessiva Ji. Sull'assi: di 
simmetria del toro è posto un filo rettilineo indefinito (perpendicolare td 
piano della figura) percorso da una corrente 1(1)^=0 per ( ^0, Ut) - kì 
per r > 0, con * costante. Ricavare l'espressione della corrente f che circola 
TieJ solenoide toroidale. 



[Risposto: i(r)- 



2bR 



■ (1 - e"" 1 ) Km r ' 



2bR I 



V11.1S. Un circuito costituito da un filo rettilineo indefinito ed un altro circuito 
costituito da un solenoide toroidale di raggio medio b con ff spire circolari 
di raggio o « 6, sono disposti con la stessi geometria dell'esercizio 
VI1.17, Qual'c l'espressione del coefficiente di mutua induzione M tra i due 
«" ui, tt (Risposta: M= (|i»WaVl*) 
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V1L19. Un circuito circolare di raggio ir, resistervi R ed induttanza L, si trova, nel 
vuoto, in una zona sede di campo magnetico uniforme per il quale l'ìnd ra- 
zione magnetica B 6 ortogonale al piano della spira ed tra il seguente anda- 
mento temporale: 

B= p per ( <, 0 

B^kt per t > 0, con k costante. 

Ricavare l'espresssione dell'induzione magnetica B(C) al centro della spira 
in flinzione del tempo <J > 0). 

^Risposta: B(C) = kt- (1 - e"'"), i = -jf>j 

VJl*2ti- Netta flessa posizione dalla spira circolare dell'esercizio VTI.14 e con la 
stessa situazione per la geometria del campo magnetico, è posto un disco di 
rame di raggio R — 20 un ed altezza A — 1 cnt, il cui asse coincide con 
Tasse di simmetria a a' del campo magnetico. Il vettóre induzione magne- 
tica i uniforme su tutto il disco, parallelo al s«o asse e vtrriit nel tempo, in 
oc certo intervallo, con k legge fl (() = *', co" * costante di valore 
t = 0,1 TVs. Sapendo che la resistività del rame è p ■- 1,7 10 * ù m, calco- 
lare Ih potenza dissipata nel disco per effetto delle correnti parassite. 

{Risposta: J,7 w) 



Suggerimenti per la soluzione degli esercizi del VII capìtolo 

VU.l. Ricavare la f.e.m. indotta nel circuito e quindi la corrente che vi circola. 
Nel tratto CD il passaggio di tale corrente causa una forza magnetica in 
verso opposto a v. Per mantenere CD in moto uniforme è necessario appli- 
care dall'esterno una forza uguale e contraria a tale forza magnetica. 

¥11.1. Calcolare la corrente che circola nel circuito e di qui la potenza Joule dissi- 
pata su R. Dal risultato dell'esercizio VII ] riguardo alla forza F applicata 
dall'esterno, essendo nota la velocità v del suo punto di applicazione, si 
ricava la potenza meccanica P. 

YI1.3. Nell'esercizio VII. ] abbiamo visto che la forai magnetica frenante e propor- 
zionale alla velocità con costante dì proporzioniti ila negativa. Applicare il 
secondo principio della dinamica ed imporre le condizioni iniziali date. 

VIE.4. Sui portatoti liberi della sballa ruotante in campo magnetico è attiva la 
forza di Lorentz che funge da campo elettromotore Et.. La f.e.m. che ne 
deriva causa il passaggio di corrente nella resistenza R. Tale fe.m. si 
ottiene con l'integrale di linea di Ei lungo la sbarra (da 0 a C). 

vn.5. Ricavare il campo elettromotore sulla spira e, lenendo conto che lungo il 
Irlo la resistività è uniforme, usare la legge di Ohm generalizzata per calco- 
lare (V f - V Q ). 

¥11.*. Per il calcolo della f.e.m, indotta, valutare il flusso di B concatenato con la 
spira tenendo conto dell^orieutazione della normale al piano della spira 
rispetto alla direzione di B. Per quanto rigoarda la d.d.p. tra ì punti A/ ed 
calcolale il campo elettromotore attivo sui portatori di carica e valutarne 
l'integrale di linea tra M ed A r . 

VILT. La f.e.m. indotta nel circuito fa circolare una corrente che genera, sul tratto 
CD, una forza magnetica frenante di cui occorre tener conto nello scrivete 
l'equazione del moto del circuito. 
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Applicare la legge dipelici, in base alla quale ciò che conta è la variazione 
netta di flusso di B tra situazione iniziale e situazione finale. 



¥11.9. Calcolare il campo B = B(x) sull'asse della spira fissa ed assumere che su 
tutta l'area, della spira piccola tale campo B sia uniforme (r « R). Appli- 
care la legge di Faraday, tenendo conto che B = B[xU)]. 

Vll.lt. Valutare il flusso di B attraverso la superfìcie triangolare CDE e quindi 
applicare la legge di Faraday, 

VII,] I, Tramite .fa legge di Faraday calcolare la corrente i(t) elle scorre nel circuito 
e quindi la potenza dissipata per effètto Joule. L'integrale sul tempo della 
potenza, da r~0 a * = fornisce la quantità di calore richiesta. 

V1I.12. Ricordare che il campo di induzione generato a distanza r da una carica in 

moto con velocità v vale 5 = -^-ff — r"~ c ° n r— 7{l). Applicare la legge 

di Felici per il calcolo della carica lutale spustata dal campo elettromotore 
nel circuito. 

VH.13. Tenendo conto della simmetria cilindrica del sistema considerare il campo 
elettromotore indotto sulla spira c porre l'attenzione sulla localizzazione 
della tle.m. indotta nei tre rami della spira stessa (AP, PQ, QAÌ. Schematiz- 
zando poi la spira come una maglia con resistenze e f.e.m. In serie, appli- 
care la legge dì Ohm generalizzata al ramo PM. 

VII.14. La Ke.m. indotta è distribuita su tutta la spira. Schematizzare la spira come 
la serie di due rami, ciascuno contenente una f.e.m. ed una resistenza, ed 
applicare la legge di Ohm generalizzati. 

YT1.15. Applicare la terza equazione di Maxwell nello spazio vuoto interno al sole- 
noide, scrivendola in forma integrale e tenendo conto della simmetria cilin- 
drica deila configurazione. 

Vfl.16. Applicare la quarta equazione di Maxwell nello spazio vuoto interno al 
condensatore, scrìvendola in forma integrale c tenendo conto della simme- 
tria cilindrica della configurazione. Il problema i sostanzialmente simme- 
trico rispetto all'esercizio Villi, 

Vlì.lT. Calcolare la f.e.m. impulsiva indotta che si genera sul solenoidi; e, nello 
scrivere l'equazione del circuito costituito dal solenoide, tenere conto che 
non è trascurabile il contributo di autoinduzione. 

Yfl.lS. Esprimere il coefficiente di mutua induzione come rapporto tra il flusso, 
concatenato con il solenoide, del vettore B generato dal filo rettilineo per- 
corso da una corrente /, e la corrente / stessa. 

VTS.15. Applicare fa legge di Faraday per calcolare la f.e.m. indotta nel circuito. 
Scrivere l'equazione del circuito e calcolare la corrente indotta circolante 
nella spira circolare e quindi il contributo di questa corrente al campo 
magnetico al centro della spira. 



V1I.10. La simmetria cilindrica del problema permette di spezzare il disco di rame 
in un insieme dì corone circolari elementari, ciascun» dette quali costi- 
tuisce un circuito con propria resistenza e con propria f.e.m. indotta. Calco- 
lare la potenza Joule per ciascun circuito elementare e poi integrare su 
tutto il disco. 



Capitolo ottavo 

Correnti alternate 



VlII.l. Considerazioni introduttive 



Abbiamo visto che un circuito RL è descritto - nell'approssimazione 
quasi-stazionaria - dall'equazione differenziale (V1I.23]: 



È questa una equazione differenziale lineare del primo ordine a coefficienti 
costanti (non omogenea per la presenza del termine noto f) nella funzione 
incognita /(r), Negli esempi che abbiamo visto fino a qui il termine noto/ 
era assunto come costante (generatore in continua); ma abbiamo visto che 
esistono anche generatori in alternata, ed in generale si avrà che / è una 
funzione - nota - de! tempo. {■ ' !' ! 0 

Spesso il generatore è chiuso su un circuito più complesso di una sem- 
plice serie RL, Se, ad esempio, il -circuito comprende anche un condensa- 
tore in serie (circuito RLC), allora la differenza di potenziale (d.d.p.) agente 
ai capi della resistenza non è pari alla forza elettromotrice totale agente nel 

circuito \^— A questsr'Ya"'ìnfatli sottratta la d.d.p. AFpresente ai 

capi del condensatore. 




(dove Q— + \ìdt è la carica presente sulle armature, vedi eq. [IV.57]); 
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l'equazione dei circuito è allora: 

~dt C*l 



Ivi! 



4 



-nflflfijy 



-'TfITOÌP- 



(jp 



[VIII.l] 



che è una equazione integro-differenziale lineare a coefficienti costanti. 
Quest'ultima è a sua volta equivalente a una equazione differenziale. Per 
convincersene, basta derivare la [Vin i], allenendo: 



d'fr „ di* 



di 



[vm,2] 



Questa 6 una equazione dillhrcnàale lineare del secondo ordine a coeffi- 
cienti cosinoti, min omogenea per la presenza del termine noto dflàt. 

Molto spesso, uno o più generatori sono collegati a un circuito costi- 
tuito da più maglie comprendenti elementi R, E, C. È facile convincersi 
che, in questi casi, il circuito è descritto da un sistema di equazioni de) tipo 
[VUI.l] (ovvero del tipo [VIIU]). Per ogni maglia, infimi, si può scrìvere 
un'equazione analoga alla JVIII.2], mentre le correnti circolanti nelle varie 
maglie sono legate le une alle altre dalla legge di KirchhofT [TV.17] per ì 
nodi, che nell'approssimazione quasi stazionaria pV.13] è applicabile anche 
al caso di correnti variabili nel tempo, (nrf^t; j Vi.WnVt- iWi» K j 

A un sistema di equazioni differenziali lineari dello stesso tipo si per- 
viene anche quando si abbia a che fare con circuiti elettricamente separati 
ma accoppiati magneticamente (vedi eq. [VH.34]). 

Del lutto in generale, possiamo dire che in condizioni quasi stazionarie 
l'analisi di circuiti elettrici comprendenti componenti R, L, C richiede la 
soluzione di sistemi di equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti. 

Spesso, nella pratica, le fòrze elettromotrici agenti nei circuiti possono 
essere considerate in buona approssimazione come sinusoidali (vedi eq. 
[V1I.56]); in questo caso l'equazione [VIII.2], che è l'equazionc-tipo che 
compone il sistema che descrivo anche le miglio più complesse, diviene 
formalmente identica a quella di un oscillatore forzato di tipo meccanico. 
Dopo una fase transitoria iniziale che succede all'istante di chiusura del cir- 
cuito, la soluzione sì stabilizza in forma di oscillazione forzata di ampie™, 
pulsazione e fase costanti; e queste caratteristiche possono essere detcrmi- 
nate in modo semplice - anche se alquanto laborioso - attraverso passaggi 
puramente algebrici, così come abbiamo visto in meccanica per il caso del- 
l'oscillatore forzato dì tipo meccanico. 

Tuttavia i sistemi di equazioni differenziali lineari sono alla base della 
trattazione teorica di une grande varietà di fenomeni appartenenti agli 
ambiti fisici più disparati: dalla meccanica all'ottica, dalla struttura della 
materia alle onde elettromagnetiche, dall'elettronica all'acustica, tanto per 
citare alcuni esempi fra gli innumerevoli possibili. Preferiamo pertanto 
approfittare dell'occasione che ci è fornita in questo capitolo dalla tratta- 
zione dei circuiti in corrente alternata per introdurre alcuni metodi mate- 
matici e alcune tecniche formali che consentono di trattare in termini com- 
patti ed efficaci le equazioni di questo tipo: strumenti che potranno tornare 
utili allo studente anche in campi di applicazione molto diversi da quello 
cui noi limitiamo la nostra attenzione in questo capitolo. 



Correnti alternate 327 



Vili, 2. Generalità sulle equazioni differenziali lineari 
del seconda ordine 



Una operazione da eseguirsi su una funzione, indicata a prescindere 
dalla funzione su cui tale operazione verrà eseguita, è detta operatore. Ad 
. esempio l'operatore di traslazione T(d) compie l'operazione di incremen- 
tare la variabile x della funzione di una quantità d: T(d)f(x) = f(x + d). Se 
l'operazione è una operazione differenziale, l'operatore è detto un operatore 
differenziate, bordine di un operatore differenziale è l'ordine massimo delle 
derivate che in esso compaiono. Esempi di operatori differenzi alt sono: 



Operatore 



Operatore differenziale 
Ordine dell'operatore differen- 
ziale 



li 
dx 

, 9 



= D s operatore derivata (rispetto alla variabile x) 



+ J-T—+ H-^— = V operatore nabla 
qv " 7 



L'insieme dì tutte le funzioni su cui un operatore può operare è detto spa- 
zio (funzionale) di definizione dell'operatore. Ad esempio lo spazio di defini- 
zione dell'operatore nabla è l'insieme di tutte le funzioni derivabili rispetto 

a x, i. 

La somma A + B di due operatori A, B è un operatore definito dalla 
relazione: 

Il prodotto di un operatore A per un numero a è un operatore, definito 
dalla relazione: 



Spazio di dÈiinìyione di un 
operatore 



Somma di operatori 



aAf(x) = a(Aftx)) 

li predetto A Ù di due operatori A, B è a sua volta un operatore, consistente 
tibIIj applicazione successiva dei due operatori, prima quello di destra poi 
quello di sinistra 

ABJ(x)= A{B](x)) 

Rscmpi sono D^By (derivata rispetto a x della derivata rispello a y); 
D x - D X —{DJ 2 (derivala seconda rispetto a x); ecc. 

Ss AB = HA, cioè se il risultato è indipendente dall'ordine di applica- 
zione dei due operatori, si dice che ' due operatori commutano; ad esempio 
D,D t = D r D„ (teorema di Schwartz); ma la derivata non commuta col qua- 
dralo Dlf(xff*inf(x)]\ L'operatore AB-BA è detto commutatore di A 
e B, e si indica anche con \A, B], Se due operatori commutano, il loro com- 
mutatore è nullo. 

La notazione degli operatori consente di indicare in maniera compatta i 
calcoli da applicarsi alle funzioni, e dunque anche le equazioni fra funzioni 
(in particolare le equazioni differenziali). Ad esempio indicando con A 
l'operatore: 



Prodotto di un operatore pei 
un numero 



Prodotto di due operatori 



Operatori ehe commutano 



Commutatore 



[Villi] 
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Operatore lineare 



Equazione diffciorwìilc lìnea- 



Equazione differenziate Linea- 
re omogenea 

Equazione omogenea associa- 
ti 



l'equazione [VII1.1), nella funzione Incognita /(r), puì> essere scritta come: 
A /(<) = /(O [VlIIJ.a} 
Analogamente la [VIII.2] può essere indicata come 

BIU)= [VIII.4.a] 

avendo indicato con B l'operatore 

Un operatore si die* inwnre se va [ e j ft relazione: 

J d(n/-l-*g)-=o J d/+* J 4 S [Vjn,5] 

con a, h costanti qualunque c /, g funzioni qualsiansi appartenenti allo spa- 
zio di definizione dì A. Ad esempio l'operatore derivata è un operatore 
lineare 

così come sono lineari l'operatore nabla, l'operatore A definito dalla [VII1.3] 
e l'operatore fi definito dalla [VIIL4]. Non sono lineari, ad esempio, gli ope- 
ratori «quadrato di una funzione» o l'operatore «prodotto di una funzione 
per la sua derivata». 

Noi limiteremo da qui in avanti la nostra attenzione, in questo capi- 
tolo, agli operatori lineari, e più particolarmente agli operatori lineari diffe- 
renziali di ordine non superiore al secondo. 

Se A è un operatore dilTcìcnziale lineare nella variabile J, la equazione 



A I(t) - f(t) 



IV111.6] 



con 7{f) funzione incognita e f{t) funzione nota (vedi eq. [VlIIJ.al 0 
tVI(I.4,a]) è detta una equazione differenziale lineare nella incognita /(/). Se 
/(') = 0, 



A 1(1) 



[VIII.7) 



al t + ali '- Li 

Soluzione generale 



è detta una equazione differenziale lineare omogenea. La |V1II.7] è detta 
anche equazione omogenea associata alla [VIIL6]. 

Se /, e /j sono due soluzioni della [Vili, 7] una qualunque loro combi- 
nazione lineare (con a e b costanti arbitrarie) 

4 = al, + bl-, [VIII.8] 

è anch'essa soluzione. Ciò discende immediatamente) dalla definizione 
[Vlll^ jli_operatpre lineare. _*f * JjV '* '» J i 

l'SeVTej/sorjc^^ [VI1I.8) è detta 

soIuzionè~gérierale delì'eqiiaz'mne'ffi^erenziale lineare, omogenea (del secondo 



ordine). Una soluzione Don contenuta nella soluzione generale (non otteni- 
bile dalla soluzione [Vili. 8] per opportuna scelta delle costanti) è detta sotti- Soluzione singolare 
zìone singolare. Molte equazioni ditte renziali non hanno soluzioni singo- 
lari, cioè tutte le soluzioni sono contenute nella soluzione generale: ciò 
accade in particolare alle equazioni omogenee associate della [YIH.Ì.al (o 
[VJIT-4.a]) che Qui ci interessa 

Se l f è soluzione dell'equazione non omogenea [VIII.ó], e J, è solu- 
zione dell'omogenea associata [VIII.7], la funzione somma I p + /„ è 
anch'essa soluzione dell'equazione non omogenea [VIII.6]. Ciò discende 
immediatamente dalla linearità di A: 



La somma dì una qualunque soluzione (particolare) f F della equazione non Soluzione generale della non 
omogenea e. delia soluzione generale {VlllMl della omogenea associata rap- omogenea 
presenta la soluzione generale della equazione non omogenea [VIILftl 

r m éj+ i$px ) [vrn.9] 

fisicamente, a partire dalla soluzione generale (VTTM] o [VITI. 9]; il valore 
delle costanti a e b aftinché la soluzione rappresenti il particolare fenomeno 
fisico considerato, deve essere determinato assegnando le condizioni iniziali. 

Per la soluzione dei circuiti in corrente alternata vanno risolte equa- 
zioni non omogenee del tipo [VHT.4.a]; poiché tuttavia la soluzione gene- 
rale {Vili. 9] contiene la soluzione generale della omogenea associata, 
cominciamo col discutere quest'ultima "~ 

Poniamo nella [Vili. 101 1= si ha allora : L — - 1 ;t -- f * -j- -c 



0 




Poiché per qualunque valore dell'esponente e e*'^0, questa equazione 
equivale all'equazione algebrica: 

/.« ! + K« + -«0 [Viri.11] 

La {Vili. 11] è delta equazione algebrica associata della equazione differen- 
ziale [VIIL'lO], Le soluzioni a,,oii. della [VIII.ll] sono: 



R_ W R 2 1 fi J R ' I 

IL + f +I 1 CI " ! 2L \AL? CL 



[Vili,] 2] 



Le funzioni e* 1 ' e e' 1 ' rappresentano dunque due soluzioni della equazione 
differenziale [VD1.101, e cosi pure una qualunque loro combinazione lineare: 

/(() = ae'v+ bé»' {Vili, 13] 



con a e * costanti arbitrarie, A meno che sia tt : = Oj (caso che discuteremo 
fra poco), e v e ** ! ' sono fra di loro linearmente indipendenti, c la [Vili. 13] 



rappresenta la soluzione generale della [VIII.10J, Osserviamo che in gene- 
rale i| e », dati dalla [Vili. 12] sono due numeri complessi; e dunque anche 
e' 1 ' e sono due Sanzioni complesse della variabile reale i. Anche le 
costanti a e b nella (VII]. 13] sono pertanto da assumersi come numeri com- 
plessi. Se però /(() rappresenta una grandezza fisica reale (nel caso in 
esame, una corrente) per ragioni fisiche a e b dovranno essere tali che la 
combinazione [Vili. 13], nel suo insieme, risulti reale. 

Discutiamo ora le caratteristiche della soluzione [Vili. 13] al variare dei 
parametri che compaiono nelle [Vili. 12], che riscriviamo nella forma: 

«,«-t + Va , 

dovey™ A = 77r - Tr [VUI-H] 

n> = — f — VA 

Se A > 0 (cioè K 1 > 4L/C) allora a u a z aono entrambe reali e negative (è 
intatti -Ja < Y)- soluzione [Vili. 131 è ' a somma dei due esponenziali 
decrescenti 

i(t) - ac 1 " 1 ^ A*" 1 "» 1 ' [V111.15] 

A partire dall'istante iniziale tn cui il circuito viene chiuso, la corrente /(r) 
decade verso zero con una costante tempo dell'ordine della più grande fra 
le due quantità UR e KC. 

Se A — 0 (Jt ! » 4£/Q le due radici sono coincidenti e negative 
(a, = hj = — RI2L). Si dimostra allora che la soluzione generale è del tipo: 

/(() = (c + kt)e 717 [VIII.16] 

(con e e k costanti arbitrarie) ed ha un andamento temporale simile a 
quello del caso precedente. 

Se finalmente A < 0 (fi' < 4L/C), ponendo 



1 

<JÌ° = - 

si ha 



" 3 = -cT-W [VIIU7] 



= -T ±ju 

dove j è l'unità immaginaria (j^ — — 1). Inserendo questa espressione pera, 
e «j nella [VUJ.13] si ha: 

/{/) = <Kr>V" + *e" r[ <?-■"" 
con Y — rA^e io = lf-77; — T7T- Ricordando che e ±J *" = cosuf + y sìnt*f, 

Li-i | £j *r 

la precedente relazione diviene: 

I(t) = e' 1 ' Ha + b) costi* +j (a — ft) sinn(] 
e ponendo (a + b) — /„sin<p; j (a— b) — /, cos<p: 



/((} = (coswrainp + skL(i>rcos<p) = I,e~* sin ((■>/+ tp) [Vili. 181 



■ahi : 



La [V1I1.I8] rappresenta una sinusoide la cui ampiezza [ c e decresce espo- 
nenzialmente ne! tempo, con cosiamo tempo \/y = 2L/R, 

In tutti & tre i casi fA § 0), dunque, In soluzione generale {Vili. 13] (o 
[VH1.16]), quali che siano le condizioni iniziali (cioè per qualunque valore 
delle costanti a e b (ovvero c e k}\ si approssima a zero entro un tempo 
dell'ordine di alcune unità di 1/y. Da allora in poi, la soluzione generale 
[Vi II. 9] della equazione non omogenea si riduce alla soluzione particolare 
/,(0 della equazione non omogenea stessa. -Escluso dunque un fenomeno 
tranciente immediatamente successivo alla chiusura del circuito, la corrente 
circolante in un circuito alimentalo da generatori di forza elettromotrice 
(f.e.m.) variabile nel tempo è descritta dalia soluzione particolare della equa- 
zione non omogenea, soluzione non dipendente dalle condizioni iniziali. Nel 
seguito descriveremo alcune tecniche convenienti per la ricerca di tale solu- 
Tiono particolare. 
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VI11.3. Grandezze alterante 



Si dicono periodiche quelle grandezze - funzioni rie) tempo t - che 
assumono valori ed andamenti uguali ad intervalli regolari di tempo. Più 
precisamente, se/ f (f) è una grandezza periodica, deve esistere ima costante 
Tfche rappresenta un opportuno intervallo di tempo) tale che per ogni t sia 



Grandezze periodiche 



[Vili. 19] 



La costante Tper cui vale la [Vin.19] è detta pena do della grandezza perio- 
dica. L'inverso del periodo v= 1/7* é detto frequenza della grandezza perio- 
dica. Si possono avere grandezze vettoriali periodiche; ciò accade, per defini- 
zione, quando la [V1IH9] vale per tutte le componenti del vettore (con lo 
stesso periodo per ognuna di esse). 

Una grandezza fri dice alternata se essa è periodica e se il suo valor 
medio su. ut\ periodo è nulla. In formule! 



/„«=/.<(+ T) 

J f<-T 



[VHI.20] 




Graficamente, per una grandezza alternata devono essere fra di loro uguali 
le due aree tratteggiate in figura. È evidente dalla definizione che, sot- 

l ('* r 

traendo a una grandezza periodica f f (/} il suo valor medio -jr\ f f dt, si 

ottiene una grandezza alternata. 

Può capitare che una grandezza periodica abbia segno definito (cioè sia 
sempre positiva o sempre negativa). Ma una grandezza alternata deve, evi- 
dentemente, cambiar segno almeno una volta nel corso di un periodo: 
affinché il suo valor medio sìa nullo, il valor medio della sua parte positiva 
deve essere pari al valor medio della sua parte negativa. Per conseguenza, 
una grandezza alternata si annulla almeno due volte nel corso di un periodo. 

Con valor massimo di una grandezza alternata si intende, in generale, il 
valor massimo assunto dal suo valore assoluto (o dal suo modulo se si tratta 
di ima grandezza complessa); naturalmente, tale valore viene assimili 
almeno una volta nel corso di ogni periodo. 




Esempio di grandezza periodi- 
ca definita positiva 




■ 
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La forza elettromotrice che si genera in una spira rotante in un campo 
magnetico uniforme F(r) = f„sinwi (vedi eq. [VII. 56]) soddisfo, evidente- 
mente, le condizioni [VIII,20]: si tratta dunque di una grandezza alternata. 
Le grandezze alternate del tipo 



Grandezze alternate sinusoi- 
dali 



/{/) = I„sìn{<ot + ip) 



[VIIL21] 



sono dette grandezze alternate sinusoidali. Per una tale grandezza alternata, 
il valor massimo coincide con l'ampiezza l a \ mentre il periodo T e la fre- 
quenza v sono legati alla pulsazione <o dalle relazioni: 



T- 2Tt/u 



to/2n 



[VI1I.221 



Valore efficace F t a 



Per le grandezze alternale di tipo elettrico (correnti, ter siimi, ecc.) il 
periodo è usualmente molto minore della costante-tempo della, maggior 
parte degli strumenti di misura di uso più comune: ari esemplo fa tensione 
elettrica (alternata) distribuita per usi civili e industriali nei paesi industria- 
liWiTii ha un periodo debordine del cinquantesimo di secondo, mentre la 
costante-tempo dei comuni voltmetri e amperometri è dell'ordine del 
secondo. Pertanto questi strumenti non sono in grado di misurare il valor 
massimo di tali grandezze, eseguendone una media su un tempo pari a 
molti periodi; c il valor medio, per la definizione stessa di grandezze alter- 
nate, è nullo. Per superare questo limite sono stati sviluppali strumenti 
estremamente pronti (oscillografi) che sono tuttavia comuni solo negli 
ambienti specialistici. 

Sono invece largamente disponibili strumenti assai semplici In grado di 
misurare, di una grandezza alternata I(t), il valor quadratici) medio o valore 
efficace I, K 



/'(/) dt ovvero 



iHt) dt ryin.23] 




11 valore efficace di una grandezza elettrica alternata (corrente o tensione) 
ha grande rilievo non solo perché esso è direttamente legato - come meglio 
vedremo - alla potenza che tale grandezza È in grado di trasferire al carico; 
ma anche perché quando la grandezza alternata è sinusoidale, il suo valore 
efficace è direttamente legato, da una semplice relazione di proporzionalità, 
al suo valore massimo. È infalli immediato verifìcaro che 



-jf [V1II.2+] 



In virtù del teorema di Fourier che enunceremo nel par. VTII.+, e delle altre 
considerazioni che presentiamo in questo paragrafo e nel prossimo, le gran- 
dezze sinusoidali come la [Vili. 21] (che per opportuna scelta della costante 
ip contengono al loro interno anche le grandezze cosinusoidali) rivestono 
particolare importanza fra le grandezze alternate. In effètti spesso, nella pra- 
tica, con la locuzione «grandezza alternata» si intende in realtà «grandezza 
sinusoidale». Osserviamo che la derivata della grandezza sinusoidale 
[V1II.21] è: 



di 
dt 



= <*/„cos (wt-h'ijj) = <i)/o sin (&>< + <p + ie/2) [VIII.2J] 



Dunque: la derivala temporale di una grandezza sinusoidale è una nuovo 
grandezza sinusoidale, la mi ampiezza è moltiplicala per la pulsazione o e la 
cui fase è incrementata di 

Analogamente, integrando la [VIUJ1] si ha: 

\idi = - cos (wf + cp) = -i-sui (uf + <p - k/2) IVU1.26) 

Dunque: l'integrale temporale di una grandezza sinusoidale è una nuova 
grandezza sinusoidale la cui ampiezza è divisa per la pulsazione m e la cui 
fase è diminuita di rt/2. 

Tenuto conto che ^-"^p RI, 6 — rappresentano le espressioni che 

legano la corrente /(f) alla differenza di potenziale presente rispettivamente 
ai capi di una induttanza, di una. resistenza e di un condensatore, con 
['aiuto della [Vm.25) e della IV1U.26J ricaviamo la seguente tabella: 



Elemento 


i Correnti sinusoidale 


(Tensione trinusoìdala 


Ampiezza, 


use 


ampiezza 


fase 


Resistenza 


/. 


9 




<P 


Induttanze) 




9 


hai 


<(> + n/2 


Capacità 


h 


<P 


l. 

uC 


<p-n/2 



Queste proprietà delle grandezze sinusoidali facilitano U soluzione delle 
equazioni lineari differenziali e integro-differermali a coefficienti ((istanti 
qualora il termine noto /(() sia una funzione alternata sinusoidale. 



Esempi 



K.yni'.ll; Càhplqre per quali wtèrf&Iff/tqMaMJi e <pj là'firniipne]!, i/hi (u ( 4- if) 
y--. - y ■ \ "risolve ì'equùttòiie tme^^d^ere^ralk T~ ' ■ "■ 



f 4-+K/ + 
dt 



TV* 



F„ striar 



fyin,27] 



Sostituendo la [VmJS} e la [Vi 1UÉV delia |VI1U71 abbiamo 

./,'' 



:ld>l t cos («( + + RI t sin <(i> t + y) ;--^*j-cos {a>f + 



ip) = F a Sì!l6>f 



Sviluppando il seno delta somma e:U 'colepo deùa soriaroa: 

- \ (costar cosip — sinuf sin^p) + RIà (auiu t ccatp + cosur sin<p) — 
— ^r(«osu(oos<p — sinwrsirtqi) ■-< TVeintj/ 



Da cui: 



4- ±) 

Hi- 



cosf + R sin<p 



Ì. I sin i(H- /Z cos (]> 



sìnu 1 = F 9 sincjf 



Questa relazione deve valere per qualunque valore di f; e affinché ciò accada, 
devono essere fra di loro uguali ì coefficienti di sinùr e dì costai al primo e al 
secondo metrjbro: Dunque: 



cosip+TìsuKfi 



= 0 



DaMa ptiitLi. dr qatìstt ;rft1iiJònl ricaviamo 



da cut artóhe 



sin tp ^ 



— ... — « ^. - „ ., e cosa = , , i, ,i 

e consentono 



che sostituiti nella seconda relazione consentono di ricavare J v ottenendo in defi- 
nitiva- 



(p = aiclg - 



[VIii.281 



éhe rappresentano Le relazioni cercate. 



E.Vm.2. f/rt circuito RLC è percorso da corrente alternata sinttsoidaie = 
I a sin («f Calcolare lo potenza che si dissipa in media in ciascuno 
dei tre componenti 

Se K è ia d.d.p. al capi del componente, e da - Idi è la carica che transita ai 
capi del componente nel tempo elementare di, il lavoro prodotto dal campo elet- 
trico nel tempo dt è dL = Viq= Vldt, per cui la potenza è: 

lf= — = Vi, 

. . di . . . 
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Poibbé-Aè sìntisnidate, anclw V ai capi di ciascun crmtponeme è sinusoidale. 
Poniamo dunque, in W, /= f 0 sìn (tu + ip,) e V— sin (ni + (p ; ) e calcoliamo il 
valor medio su un periodo: 

- 1 f" 

fV-~\ sin((j; + (p,)sio(ui + ((jj) dt 

Tenendo conio della identità trigonometrica 2 sin a sin p = cos(a-p) - cos(o+ p), f-/^/a ,4' SCl'j ^ w?^. 
precedente relazione diviene: 




'i — Ti). — co» (2«r + ipi -t- <pj)] */r 



L'integrale da 0 » TMdla funzione cus.(2«/ -i- rpi -t- <p*), che è allumata con pcriodc 
TU, À ni:!.o; s| ha Sunqw 



Lésifrfestìwn^ "dèlta potenza mèdia è peroni u; / 



W= — ^cosr<pj - <p 2 ) = ^et/^cos^, - ^ (VÌI],29] Le£ G e di Galileo Ferraris 



avendo tenulo conto della espressione [VUL24] del valore efficace di una grandezza 
alternala. Questa relazione va sotto il nome di legge di Galileo Ferraris, 
. Nel caso dei componenti del circuito RLC si ha: 



Componente 






W 


Resistenza 


I„R 


0 


2 ~ 2 ~ 2K 


Induttanza . . 




. v.n : ■ 


. . .0 ... ... 


Capacità ' 




it/2 


0 



L'esempio E. Vili. 1 mostra come, nel caso in cui il termine noto di una 
equazione tategro-differenziale lineare a coefficienti costanti sia rappresen- 
tato da una funzione sinusoidale, la soluzione possa essere trovata attra- 
verso passaggi assai semplici, anche se alquanto laboriosi. Vìi osservato che 
il circuito RLC trattato nell'esempio E. VICI era costituito da una sola 
maglia; nella pratica, quando si devono risolvere circuiti in corrente alter- 
nala, si ha spesso a che fare con reti costituite da molte maglie. Ed in tal 
caso la procedura illustrata con l'esempo E. VILLI pub divenire assai elabo- 
rata e lunga. 

Più semplice e immediata si presenta la soluzione qualora il termine 
noto, anziché essere costituito da una funzione siausoidale, sia rappresen- 
tato da un esponenziale f„«", con F t e a numeri complessi qualunque. Noi 
tuttavia limitiamo la nostra attenzione al caso in cui a sia un numero imma- 
ginario puro, e poniamo pertanto n = y«* 0 uniti immaginaria, f = -1; to 
numero reale positivo). Quando l'esponente h immaginario puro, la fin- 
zione F a e" ' = F,é°* rappresenta una grandezza alternata. 
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È immediato verificare che ['equazione 

-\ldt= Fy 



[VI1IJ0] 



ammette soluzione del tipo he*°\ pur di scegliere opportunamente il 
numero complesso /„. 

Ponendo infetti /=/„e"" si ha: 



™ - -|- {he ), ")=j<*he"" = j<*! 



i\ u ,-\ 

Sostituendo le IVHT.31] nulla fym.30] si ha: 



l a e>"'dt= —he*» —he"" — / 



[Vni.33] 



h j<aL+&-- 



e"" = F a e>" 



Affinché questa relazione sia valida per qualunque valore di /, devono 
essere fra di loro uguali i coefficienti di e** 1 al primo e al secondo membro; 
cioè deve essere: 



z 



dove Z= R + j[a>L--~j 



[Y1II.32] 



Come vediamo, qunndo i! termine noto dell'equazione ititegro-differenziale 
è unafiin7Ìoiie esponenziale del tipoi^"', la soluzione è una fun Jone del 
tipo he 1 "' in cui il numero complesso h e ottenibile dividendo F a per un 
Opportuno numero complesso Z immediatamente calcolabile a partire dai 
coefficienti dell'equazione integro-differenziale. 

Questa constatazione è, come vedremo nel paragrafo VIII.5, alla base 
del «mttado simbolico» per la soluzione dei circuiti in correrne alternata. 



V1IL4. Sviluppo ìli serie di Fourier delle grandezze periodiche 

Le considerazioni da noi fatte nel paragrafo precedente a proposito 
delle grandezze alternale di tipo sinusoidale o esponenziale (con esponente 
immaginario puro) assumono rilevanza del tutto generale, per le equazioni 
differenziali lineari a coefficienti costanti con termine noto periodico, in 
virtù delle seguenti proprietà: 

a) Ogni grandezza periodica, sotto ipotesi assai generali che fra poco 
specificheremo, è esprimibile come serie di funzioni sinusoidali o di fun- 
zioni esponenziali a esponente immaginario puro (teorema, di Fourier). 

b) Sia data una equazione differenziale del tipo: 

I>T(f) = Im fVlII.331 
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con D operatore lineare. Se / ( (t) è soluzione dell'equazione 

mt) = m 

allora la funzione /(fi = £/,(/) rappresenta una soluzione della (VIII.32] 

La proprietà b) che abbiamo appena enunciata è conseguenza imme- 
diata della definizione di operatore lineare (eq. [Vili. 5]); dedichiamo per- 
tanto la nostra attenzione unicamente alla proprietà a), cioè al teorema di 
Fourier. 

Sia data unsi funzioni; f(t) generalmente continua nell'intervallo (0, T\; 
cioè una (unzione che ammette in [0, T] al più un numero finito di discon- 
tinuità Unite. Indichiamo con /(r + 0) e f{t— 0) i limiti, rispettivamente 
destro e sinistro, di/0) nel punto <Ji discontinuità i. Fuori dall'intervallo 
|0, J], la funzione soddisfa .alfa relazione /{( + T) =/{(): si trai La cioè di 
una funzione periodica con perìodo T. 

Sia, inoltre, generalmente continua in [0, T\ anche la derivala/' (r) che 
esiste per ipotesi in tutti i punti in cui f(t) è continua. 

Esempi di funzioni aiilalic sono grafitale a lato. 

Se le ipotesi suddette sono verificate (condizioni di Dirichiet), allora la 

serie 



-7T-+ X (a„cosn ut + b„ sin»!*/) 

2 r 



Condizioni di Dirichlet 





i ir ai 



[VIII.34] Serie di Fourier 



converge, e vale /(() nei punti di continuità, mentre vale 
4-[/*(t+0>+/(r-(ì)l 



nei punii di discontinuità de Ila /(f). La [V11L3+] va sotto ii nome di serie di 
Fourier o sviluppo di Fourier della /(r). 

I coefficienti della serie di Fourier soddisfano la relazione: 



1 J o Z ^.ì 



(VIII.35] Uguaglianza di Paiseval 



detti uguaglianza di Parsemi. Osserviamo che secondo la definizione 
[VI1I34], per n = 0 si ha 



cioè ajl è pari al valor medio della funzione periodica /((). Pertanto, 
/{') — f„/2 rappresenta una funzione alternata; ed anzi tutte le grandezze 
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alternate possono essere poste in questa forma, cosicché il loro sviluppo di 
Fourier è del tipo: 



XW = £ t>„ cosm u/+ i>„ sin?! w() 



[VUI.34.a] 





Esempio 

E.Y1II3. Sviluppare in serie iti Fourier la funzione /(!) = r 1 per t compreso hèU'inler- 
vallo IH. 2nf. se il periodo T vale T= 2n. 

ti grafico della funzione è quello mostrato a Lato. 

Essendo T= 2n'i si Kà u = 1, 'per cui dille' 1V1H.341 abbiamo:. 



Ideiti ili di Eulero 



Serie esponenziale- 



2 IT l P 

' -=-1 /{() cosn/ di ^ — \ 

■ ì. ■ Jii . n "Jo 



! I sin rrr \ ^ I casnt \ „ i sin ni VI 

' ! rr-j H — Hi-~HL 



l»*0) 



3 



2 l r: 1 i J " 

•VW(()sirifl(rf(= — / 2 sinn/i;/ = 

I le 

cosnf \ ■ / sinni \ / coswf V I'" 



^ j_ 

n 

Pertanto^ in definitiva, si . ha: 



4r. ! v i 4 4it . \ V " ■ 

=■— ; — + 1 I — t-cosh/ sinn/l per 0 u t < 2n 

: 3 ■ " ! 

Nalla ligure abbiintió.gràrLcato, la funziona f(t) = i 1 (tratto ccntinttpl; lo sviluppa di 
Fouiiet calcolalo lino jil temine n — 1 (linea tratteggiata); e lo sviluppo calcolato 
fino al termine it — i (linea a tratto-punto) che, come si vede, s> approssima : già 
.abbastanza, bene alla funzione da sviluppare. 



Considerato che l'esponenziale a esponente immaginàrio puro è defi- 
nito come cnmh inazione di seni e coseni, ci. aspettiamo ette le funzioni 
pef iodiche possano essete sviluppate, oltre che in serie di funzioni sinusoi- 
dali, anche in serie di funzioni esponenziali con esponente immaginario. 

In effetti, tenendo conto delle identità di Eulero 



e 1 * = cose+j'sine e"- 1 * = costì -,/sine 



rvin.3ój 



è immediato verificare che la serie dì Fourier [vTII.34] equivale alla serie 



I o 



[VIII.371 



■ 




Pertanto, quando sono soddisfatte le condizioni di Di ri chi et, la serie 
[VIIL37] converge alla funzione i>eriodìca f{t) nei suoi punti di continuità; 
mentre negli eventuali punti dì discontinuità essa converge al valor medio 
[Af+0)+/0-0)]/2. 

I termini dello sviluppo di Fourier (VH1.34] o [VIII.37] corrispondenti 
al valore jko della pulsazione costituiscono quella, che sì dice l'armonica di 
ordine ti della, -funzione periodica /(i); in particolare, per « = 1 si ha la 
cosiddetta armonica Jondamentale. 

Tenuto conto di quanto abbiamo visto in questo paragrafo, la tratta- 
zione delle equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti con termine 
noto rappresentato da una funzione periodica (e generalmente continua) 
può essere ridotta senza pendila dì generalità al caso in cui tale termine 
noto sia sinusoidale (o, equivalentemente, sia esponenziale con esponente 
immaginario puro). Nel prosieguo dì questo capitolo, noi limiteremo in 
effètti la nostra attenzione a questi tipi di funzione. 

Rasla intese che qualora il termine noto /{:) sìa periodico ma non 
sinusoidale («té- esponenziale), la procedura da seguire è quella di svilup- 
pare in sBrie di Tourier la/(r), dì risolvere l'equazione corrispondente a cia- 
scuna armonica, c di combinare infine linearmente tali soluzioni coi coeffi- 
cienti dello sviluppo in serie di Fourier della /((). 



Vili .5. lì metodo simbolico 

Va sotto il nome di metodo simbolico un metodo di analisi che con- 
sente dì risolvere le reti in corrente alternata sinusoidale in modo formal- 
mente analogo alle reti in corrente continua. 

D metodo simbolico si basa sulle seguenti posizioni - che qui specifi- 
chiamo per le correnti, ma che del tutto analogamente vengono assunte 
anche per le tensioni: 

a) ogni grandezza sinusoidale viene scritta, mediante opportuni! sculla 
della fase <p, come grandezza cosimisoldfde 



i, e (f (ampiezza e fase della grandezza considerata) sono, naturalmente, 
due numeri reali; 

b) alla grandezza cosinusoidale [V1H.381 si associa la grandezza com- 
plessa 



Questa grandezza complessa, utilizzando le identità dì Eulero [VOIJtì], può 
essere posta nella forma 

h(Ò = / O [cos(ur+ <p)+y sin (dK+ <p)] = i 0 e" u " I) = e'""' 
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Armoniche e armonica fonda 
mentale 



Melode simbolica 



Hi) = ha&(<jU + <p) 



ryiius] 



I c (.t) — h [cos tp) + J ' sin (d><+ if)] . 



ovvero 



fVIII,39] 



dove 



— f<,^ f ™ L (cosiji + j siaip) = u i-jb 
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Interpretazione Tisica della for- 
ma complessa delle grandezze 
alleniate 



= ^a' + J Ì i JirapB resenta l 'am- 



Come risulta dal confronto fra la rVTJI.39] e la [VniJS], il significato 
fisico della grandezza complessa Iiit) = l K e Sv ' è cosi contenuto nei para- 
metri che la caratterizzano: 

- to rappresenta la pulsazione della grandezza alternata /((); 

- il modulo del numero complesso l m (/„ 

piezza della grandezza alternata /(r); I, t'jl?» i'A'lì^t- W (<;.= fmvj 

- la fase del numero complesso I„ t rappresenta la Fase <p della grandezza 
alternata /(()■ Si ha dunque tg<p = Wa; poiché tuttavia l'angolo <p 
(0 <. V < 2") non è completamente individuato dalla sja tangente, il 
quadrante in cui si trova <p va individuato analizzando separatamente il 
segno della parte reale a e del coefficiente dell'immaginario b del 
numero complesso f w . 

Il vantaggio di porre la grandezza alternata [V1II.3S1 nella Torma com- 
plessa [VIU.391 risulta evidente ricordando te [YÌ11.31J, dallo quali si ricava 
immediatamente die fra tensione e corrente ai capi di ogni componente di 
un arcuilo in alternata - se torrente e tensione vengono espresse nella 
forma complessa [V1J1.39] - sussiste una semplice relaz ione eh proporziona- 
lità, così come accadeva per le resistenze nei circuiti in corrente continua. 
Sìha intatti: 



Vl(ì) = L L =j<aL (/„«"") =>jupl{t) 



ryni.40) 



Impedenza 



avendo indicato con y Ll P r , la differenza di potenziale ai capi, rispettiva- 
mente, di una induttanza, di una capacitò e di una resistenza. Le'[V]11.40] 
mostrano che, per uri qualunque componente semplice, vale una relazione 
del tipo 



Impedenza dei componenti 
semplici 



r= zi 



rviii.41] 



del iutlo analoga alla legge di Ohm 11V.18J, Ce / indicuno, rispettivamente, 
tensione e corrente (grandezze complesse) ai capi del componente; e la 
costante Z detta Itttpcdeììia dei componente, vale rispettivamente: 



Z L = JtùL 



Zr 



Z. = R 



0)C 



induttanza 

condensatore 

resistenza 



rvn.42] 



Reattanza 



L'impedenza è una grandezza reale nel caso della resistenza; è un numero 
immaginario puro (detto anche reattanza) nel caso di induttanza e conden- 
satore- In ogni caso l'impedenza ha le dimensioni di una resistenza, e il suo 
modulo si misura in Ohm. Osserviamo anche che nel caso di induttanza e 
condensatore l'impedenza dipende dalla pulsazione co della corrente che 
circola nel componente (pari anche alia pulsazione della tensione presente 
ai suoi capi). 
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Tenuto conto della [VTII.4t], e considerato inoltre che anche nel caso 
di corrente alternata (lentamente variabile) valgono sia la legge di Ohm 
generalizzata che l'equazione di continuiti nella forma V . J = 0 - e dunque 
valgono le leggi di Kirchhoff - l'analisi delle reti in corrente alternata pro- 
cede in maniera del lutto analoga al caso di corrente continua, con l'unico 
accorgimento dì usare, per ogni componente semplice, le impedenze 
(Y1IJ.4Ì] al posto della resistenza R. In particolare, valgono le leggi di com- 
binazione di impedenze in serie e in parallelo: 

L'impedenza di una serie di più componenti è pari alla somma delle 
impedenze di ciascun componente 

7.i + Z 3 + Zi+ ... = £z, 1VI1I.4J] Impedenza dì tira serie 

Nello scrivere la [V1H.43I ci siamo adeguati a una convenzione general- 
mente adottata, e che anche noi segniiemo da qui in jjoi, di indicare con 
uria freccetta sopraimposta le grandezze complesse; usando la stessa lettera 
senza freccia a indicare il modulo. 

Quando Si abbiano due o più componenti in paralleli), l'Inverso della ! 
tori) impedenza è pari alla somma degli inversi delle impedenze di agni eom- \ 
ponente ) 

1/Zr=> 1/Zi + 1/Zj+ 1/Z 3 + ... = £(1/Z P ) rym.44] Impedenza di un parallelo ; 

Osserviamo che in generale, per Z s c Z>. è non nulla sia la parte reale 
(detta resistenza, e indicata con A) che ìì coefficiente dell'immaginario 
(detto reattanza, e indicato con X), Usando la [YIH,43] e la [VIII.44] per il 
calcolo dell'impedenza, la FVTTI.41] vale dunque non solo per ogni compo- 
nente semplice; ma anche per qualunque loro combinazione: 

V=Z-1 con Z = R-rjX ryrn.4i.ai 

Una volta determinata, ajiartirc dalla conoscenza delle tensioni Ke delle 
impedenze Z la corrente / circolante in ogni maglia, l'interpretazione tisica 
del risultato (complesso) viene eseguita seguendo le regole da noi enun- 
ciate a commenfo della IVlU.'iVi; e lo stesso vale per la tensione V quando 
sia onesta Pincognila a partire dalla conoscenza della corrente. 

1 

Esempi 

E.vni.4. Net circuito HLC mostrato a jfanco, la fona elettromotrice applicate dai gt~ 
■ - nitratore lui valore efficace 229Y e Jretjùenia ,y = J0j" . Determinare 
. . la tensione ci capi di ciascun compónente (R=2Qi)ti; 5uF; L^0.5H). 

Scriviamo la forza elettromotrice lidi* forma 

: ; ho - hs" - /I /vi «••'*" ■ 

Essen*) \ " F e gj2 reale, ciò equìvafj a scegliere l'erigine dei tempi in modo tale 
che la fase iniziale della .tensione FU) sia nulli. 

Perché i tre componenti sono in serie, Hutipcdcnza totale dei circuito è pari 
alla somma delle impedenze: 




2 s (ti + jtùL-j/uQ - fi !/wCl 
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La sortente circolante nel Circuito è: 



- F 

( " 2 « + y(ui, - 1/ojC) 



= he"" 



con 



Per determinare ie caratteristiche fisiche della correlile, conviene porre l'ampiezza 

...... v ... 



neila forma «canonica» n + jb\ ciò sì fa scmpiicemcnto moltiplicando numera- 
tore c (lehóttiirùlyie- di /, i>n i\ wnr,il-sso coniugato del- deneourialore 
(ft jiwi.- 1/wO .... 



' - R-,(,o/ 1/uC) 

" * I/ut? 



Da cui sce!" 15 



= |f.l = 



Z 



[VIIT45] 



dove tp/ è la fase delia corrente, e /„ la sua ampiezza. Abbiamo eoa riortenutó le 
'■VIT'una ^ ^ corrente, là tensione ai capi di ciascun componente si ottiene 
semplicemente moltiplicando per le rispettive impedenze: .. 



A.Ù) 



- S /!') 



dove o, rio prese ri lann rispettivamente ampiezza e fase della tcMonè ai capi 
dcllaindgttan^leartaio^ntepet ^R,tj> R e ^, <i>c>. NùmeficirBenl e abbiamo: 

/■„ - v? f «n - 3ìOVolt 

w 2itv j= M>. s 

z ^ Vfi 1 * l/wC) ' " 517 Q 



Zi - juL.= J 158 0 
Z, - R = 200 Q 



Zc- - 



b>C 



t£<P/ : 



(al - Ito Q 



2,33 



E dunque 



310 V 
517(1 



: 0,6 A; <pi= artg2,JK = 67,2" 




Correnti aiternoie 



Sii- hè -inoltre; 

»l = 157,2° 



K*= 120. V; 



V (C = 361 V 



GsserviainQ che V 9 f + V 0 r+ V^c' non s > possono sommare semplicemente i 
moduli delle tensioni ai capi di ciascun componente per ottenere La tensione ai capì 
di una serie, poiché tali tensioni hanno in generale diversa fase. 



E.VI11.3* Net circuito rappresentalo tit figura, in cui ii generatore di fona elettromo- 
trice è sinusoidale (F(t) = F t cos\At), calcolare la corrente nel condensatore 
e neit'indutianza. 

l h impctk'D/,a del parallelo Ì.C fra condensatore e induttanza è data da: 



dà um'ì 



1 to'iC ■ 
L'impedenza complessiva Z del circuito è dunque: 



Z - Z K + 2f = Jt + ): 



1 - w ! £,C 



l{t)> 



HO 
. 7 



Si può cosi calcolare la corrente /«) circolante nel circuito: 

I - dl IC 

da cui segue: . 



K+j- 



I l-u'/.O 



[V111.4tij 



■ - f. 



<cL ■ ■ ■ ■ 



IVlll.46.aj 



La leosjont; Vp{t) presente al capi del parallelo (pari alla tensione che agisce sia u 
capi della capacità che ai capi del] 'induttanza) "è data: da: 



V r O) = Z, Ut) ■■ 



■'(1) 



l-u 2 LC 

La corrente circolante rispettivamente nel condensatore e nell'induttanza è infine: 



le- 
h.- 



VA') 
Z c 



jiìC \\ — a LC ! 



1/j 

Vf(t) 1 
;wi (1 (.i ! iC) 



-7(0 
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In queste espressioni, al postò ili !{t) va inserita la sua espressione [VII], 46). 
Poiché, come; , vediamo, I c é pari a Ut) mullipiic&to por il numero reale 

l'ampiezza di l r è pari all'ampiezza /„ di / mofUplicata per il va- 



ì n?LC \ 
' \ \ -a'LCj 

lore assoluto 

^7 / u ! Z.C \ „ / <JLC \ „ 
fase ipj di / se - 1 — ; — -, J > 0, e pan a <p/ + it se - 1 1 < 0 

\ I -u'LC'^ m - \ 1 -<JLCl 

logamentc La discussione per li, che è pari a / moltiplicata per il numero reale 

1 . -' " : 



— 57-tt | di tale numero reale; mentre la fase ipedi l c b pari alla 
.1 — w L C 



Ana- 



Kappr tacili ayitmt: (rniliui ilei 
metodo simbolico 



Piano di Gauss 

asse im magi nafte 









A- 


o 


a asse 




reale 



Rasure 



Come risulta dagli esempi E.VIU.4 ed E.VTIl.S, il mutuilo simbolico 
consente di impostare e risolvere i circuiti in corrente alternata attraverso 
una procedura assai semplice c lineare, anche se i telativi calcoli possono 
risultare alquanto elaborati. Per facilitare i conti, e per eseguile un con- 
trollo almeno qualitativo sui risultati, può essere conveniente ricorrere alla 
rappresentazione grafica dcUc grandezze complesse che intervengono nel 
metodo simbolico stesso. 

A tal riguardo, ricordiamo che nel piano complesso («piano di 
Gauss»), ogni numero complesso \ 

A a {a + jb) = p(cos9 + ^sin9) 

è rappresentato da un vettore. Le componenti cartesiane del vettore rappre- 
sentano rispettivamente la parte reale a e il coefficiente dell'immaginario b 
del numero complesso; mentre in coordinate polari, modulo e anomalia del 
vettore rappresentano rispettivamente modulo p c rase 6 del numero com- 
plesso. Ciò considerato, utia grandezza alternata nella forma complessa 

rvni.39i 

J(r) = le*»' = 

è rappresentata da UH vettore la cui fase 8 = <.i/ + q> aumenta linearmente 
nel tempo, eoa d%!dt = u — cosi. Si tratta dunque di un vettore mutante 
enn velocità angolare costante pari alla pulsazione della grandezza alternata. 
Tale vettore ruotante è detto «fasore»; la grandezza elettrica rappresentata 
dal vettore coincide, istante per istante, con la proiezione del fasore 
sull'asse reale. 

In un circuito, comunque complicato, in cui agiscano uno o più ali- 
mentatori sinusoidali caratterizzati tutti dalla stessa pulsazione u, tutte le 
correnti (circolanti in qualunque ramo) e tutte le tensioni (ai capi di qua- 
lunque componente) hanno la stessa pulsazione io, e sono dunque rappre- 
sentate da fasori ruotanti tutti con la stessa velocità angolare. 

La loro configurazione geometrica relativa (cioè il modulo di ciascuno 
di essi, nonché gli angoli ebe ciascuno di essi forma con tutti gli altri) resta 
pertanto invariata nel tempo, ed è pari alla configurazione che essi hanno 
all'istante r= 0. La configurazione all'istante t— 0 (in cui e'"' — e' = 1) è 
d'altra parte rappresentata dall'insieme dei vettori rappresentativi dei nu- 
meri complessi a fattore di e"*' (dai vettori del tipo A, nella [VIII.39]). 

Rappresentando graficamente tali numeri complessi nel piano di 
Gauss, risulta facilitata rinterprclaàone dei calcoli, la loro stessa esecu- 
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zione e la lóro verifica almeno qualitativa. La stessa rappresentazione gra- 
fica può essete naturalmente usata per indicate graficamente anche !e 
impedenze. 

Va peraltro osservato che mentre la somma (e differenza) dì numeri 
complessi trova immediato riscontro nella rappresentazione grafica (somma 
o differenza di vettori), non vi è invece alcuna tecnica semplice pet rappre- 
sentare graficamente il prodotto e il quoziente fra numeri complessi. 



Esempio 

E.V11I.6' Rappresentare grafica/aprite fa cunfìyitruiioiie delle tensioni mt circuita di 
cut all'esempio E.yiIIA 

Ricordiamo che il modulo e la fase (tei vtìltorr riipn (eseri tacivi delie, tensióni in 
oggelto sona: ' . . 

?. : K = 310V; i* ~ 0 . / ' - ' ' 

y„ - v„l - « v ; fL . isir [ 

K-t- I'.* - ni) V: .(•,- 67,2° ■ 

V„c- Kc= 381 V; <f C - - 22,r 

Questi Vettori sono rappresentati nella, figura. Osseiviarao che F 0 è pari alla somma 
vettoriale (risultante) di V^l, f^, Kjc; e poiché tali vettori non sono tutti fra di loro 
paralleli, è questo. ì] motivo pei cui, come osservato alla fine deH'^e'mpìo E.V1II.4, 




Vili. 6. li fenomeno della risonanza 



In un circuito RLC in serie, In relazione che lega fra di loro la corrente 
f circolante nel circuito c la tensione F applicata è data dalle [VIII.45], che 
qui riscriviamo per comodità: 



/ = I, cos (u>:+ (p;) 



F = F 0 cos u t 



1 _JL_ 

'* Z 



tgtp, = 



y7t 2 +f»£- 
(o>L- 1/mC) 
R 



[YI1I.45] 



Poiché l'impedenza Z = jR 1 + (ut - 1/bQ 1 dipende dalla pulsazione u 
della tensione applicala, anche la corrente / ha ampiezza FJZ che, a parità 
di F„ dipende da u. /„ diviene massima quando (toL- 1/<oO = 0; cioè 
quando 



1 



[Vin.47] 



Condizioni di risonanza 
R 
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Si dice allora che il circuito si trova in condizioni di risonane la pulsazione 
a> a = l/y'LC viene detta pulsazione di risonanza. Quando <j= iù„ si ha 
Z=Jf, l„ = F t /R e ipj = 0- 

Al variare di u intorno a io,, mantenendo costante, 4, e <p hanno un 
andamento caratteristico come quello mostrato in figura. La larghezza A<i> 
della curva a campana caratteristica della risonanza dipende, naturalmente, 
dai valori dei parametri L,C,R che caratterizzano il circuito. Si usa conven- 
zionalmente misurare la larghezza A&) in corrispondenza del punto in cui /, 
si È ridotto di un fattore fi rispetto al valore /„„ che esso assume alla riso- 
nanza, cioè per u> = ti,. Si definisce il /attore di merito Q (o semplicemente 
jattore Q) della risonanza attraverso la relazione: 



J_ 

Q 



ivm.4S] 



Non è difficile dimwtrare che il fattore adimensionale Q È legato, in buona 
approssimazione, ai parametri caratteristici del circuito dalla relaziono: 



[Vlll.W] 



Esempio 

E.V1IL7. Dimostrare la relazione (Vlff.49l 

Poniamo = 2 — Tenuto confo detta definizione di Ac>, u rappre- 
senta quel valore della pulsazione di per cui I„ — Considerato che/.= FJZ, 
u è anche quel valore di w per cui Z passa dal valore Z - R al valore 
ovvero Z 3 ((5) = IR 1 . Deve essere pertanto: i 

fl 3 + (ut- VàC? = 2K 2 

da cut- : ' 

: ■ hit- UHCf - fi ! 

' : «/ - ì'uC" K ."' -;;•}■ 

ovvero: ; V ■ ■ ■ 

: «^/.(. ^-^ii-^j-^ji.f);.-^)- 

Nell'approsBÌiiiazioae v 4 = », la precedente relazione diviene 




da cui infine: 

che è quanto era stato chiesto di dimostrare. 



■fer- 
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Qualora, in un circuito RLC, l'induttanza e la capaciti sian o fra di loro 
in parallelo anziché in serie, allora intorno a u = oi„ = l/vT<? si verifica il 
fenomeno cosiddetto della amirisenama'. quando u = u, la corrente passa 
cioè per un minimo anziché per un massim o. 

Come sj vede dalla [VIII.46.al, P er W£C l'impedenza del paral- 
lelo LC (la cui espressione èywL/(l - tfLC) tende a m ; e dunque la cor- 
rente tende 3. zero. In realtà, una induttanza presenta sempre anche una 
resistenza-serie non nulla; per cui una rappresentazione del circuito più 
aderente alla realtà è quella mostrata nella figura a lato. È Facile verificare, 
allora, che per u = &i„ l'impedenza del parallelo passa per un valore mas- 
simo pari approssimativamente a 



e dunque 



L 

rC 



■f 0 



i i/WW- 



ut 



R 

I — MWk- 



VHI.7. Potenza assorbita dai dreniti In corrente alternata 



Riprendiamo brevemente, al fine di approfondirle e generalizzarle, le 
considerazioni da noi svolte nell'esempio E.VÌI1.2 a proposito della potenza 
dissipata in un circuito in corrente alternata. Sia /(() = /„ cosmi la corrente 
circolante nel circuito (abbiamo scelto l'origine dei tempi in modo che sia 
nulla la fase iniziale della corrente); sia Z=R +jX = Zcos<p +j'Zsùnp 
l'impedenza del circuito (Zcos(p = R è la parte resistiva, e Zsin<p = X b la 
reattanza). La tensione agente ai capi di Zè aiiora V{t)= V„ cos fwi+ (p) = 
- / 4 Zcos («(+ cp). 



l(t) /„ costar V(t) = f,cos<w/ + v) = Z.Zcos (ut+ (p) 
Z - Zcos<p + yZsin<p = R + j X 



rvm.su] 



La potenza, istantanea W(i) che l'impedenza scambia col generatore è Potenza istantanea 
allora: 

(K(0 = V(t) • I(t) - /,?Zcosufeos(<i>r+ cp) = /„ ! Z cos <p cos'io ( + 

111 



+ #Zsinif>sin(i><cos<i>i = /^Zcosipcosfwr - 



sin<p sin2<j)t 



Possiamo dunque porre W(i) nella forma: 
con 

P(i) = / t ! Zcostji cos^ut = IZRco&wt 
2(r) = y^simpsm2«( = °— sin2u/ 



rVULSl] 
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I termini e Q(t) della potenza istantanea vengono detti rispettivamente 
potenza reale e patema reattiva. Benché essi abbiano, ovviamente, le slesse 
dimensioni, l'unità dì misura Watt coi suoi multipli (w, kw, ecc.) viene di 
solito usala solo per indicare la potenza reale P(i); mentre la potenza reat- 
tiva Q(t) (nonché la potenza istantanea P(t) + Q(t)) viene nell'uso comune 
indicata in Voltampere (VA) e suoi multipli. 

Il valor medio su un periodo di P(t) e Q{t) vale rispettivamente 

e dunque il valor medio W della potenza totale è pari semplicemente al 
valor medio delia potenza reale, e può essere scritto celle forme fra di loro 
equivalenti 

Legge di Galileo bcrrarìs W= — — ^— «)S(p = " cosq> — /^f^costp [VI1I.52] 

Quanto alla potenza reattiva (la cui media nel tempo è nulla) essa corri- 
sponde all'energia che capacità e induttanza assorbono in fase di carica e 
cedono in fase di scarica. Se vi è solo un condensatore (o solo un'indut- 
tanza) la rispettiva energia viene scambiata direttamente col generatore; 
altrimenti essi scambiano energia anche fra di foro (e ne caso limite della 
condizione di risonanza 1//E5=<i>, solamente fra di loro). 
Se consideriamo il valor massimo della potenza reattiva 

PZ 

Q„= sin<p - /.fffsj-sinip 



Potenza re? le 
Potenza reattiva 



Voltampere VA 



e il valor medio [VHI.52] della potenza reale 
P= An^nCOSfp, 

la quantità 

r.-fà^^W* [vrn.53] 

Pulsi™ apparente è detta poienia apparente, .Osserviamo che !a potenza reale media [ViII.52] 

coincide con la potenza apparente [Vili. 53] solo se cosip = 1, cioè se Te / 
sono fra di loro in fase. Gli usuali contatori dì energia elettrica misurano 
l'integrale temporale delta potenza apparente [V1IL53]; per non pagare 
energia che in realtà non viene utilizzala conviene aggiustare le caratteri- 
Fasatura stiche del carico in modo che sìa <p = Q («fasatura» del carico). 

Se ud circuito è alimentato da più elettromotori, è possibile che per 
uno o più di essi sìa 9 > it/Z, cioè costp < 0. In rjuesto caso la potenza 
reale scambiala dall'elettromotore col circuito è negativa: l'elettromotore, 
anziché fornire energia al circuito, assorbe da esso energia elettrica trasfor- 
mandola in altra forma di energia. 



Vili. 8. Trasformatore statico 

Trasformatore II trasformatore statico è un dispositivo elettrotecnico comunemente 

usato per le applicazioni più disparate, realizzato costruttivamente secondo 
lo schema mostrato in figura. Su un anello di ferro dolce, laminato secondo 



m 
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piani paralleli ulte linee di flusso al fine di ridurre le carienti parassite, sona 
realizzati due avvolgimenti costituiti rispettivamente da N t e N 2 spire. Se 5 
è la sezione (supposta costante) dell'anello, e / è la lunghezza totale del cir- 
cuito magnetico, allora trascurando il flusso disperso dal circuito magnetico 
si ha (vedi eq. [VII.223 e [VII.33]): 



M = M a = M 7I = ± 




dove Lì, Li ed M sono rispettivamente ì. coefficienti di autoinduzione dei 
due circuiti e il coefficiente di mutua induzione. Si ha in M il segno + o II 
segno — a seconda che i sensi di avvolgimento dei due circuiti sian o con- 
cordi o discordi. In presenza dì flusso disperso sarebbe Af= ± K-fl^T^, 
dove K ff> < K < 1) è detto ùneffiùltnte di accoppiamento dei due circuiti. 
Nella pratica, i trasformatori ben coslf uiti hanno K assai prossimo a 1, e noi 
nei nostri calcoli useremo l'approssimazione K=l. 

Se il circuito (t) (detto primario) è alimentato da un generatore di 
£e.m. alternata Fit) — F^"' (l'origine dei tempi c scelta in modo che la 
fase iniziale di F(t) sia nulla; e dunque F„ è reale) e il circuito (2) (detto 
secondaria) è chiuso su una resistenza di carico R, allora l'equazione del 
trasformatore (cioè del sistema dei due circuiti, che viene schematicamente , 
indicato come nella figura a lato) è data dal sistema [VIL34], in cui si ponga 
F„e> a ' al posto di/(f), r, al posto di R„ r, + R al posto di R t e le TVIII.54] al 
posto di ti, tj. A/, fj è la resistenza del primario (più la resistenza interna 
del generatore, se quest'ultima non è trascurabile) e r, la resistenza del 
secondario. Le [VII.34] divengono così: 



0 = {r 1 + R)ì 1 + L ì -^- + M 



Sostituendo in queste equazioni f, = Ì M t"" s% = ì tì e"" e dividendo per 
f M , si ottiene: 

^ = ('i + jv> £,) U + Jo M rvin 551 

Questo sistema lineare può essere facilmente risolto, _ad esempio col 
metodo di Kramer, ricavando cosi le incognite complesse l al e l el . Noi però 
limitiamo per ora la nostra attenzione all'ipotesi (valida per descrivere i casi 
pratici almeno in prima approssimazione) che sta r, « ìùL, (resistenza 
ohmica del primario trascurabile) e R -+ » (secondario aperto), cosicché /; 
sia nulla. Osserviamo che quando R — m (e contemporaneamente /j -+ 0) 
Rial, diviene pari a-/uM?„, (vedi la seconda delle [Vili. 55]), e fisicamente 
rappresenta la forza elettromotrice V sl attiva ai capi del secondario. Le 
[VII.55] divengono allora: 



[V7II.56] 



Coefficiente di flccoppìaifiento 



Circuite primario e ci/culto se- 
condario 




m 



350 Capìtolo oliato 



Rapporto di trasformazione 



Facendo il rapporto membro a membro, e tenendo conto della [Vili, 54], 
abbiamo: 



F 0 



M 



3. 



[VIII.57J 



D rapporto [VHI.57] tra la f,e,m. agente ai capi del secondario e la fe.m. 
applicata ai capi del primario è dello rapporta di trasformazione del trasfor- 
matore. La [V1II.S71 mostra che nell'ipotesi che le perdite del trasformatore 
Simo trascurabili (cioè che siano trascurabili il flusso disperso, la resistenza 
del primario, e le perdite per isteresi e correnti parassite) il rapporto di tra- 
sformazione è semplicemente pari a! rapporto fra il numero di spire del secon- 
dario e del primario. Vediamo anche che nelle ipertesi fette, a circuito secon- 
dario aperto, la corrente /„, del primario (puramente immaginaria) è sfasala 
di rt/2 rispetto alla tensione P u (puramente reale), e dunque la potenza reale 
media assorbita dal primario stesso è nulla (vedi co,. |Vin_52]); vediamo 
inoltre che la tensione al secondario è in controfase (sfasata di ti) ovvero in 
fase (a seconda dei sensi di avvolgimento relativi di primario e secondario) 
rispetto alla tensione applicata al primario. 

Se fi non è traseuraoile (continuando a considerare il caso che il secon- 
dario sia aperto, ^ = 0), la prima delle [V111.S6] diviene: 

La fase q> della tensione rispetto alla corrente è 

(pi-! 



; arctg- 



-4—, 

t 2 , 



e il primario assorbe potenza 



cos<p : 



-cos<p 




trasmissione 



carico* 
(utente)' 



Linee ài trasmissione a grande 
distanza dell'energia elettrica 



pari alla potenza dissipata per effetto Inule, nella resistenza r. Se filialmente 
il secondario viene chiuso su un carico R <f «> , dalla secoada delle [vnr.SSÌ 
vediamo elle + e nelia prima delie [VIII.5S] compare il (ormine di 
accoppiamento induttivo jaM ì al . L'angolo rti sfalsamento fra F„ e 7, si 
discosta da e diviene tale che la potenza assorbita dal primario è - a 
parte le perdite - pari alla potenza erogata dal secondario. 

Fra le varie applicazioni dei trasformatori, una di grande interesse pra- 
tico fc in connessione con !a trasmissione a grande disiala dell'energia 
elettrica. Si verifica infatti facilmente che, fissata la resistività l della linea 
di trasmissione (resistènza per unità di lunghezza) e fissata la lunghezza l 
deSa linea, la potenza. W t dissipata lungo la linea a parità di potenza W s ero- 
gata dalla centrale elettrogeneratrice, è tanto minore quanto minore è la 
corrente / cT che attraversa la linea e quanto maggiore è la tensione V M di 
alimentazione della linea stessa. 

Si ha infatti (supponendo che tutte le impedenze siano puramente resi- 
stive): 

w<= &u 
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dove &V eK è la caduta dì tensione fra i due esliemi della linea (A V tS = l at >-l). 
Facendo il rapporto membro a membro: 

Wi = I^kl_ [Vin.58] Perdita percentuale deila linea 

*Y, Kit 

Osserviamo che se il carico non è puramente resistivo (cos<p ^ 1) a 
parità di tensione e di corrente diminuisce la potenza utilizzata ma non 
diminuiscono le perdite dì trasmissione, la cui incidenza percentuale 
diviene cosi maggiore. Ai line di rendere il rapporto di perdita [Vili.; 8] 
quanto più pìccolo possibile, la tensione di lavoro degli elettrodotti a 
grande distanza è normalmente di alcune centinaia di migliaia di Vott; 
mentre sia la tensione erogata dalla centrale sia la tensione V„,n di uti- 
lizzatone al carico sono dell'ordine delle centinaia di Volt La trasforma* 
zionc da V att a V ltU , così come quella da V,^ a F^,,, viene realizzala 
mediante traftbnnatón statici («dazioni di irasformitiioiiL-). 



Esempi 

Un-zrasfortnattr/%, ìtt cui condizioni ' ài levornsono tali che siane 'trascurabili Rapporto di trasformazione 
le perdite,? 1 aumentato con una tensione alternata il cai valore efficace è delle correnti 
30 V'ed èroga al secondarlo - chiuso su una resistenza R - una tensione 
efficace di 3Ò&V. Se il carico è percorso da una corrente efficace he? - MA, 
' quale è la corrente (minima) ìltg che arcjjla net primario? 

fi profilami pad essere facilmente risolto in base a cowideianooì energetiche, 
11 secondario dissipa nel carico una potenza pan a V rcW - h^. Questa potenza deve 
essere tornita: dal generatore the alimenta U primario, e questa pari a 

Dalla relazione 

^liir-'iifrr-usip" fjoirfejff 
ricavi tùiro " ■ . ■. ; 

N segnò di ^ : (feriva dàl fitto dte ca?<p I. Nel gasa numerica ipotoato, fo cor- 
fCiile i^l primario è dmeno ltH) Dunque ii rappofto di trajtform azione delle còt- 
.fint'i h . : quando 'aia! Ytuwù rubile lo sfasiujieàtjj' frg ìjgfrpritìe ~é, li5h^piiè,fll,pri^r]ario T è 



R-VWJi*,; Un trasformatore, con perdite trascurpfyili f ha rapporto di trasformazione Rapporto dì trasformazione 
: - deità tensioni pari a KL Fi secondario è chiuso su una resistenza di carico delle resistenze 
pari ad Che resistenza «vette» if generatore die alimenta it primario? 

: Indicando con l'indice 1 le grandezze efficaci relative al primaria e con Vindice 
2 quelle relativa al secondario, si ha per ipotesi . la relazione fra tensioni: 

*. - a i-, 



?er. quanto visto nell'esempio E.VHI.8, la relazione tra le correnti 
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Facendo il rapporto membro a membro fra queste due. relazioni, sì ha 




Vi/li è pari a R per ipotesi. La resistenza che il generatore «vede» sul primario 
([ari a Villi) vale dunque {l/Jt^JL Oltre a trasformare tensioni e correnti, il tra- 
sformatore trasforma dunque anche resistenze (più in generale impedenze) con un 
rapporto di trasformazione pari al quadrato di quello relativo alle tensioni. 



VIII.9. Strumenti di misura dette grandezze eleUrìcrie allentate 



Oscillografi 



Oscillografo catodico 



- % r- T m " 



-l'I'M 



Come abbiamo già accennato, i galvanometii, che costituiscono Ih base 
dei più comuni strumenti por la misura tii correnti e tensioni in contìnua, 
non sono di ricuna utilità pratica per la misura di grandezze alternate. 
Intatti la costar te-tempo del loro equipaggio mobile e moli» più grande del 
periodo delle grandezze alternate con cui si ha a che fare nella pratica: di 
tali giantlezTe alternate essi misurano, pertanto, soltanto il valor medio; e il 
valor medio delle grandezze alternate è nullo. 

Esistono strumenti il cui equipaggio mobile ha costante-tempo motto 
piccola, così che esso può seguire (almeno Fino a una certa frequenza 
limite) le oscillazioni della corrente (e/o della tensione) misurandone il 
valore istantaneo: questi strumenti sono detti oscilloscopi o oscillografi. Nei 
primi oscillografi storicamente realizzati l'equipaggio mobile era un sistema 
meccanico caratterizzato da un momento di inerzia mollo piccolo. Negli 
ultimi decenni tuttavia questi strumenti sono stati soppiantati dall'asdWo- 
gmfo a raggi catodici; tanto che oggi col termine oscillografo, senza alcun 
attributo, si intende in realta oscillografo catodico. In un buon oscillografo 
catodico la costante-tempo è dell'ordine di I0 _I -10'' sec; esso è pertanto in 
grado di misurare il valore istantaneo di tensioni alternate dì frequenza fino 
a 10M0 5 Hertz o più. In questi strumenti l'« equipaggio mobile» è costi- 
tuito da un fascio collimato di elettroni (raggio catodico) che passando fra le 
placche di un condensatore piano viene deviato dal campo Elettri™ istanta- 
neo presente (ita le armature stesse; la deflessione subita istante per istante 
dal fascio misura cosi la tensione istantanea applicata alle placche. 

Lo schema costruttivo di un otólkjgrafo catodico è mostrato in figura 
Un tubo a vuoto dì vetro è costruito a forma di imbuto. L'estremità svasata 
termina con uno schermo fluorescente S conduttore; all'altro estremo è lea- 
IÌ77&I0 un cannoncino elettronico, formato da un filamento che - riscaldato 
dal passaggio di una corrente - emette elettroni. Il cannoncino (catodo) è 
mantenuto negativo rispetto allo schermo (anodo), cosicché gli elettroni 
vengono accelerati verso lo schermo; mentre un certo numero di elettrodi 
ausiliari {& a u a 2 ) provvedono al controllo della intensità del raggio cato- 
dico, nonché alla sua collimazione e localizzazione sullo schermo. 

Fra le placche 00, a giacitura orizzontale parallela all'asse del rubo, 
viene inviata fa tensione da misurare che produce un campo elettrico verti- 
cale {asse y). Fra le placche VV a giacitura verticale parallela all'asse viene 
"inviata una tensione variabile a «dente di sega», che prodùce un campo 
elettrico orizzontale (asse x) variabile linearmente nel tempo. In assenza di 
segnale fra le placche 00 il fascio non subisce deflessione secondo l'asse 
il segnale a dente di sega fra le placche VV produce uno spazzotamentò 
orizzontale del fàscio, che per la persistenza dell'immagine sullo schermo 
fluorescente sì traduce in una lìnea orizzontale luminosa. Se però si ba 



Cornati alternate 



anche un segnale fra le placche 00, il fascio viene deflesso anche vertical- 
mente, cosicché la linea luminosa viene modulata verticalmente dise- 
gnando l'andamento temporale del segnale di tensione. 

La partenza del dente di sega sull'asse x può anche essere comandata dal 
segnale che si vuole misurare («trigger»); e quest'ultimo, opportunamente 
ritardato, viene invialo anche all'asse y in sincronismo con lo spazzola- 
mene) orizzontale, cosicché il relativo segnale risulta dislocato in posizione 
voluta (e fìssa) lungo l'asse orizzontale. La Eguia disegnata sullo schermo 
(diagramma del segnale) può anche essere fotografata. 

Gli oscillografi catodici sono divenuti oggi strumenti largamente diffusi 
iti ogni laboratorio; e lo stesso principio ha trovato applicazione nei tubi di 
ricezione televisiva. 

Assai più diffusi desìi oscillografi - perché meno costosi, più manegge- 
voli e facilmente trasportabili - sono varie specie di strumenti per la misura 
dei valori efficaci delie grandezza elettriche alternate. 

Negli elettrodinamometri, la corrente da misurare viene inviala simul- 
taneamente in due avvolgimenti. 11 primo avvolgimento è fisso, ed è a 
forma di solenoide. Il secondo, a forma di spira [multipla) piatta, è conte- 
nuto entro tf primo; esso h libero di ruotare intorno a un asse ortogonale 
alfassc del solenoide, e in posizione di riposa gli assi dei due avvolgimenti 
sono fia di loro ortogonali. Quando nei due avvolgimenti circola corrente, la 
bobina mobile ruota in virtù del momento di origine magnetica 



M = B ■ m- sin9 — Bm 



(VH1.59] 



finché tate momento non è equilibrato dal momento elastico esercitato 
sulla bobina mobile da una molla di richiamo verso la posizione di riposo. 
Nella TVIII.59], B è il campo di induzione all'interno del solenoide fisso 

{B— [*, — y~, in cui / è la lunghezza del solenoide, JV, il numero di spire e 

/i la corrente che in esse circola) ed m = JVjSJj e il momento magnetico 
della spira mobde (S la sua area, N 2 il numero di spire e / ; la corrente). 
Se entrambi gli avvolgimenti sono percorsi dalla stessa corrente / che si 
vuole misurare, allora il momento [Vin.59] è proporzionale a (/(f)) J ; poiché 
l'inerzia dell'equipaggio mobile è tale da mediare su molli periodi, lo stru- 
mento - opportunamente tarato. - misura l'intensità efficace / s[r deila cor- 
rente. 

L'elettrodinamometro può essere impiegato per un'altra interessante 
applicazione. Se uno dei suoi avvolgimenti viene posto in serie al carico (in 
modo da essere percorso dalla stessa corrente istantanea I c che attraversa il 
carico slesso) e l'altro in parallelo (in modo che la corrente in esso sia pro- 
porzionale alla tensione istantanea V, agente ai capi del carico), allora il 
momento [VI1I.S9] risulta proporzionale al prodotto I c (i) ■ K s (r); l'clcttrodi- 
namomentro, misurandone la media temporale, misura dunque la potenza 
reale assorbita dal carico. In questo modo di impiego l'elettrodinamo- 
mentro è detto wattmetro. 

Fra gli altri strumenti normalmente usati per la misura di grandezze 
alternate ricordiamo gli strumenti a fila caldo e gli strumenti a raddrizzatore. 
I primi si basano sulla misura dell'allungamento subito da un filo a seguito 
dell'effetto Joule prodotto dal passaggio della corrente da misurare; benché 
la potenza dissipala sia proporzionale al quadrato di T M , per alcuni effetti di 
compensazione la scala di questi strumenti può essere resa approssimativa- 
mente lineare in I ctt . 



Diagramma del segnale 



Trigger 




Elettrod iri&inom elro 




Wattmetro 



Strumenti a Filo caldo 
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Strumenti a raddrizzatore 
o, Di 




Voltaici™ digitale 




(.irtujto integralo 

Converti toré 

a ntì l{*g iu ili I ij> i 1 a le 



Oli strumenti a raddrizzatore sono costruiti secondo lo schema a ponte 
mostrato a lato; D, D 2 D 3 D, sono diodi, cioè dispositivi almeno approssi- 
mativamente unidirezionali, in cui cioè la corrente può passare solo nel 
verso della freccia. Quando il polo A del generatore F è investito dalla 
semionda positiva, la corrente passa per D 1 D 1 ; quando A è investito dalla 
semionda negativa, la corrente passa per D^D,. In ogni caso, il galvano- 
metro G è percorso da corrente sempre diretta nel verso della freccia; e 
dunque la deviazione del suo indice risulta proporzionale alla media del va- 
lore assolato di /((), che, come è facile verificare, per corrente sinusoidale 

vale |ì(0'I= 2/ 0 /tr- 

Con la diUusiono crescente di dispositivi a stato solido (c ira particolare 
di circuiti integrati) a costo sempre più accessibile, gli strumenti basati su 
raddrizzatore trovano applicazione sempre più larga specie in connessione 
con voltmetri digitali, cioè misuratori di tensione basati su tecniche nume- 
riche. Il principio dì funzionamento dì un tipico voltmetro digitale è fàcil- 
mente comprensibile osservando i diagrammi mostrati nella figura. Una 
tensione di riferimento crescente linearmente nel tempo («rampa lineare») 
viene inviata a uno dei duo ingressi di un comparatore- All'altro ingresso 
dei comparatore viene inviata la tensione da misurare V (direttamente, se sì 
tratta di una tensione continua; o dopo averla raddrizzata, se si tratta di una 
tensione alternata). Quando il livello della rampa lineare raggiunge il livello 
V, il comparatore emette un segnale {segnale dì stop). È evidente che la 
distanza temporale At fra un segatile di stufi (contemporaneo alla partenza 
della rampa) e il segnale di stop, è proporzionale a V. 11 segnale di start e 
quello di stop vengono utilizzati rispettivamente per far partire e per fer- 
mare un treno d'onda di frequenza costante. Dunque il treno d'onda ha un 
numero di impulci proporzionale alla distanza temporale fra itart e stop, 
e dunque proporzionale anche a V. Contando elettronicamente il numero di 
impulsi contenuti nei treno d'onda, si ha così una misura della tensione V 
incognita; misura rappresentala da un numero mostrato su schermo lumi- 
noso da un contatore numerico. Tutte le funzioni mostrale nel diagramma 
sono in realtà svolle da un unico ciraàto integrato (o «chip») detto crjitverti- 
tore anaio%ko-di%hale 



Esercizi del capRoì* Vili 



¥111.1. Un circuito RW in serie è alimentato da un generatore di f.e.m. alternata 
con F t r= 220 V e frequenza v = 50 Hertz, La corrente circolante nel cir- 
cuito ha valore efficace / fl ir™ 5 A, ed e in anticipo di 60° rispetto alla f.e.m. 
(cp; = -60°). Si trovi: 

a) la potenza »' dissipata nel circuito; t>) il valore della resistenza R; c) se 
€= 0, quando vale L\ d) quanto deve valere C affinché sia cosip = 1. 
(Risposte: a) rF= 550W; b)/t=22Q; c)L = 0,12H; d) C= 85 uF) 

VKL2. Un generatore tornisce una tensione alternata costituita dalla sovrapposi- 
liane di due tensioni sinusoidali, F, tsà fi, per le quali è rispettiva meli te; 
Fi, ff =200 V; v,-ìQr' F ìs a=20V; vj^SOOr 1 

Calcolare la corrente efficace l,n circolante nel carico, se qucslu è cosli- 
tnrto rispettivamente da: a) una resistenza 8 = 10 £1; b) uria induttanza 
!.= 0,1 II; c) una capacità C~ 10 pF. 

(Risposte; a) 20 A; 2 A; b) 6,4 A; «,4 -IO" 2 A; c) 0,7 A; 0,7 A) 

VIIL3, Un circuito RL fc costituito da. una resistenza R- 1500 £5 in serie a una 
induttanza, costituita da rV= 1000 spire di raggio f= 1 cm avvolte in un 
solenoide di lunghezza 20cm. Alimentando il circuito con tensione 
alternata di frequenza v = 50 a" 1 , la corrente risulta anticipata rispetto alla 
tensione di ipi '= — 45°. Trascurando la resistenza dell'avvolgimento, calco- 
lare LI valore L della induttanza e il valore |i, della permeabilità relativa 
media del ferro. (Risposte: I-4.73H; u,, «. 2410) 

VIUA Un circuito RLC serie (con R - 100 Ci; L = 0,1 H; C= 1 uF) è alimeo- 
lato da un generatore con / r =J 7 0 cos«t (F[,= 30tìV; ùi variabile). Sìa 
/ = 1$ dos (w i -f tp) la corrente. Calcolare: 

a) la pulsazione «„ di risonanza 

b) l'ampiezza 1$ e la fase 9 della corrente di risonanza 

c) l'ampiezza /, e la fase 9 della corrente quando u- 4000 s' ! . 
(Risposte: u„=3165s-'; /„-3A e tp — 0> 7 0 =1,*A e 9 = 56,3°) 

VTTT.5. Una induttatiia, costruita con una bobina avvolti su un nucleo di ferro, ha 
L=0^H. L'avvolgimento , ha inoltre, nel suo complesso, resistenza 
ohmica pari a R = 50 12, Calcolare il fattone di potenza cosip, e la potenza 
W dissipata nell'induttanza se ad essa c applicala una tensione alternata 

F„».w«r, con f o = 300 V e v = -^-=50s-'. 

Z IT 

(Kiiposie: cos <p = 0,J0; W a 0,5 w) 

VHJ.l Determinare il fattore di potenza cosip per il circuito RLC in parallelo 
mostralo 'in figura. Calcolare in quali condizioni è CQs<p=l. 

(Risposte: cos» - , ■ 1 , ; cosip= 1 por <g = 

Vin.7. Un dispositivo elettrodomestico assorbe una corrente 11 A e una 
potenza media W— 1,8 Kw quando è collegato alla rete (V t n = 2ÌO V). 
Quale è l'impedenza Z del dispositivo? Quali la sua resistenza A e la sua 
reattanza XI (Risposte: Z=20£l; fl=14.8Q; X— 13,5 Q) 
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VIH.lt. Un generatore eli twa elettromotrice eroga una tensione V pari alla 
sovrapposizione di una componente continua V t — 20 V e di una compo- 
nente alternata V 3 — F^,, cosar 5 V; v = u/2n = 590 s _l ). [n uscita 
al generatore viene montato un filtro LC, cioè un dispositivo come quello 
mostralo in figura (con L = 0,1 H; C- 10 uF). Nella tensione di uscita V„ 
quale è il rapporto {^ v J1Q tì fia La ampiezza della componente alternata e 
la componente continua? (Risposta: 0V^).= H*) 



VIIL9. Un generatore di corrente alternata, con resistenza interna pari ad deve 
essere utilizzato per alimentare un carico resistivo di resistenza pari a Ri. 
Fra il generatore e il carico si interpone un trasformatore. Quale deve 
essere il suo rapporto di trasformazione K" affinché sia massima la potenza 
trasferita al carico? Si supponga un trasformatore ideale (senza perdile) 
™ n <P=0. (Riposta: K={xTr) 

¥111.10. Applicando una batteria con V s — I2V (continui) a una Impedenza, ai 
trova che in wtwi circola una corrente i t = 1 A, Applicando alla stessa 
impedenza un generatore alternato di tensione elticace Y t - 12 V, la cor- 
renti; e[Iìca(a; risulta /„ - 0,3 A, Quanto vale la fase (p della corrente alter- 
nata rispetto alla tensione? (Risposta: 



Suggerimenti per la selezione degli esercizi del capitolo Vili 

VITTI. La |VII1.52] consente di dare risposta alle prime due domande; le altre due 
domande trovano risposta applicando la seconda delle [VITI. 45]. 

VI1I.2. Il problema si risolve utilizzando la [VTII.4L] e le [V1U.4I]. 

VIIU. Utilizzare la seconda delle ÌVIIL45] e la [VII.22]. 

YlttA Utilizzare la [V1I1.47J e i commenti fatti a Ule relazione nel testo. Utiliz- 
zare Inoltre la (VIII.45]. 



Vili A II problema si risolve facilmente utilizzando la 1VI11.HT], la [VUU5], k 
[Vtn.411 e la TV]II,52|. 

VII 1.6. Usare la f Vi 11. 44 J e le [V 111.42]. 

V11L7. La [VII1.411 consente di calcolare Z, e mediante la [VITI. 52] si [mo calco- 
lare cosip. Noti Z e eostp, il calcolo di R e X risulta immediato. 

YIIL8* Calcolale la componente alternata della corrente che circola nella serie 
e quindi La tensione alternata ai capi del condensatore. 

Vili.!). La potenza è massima quando r è pari alla resistenza equivalente R, del 
primario. Si veda poi l'esempio E.VHL9, 

VUI.10, Si tratta di una induttanza. Dal comportamento in continua determinarne 
la resistenza R, e dal comportamento in alternata l'impedenza Z II calcolo 
di j segue dalla seconda delle [Vili. 45 J, 
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Onde elettromagnetiche 



IX. 1. Considerazioni introduttive 

In questo capitolo tratteremo il campo elettromagnetico variabile nel 
tempo senza alcuna restrizione: rinunceremo cioè all'ipotesi di quasi stazio- 
narietà che sottendeva la maggior parte degli argomenti trattati nel capitolo 
VI, e tutti quelli trattati nel capitolo Vili. 

il campo elettrico £ e il campo di induzione magnetica B sono stati 
introdotti per descrivere l'interazione fra cariche elettriche, rispettivamente 
ferme o in movimento. In effetti, il loro valore in una posizione qualunque 
? e in un istante qualunque t è definito attraverso la forza F che in (r, () si 
esercita su una carica campione puntiforme, rispettivamente ferma o in mo- 
vimentò; cioi attraverso la relazione di Loreatz [V.5] che qui richiamiamo: 

,F= vx fl) [JX.l] Forzadi Lorenti 

Così definiti, i campi £ei (nonché i campi << ausiliaria D e H, introdotti 
per descrivere l'effetto della presenza di materia) risultano legati alle carat- 
teristiche delle sorgenti dalle equazioni di Maxwell [VII.20], che saranno il 
punto di partenza di tutte le considerazioni che svolgeremo in questo capi- 
tolo e che qui riscriviamo per comodità: 

I) V ■ Z) = p n> V - Jf = G ) 

^ .1 [IX.2] Equazioni di Maxwell 

111) V x /T = - 4r" jV)Vx#=/+-^-[ 

Le sorgenti del campo elettromagnetico (la densità di carica p, e la densità 
di corrente J) non sono fra di loro completamente indipendenti, essendo 
soggette alla condizione di conservatone della carica formalizzata attraverso 
l'equazione di continuità JIV.12]; equazione che riscriviamo anch'essa: 



[IX.3] 



Equazione dì continuità 
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La dissimmetria delle equazioni relative a E c B (il fatto che al secondo 
membro della [IX.2.I] compaia la densità di carica p, mentre il secondo 
membro della [1X2. Il] è identicamente nullo; e il fitto chetai secondo 
membro delia (lf.2,ni] non compaia l'equivalente del vettore /presente al 
secondo membro della [IX.2.IV]) corrisponde al fatto sperimentale che non 
è mai stato scoperto un equivalente magnetico della carica elettrica (mono- 
polo magnetico); non esistono poli magnetici singoli, ma solo dipolì a 
somma algebrica nulla, e per conseguenza non esiste nemmeno l'equiva- 
lente magnetico della corrente elettrica. 

Come abbiamo già a suo tempo osservato; le equazioni di^Maiwell 
mostrano che la derivata temporale di Eh una delle sorgenti dì B (e vice- 
versa). Questa circostanza, insieme alle leggi di trasformazione relativi- 
stiche, per cui l'interpretazione della natura elettrica o magnetica del campo 
dipende dal sistema di riferimento - una circostanza, che approfondiremo in 
questo capi Itilo - giustificano e richiedono una trattazione unificata dei due 
campi, che nel loro insieme prendono il nome di campo eìeltr/t/itugnetico. 

L'introduzione del campo elettromagnetico, così come storicamente è 
avvenuta a come noi l'abbiamo presentata in questo libro, perebbe appa- 
rire come un mero artificio pei trattare in termini compatti le forze fra 
cariche ferme o in movimento. Va tuttavia osservato che: 

a) Diverse combinazioni delle sorgenti possono dar luogo agli stessi campi 
È, B in una certa posizione spazio-temporale (r, (); quando ciò accade la 
forza subita da una carica campione (ferma o in movimento) e la stessa. 

b) Un campo elettromagnetico è spesso presente in regioni di spazio prive 
di sorgenti; ed il campo localizza in tali regioni una. quantità di moto, un 
momento angolare, una energia non nulli - come abbiamo già visto e 
come meglio approfondiremo in seguito. 

Queste circostanze fanno del campo elettromagnetico «no entità fisica che 
può essere definita, trattata e interpretala. - per molti aspetti - indipendente- 
mente dalie sorgenti che l'hanno generata; e questo rappresenta il nocciolo 
delle questioni che tratteremo ìù questo capitolo. 

Sperimentalmente, si riscontra che il campo elettromagnetico si pro- 
paga nella forma di onde, che viaggiano nello spazio sena che sia richiesta 
la presenza in esso di alcun supporto materiale: l'ipotesi della necessità di 
un supporto materiale perle onde elettromagnetiche {«etere»), ipotesi che 
è stata avanzata nel jcorso dello sviluppo storico dell'elettromagnetismo 
quando la natura di alcuni fenomeni non era ancora stata compresa, non è 
soprawissu-ta all'evidenza dei fatti. 

Le onde elettromagnetiche si propagano nel vuoto a una velocità che è 
stata misurata con elevatissima precisione e vale 

Velociti della luce nel vuoto c = 299.792.456,2 ± 1,1 m/s 

Questa velocità di propagazione è risultata essere indipendente dalla fre- 
quenza, da frequenze molto basse (decine di Hertz) tino a frequenze molto 
alte (IO 1 * Hertz). È questa anche la velocità della luce: in effetti la luce è 
costituita da onde elettromagnetiche, che il nostro occhio è in grado dì 
osservare con diverso colore quando la. loro lunghezza d'onda è compresa 
fra ~ (1,39 |ime ~ 0,78 um. 

Nel corso di tutto il capitolo, noi tratteremo le grandezze che com- 
paiono nella JIX2] come funzioni continue delle variabili spazio-temporali. 
Già sappiamo che questa rappresenta un'approssimazione. Le sorgenti sono 



Monopolo magnai Leo 



Campo elettromagnetico 



11 canapo elettromagnetico to- 
me entità fisica a sé stame 

Onde eli «romanisti che 

inesistenza dell'etere 
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infatti costituite - a livello microscopico -da cariche elementari di dimensioni 
molto piccole: in particolare gli elettroni risultano essere puntiformi entro la 
massima risoluzione con cu i si è riusciti uno ad oggi ad esplorarne la struttura 
(r t < 10" i4 cm). Ciò dà alle sorgenti una struttura granulare (o particeilare); 
tuttavia abbiamo gii più volle accennato al fatto che tale struttura particeilare 
non è rivelabile nella maggior parte degli esperimenti alla scala macroscopica. 
Ricordando che la carica dell'elettrone vale circa 1,6 • 10~"C, si calcola facil- 
mente che, ad esempio, un condensatore da 1 [iF carico a 100 V ha sulle arma- 
ture un eccesso (o difetto) del numero di elettroni dell'ordine ili IO 15 ; e una 
corrente da 1 mA corrisponde a un flusso di circa IO 11 elettroni al secondo. 

Anche il fatto di trattare i campi come (unzioni continue (propagante i, 
come vedremo, nella Torma di onde) rappresenta, per altri motivi, un'ap- 
prossimazione (approssimazione «classica»)- Alfa scala microscopica, ai fine 
di render ragione di molti fatti sperimentali è necessario ipotizzare tinche 
per i campi una struttura particeilare (quantizzaziane dui campi)- 1 -«iiua/ìlì» 
del campo elettromagnetico sono detti fotoni 

Tuttavia, nella moggiot parte dei fenomeni alla scala macroscopica la 
struttura particeilare dei campi non lì evidenzia, Ad esempio, la luce 
emessii da una lampada da 100 w, a una distanza di 1 m corrisponde a un 
flusso di circa 10" fotoni visibili per cm' e per secondo: la struttura quan- 
tica del campo non è praticamente rivelabile attraverso misure di intensità, 
e una descrizione puramente ondulatoria del campo è perfettamente ade- 
guata. Ciò non toglie che in alcuni fenomeni di interazione radiazione 
materia (ad esempio nell'effètto fotoelettrico) l'energia potenziale degli elet- 
troni investiti dalla radiazione possa, essere confrontabile con quella dei sin- 
goli fotoni costituenti la radiazione; in questi casi la struttura quantica del 
campo può tradursi anche in effetti evidenziabili alla scala macroscopica. A 
questi fenomeni dedicheremo qualche spazio nell'ultimo capitolo di questo 
libro. Ma in tutto ciò che vedremo in questo e nei prossimi due capitoli, 
l'approssimazione classica che noi sistematicamente adotteremo risulta 
molto bene adeguata alla corretta interpretazione dei latti sperimentali. 



Stitittura parli ed la re delle sor- 
genti 



A ppfiKvi inazione classica 

Quantizsazione dsi umipi 
Fotoni 



TX.2. Alcuni approl'andiiìiertfj relativi alle agnazioni di Maxwell 

Come abbiamo anticipato nel paragrafo IX, 1, il punto di partenza, di 
tutti gli sviluppi presentati in questo capitolo saranno le equazioni [IX. 1J, 
[IX.2] e JTX.3J. Hù precìsamene, una volta specificata la configurazione 
spazio-temporale delle sorgenti 7, p (configurazione che dovrà comunque 
rispettare il vincolo di conservazione della carica, formaliwaio nella equa- 
zione HXJDJc epilazioni di Maxwell [DC2] - corredate dalle relazioni che. 
legano 5 ad Ei HiB, e completate con 3'assegnazione delle condizioni ini- 
ziali e delle condizioni al contorno - consentono, a prescindere da eventuali 
difficoltà matematiche, di determinare il campo elettromagnetico in ogni 
punto dello spazio-tempo; e allora l'equazione [IX. 1] consente di calcolare 
l'azione subita da una carica campione ferma o in movimento (purché questa 
sia sufficientemente piccola da non perturbare apprezzabilmente, con la sua 
presenza e col suo moto, la configurazione delle sorgenti del campo). 

Consideriamo innanzi tutto il caso in cui lo spazio interessato al campo Campo elettroni agn etico nel 
sia completamente^vuqto salvo laddove sono localizzate le sorgenti. Le rela- vuoto 
zioni che legano D a È e H a B sono in questo caso relazioni di semplice 
proporzionalità tramite le costanti e, e 1/jv 



1IX.4] 
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È le [TX.2] divengono: 
I) V ■ É t = p/e. II) V ■ B 0 = 0 

a» a? [IX5] 

III) Vx£, = -^ IV) Vx^^J+t,^ 

Equazioni di Maxwell fra di Cominciamo con l'osservare che queste equazioni (che rappresentano 8 equa- 
loro indipendenti zioni scalari, visto che la prima e la seconda sono equazioni scalari, mentre 

la terza e la quarta sono equazioni vettoriali) non sono tutte ria di ioro indi- 
pendenti, come d'altra patterei aspettiamo considerato che esse contengono 
solo le sei incognite scalari E a , B„. In effetti^ una volta ammasso che le sor- 
genti soddisfino, come devono, l'equazióne tC£jT,'"le prime due equazioni 
di Maxwell sono deducibili rispettivamente dalla quarta e dalla terza. 
Vediamo^ corno l'equazione V-i7 t =0 può essere dedotta dalla 

V x E t — - àBt/Si. Applichiamo a quest'ultima l'operatore divergen;ca_ 
Tenuto conto che la divergenza di un rotore è identicamente nulla 
(7.(7xì;.) = 0), si ottiene: 

' "' ftctié la derivata temporale della divergenza di B 0 è nulla ovunque, ne 
(V - B 0 ) = oj segue che in ogni posizione spaziale essa è costante nel 
tempo: 

V • B s = costante 

D'altra parte, all'istante iniziale (prima che venissero realizzate le sorgenti) 
era ^ovunque i, = 0 e dunque anche V S„ = 0; e poiché deve essere 

V B„ = costante indipendentemente dalle modilìche che possano subire 1* 
sorgenti, segue che e sempre 

V ■ B, = 0 

Analogamente, applicando l'operatore divergenza alla quarta delle [IX. 5], 
si ha: 

- -. -. rìF 



da cui, tenendo conto anche della [IX.3], segue: 



3 P 3 S B a 



da cui deduciamo 



V ■ É„ = costante 

^0 



e tenuto conto delle condizioni all'istante iniziale (in cut essendo p = 0, era 
anche V • £„ = <!; e dunque p/e„ — V ■ Iv = 0) segue la prima delle PX,5], 



i 
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Tenuto conto dì quanto abbiamo ora visto, tutte le proprietà del campo j 
elettromagnetico - le cui sorgenti devono soddisfare la [TX.3] - sono conte- | 
tinte nella lem e nella quarta equazione di Maxwell, che rappresentano sei. 5 
e<]uaztoni_ differenziali "idip"f" < ' 1 m'i nfrllf Jllf innitnitf "°"r> riali JÉ m B^ isii ■ 
incoenitescalari funzioni delio spazio e del tempo). ' 

Come vedremo più avanti nel corso di questo capitolo, anche nel caso 
non stazionario che stiamo qui trattando - così come abbiamo visto acca- 
dere per il caso stazionario - tutte le informazioni relative al campo elettro- 
magnetico possono essere fornite assegnando dei potenziali generalizzati ampi e potenziali 
(funziotii dello spazio-tempo: potenziale vettore A e potenziale scalare elet- 
trico V), cioè assegnando quattro funzioni. Queste quattro funzioni (i 
potenziali) possono esseri; ricavale - note le sorgenti - risolvendo quattro 
equazioni differenziali scalari; equazioni che anzi hanno, come vedremo, il 
vantaggio di presentare una straordinaria compattezza c simmetria per 
quanto riguarda le relazioni fra potenziali e sorgenti. 

Il fatto che per ricavare il campo elettromagnetico servano sei equa- 
zioni, mentre per ricavare i potenziali - da cui pure il campo elettromagne- 
tico e deducibile - bastino quattro equazioni, può sembrare una incon- 
gruenza. Va peto osservato che affinché il campo elettromagnetico E, B 
ammetta potenziale, esso deve soddisfare precise condizióni; condizioni che 
sono contenute nelle equazioni di Maxwejl. Solo una volta verificato ciò, il 
campo E,B e esprimìbile in termini di potenziali. 

Quando si parla di potenziali (e ci si limita a considerare quattro equa- 
zioni), si dà invece per scontalo che il campo goda delle opportune pro- 
prietà matematiche, che pure hanno richiesto, una volta per tutte, di essere 
verificate sperimentalmente verificando le corrispondenti caratteristiche 
delle equazioni di Maxwell: e ciò riconduce la fìsica del campo elettroma- 
gnetico all'esigenza di far conto, ne] suo complesso, su sei equazioni. 



Veniamo ora al caso in cui lo spazio interessato al campo, anziché 
essere vuoto, sìa riempito con un materiale omogeneo ed Isotropo. In (mesto 
caso, alle sorgenti localizzate macroscopiche J,p (note a priori) vanno 
aggiunte le correnti e le cariche «microscopiche» che il campo elettroma- 
gnetico stesso induce, con la sua azione, nella materia: queste sorgenti, pro- 
prio perché attivate dal campo, non sono note a priori. Tuttavia abbiamo 
visto che per molti materiali (materiali diamagnetici e paramagnetici; e ma- 
teriali ferromagnetici limitatamente ai casi e alle situazioni in cui la curva 
B=B{B) sia univoca e lineare), la trattazione diviene formalmente analoga 
al caso del vuoto, col semplice accorgimento di sostituire nelle [IX.4] due 
costanti diverse (t, (i) al posto di Bj, u,: 



e le equazioni di Maxwell si scrivono: 



1) V - £ = p/e 
!□) Vxi = - 



il 



II) V B = Q 
IV) 7 x B = \iJ+ cu 



it 



fIX.6] 



[IX.7] 



Campo elettromagnetico in 
mate ria ii omogenei e isotropi 
non fé rmmagne ti ci- 



che costituiscono una semplice generalizzazione delle [TX.5], contenendole 
come caso particolare nel caso che sia e = u = u,. Naturalmente, anche a 
proposito della indipendenza relativa delle [IX.7] valgono le stesse conside- 
razioni da noi più sopra fatte a commento delle [IX.5], 
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Caso di più materiali Nel caso che ponderai diverse dello spazio siano riempite con materiali 

diversi, il problema viene trattato risolvendo le [1X7] all'interno di ciascun 
materiale; e imponendo ai campì, sulle superflui di separazione fra materiali 
diversi, le condizioni di raccordo a suo tempo stabilite (eq. [111,32] e [V1.22]): 

Condizioni di raccordo J = £n I = [IX.S] 

\ ci£>i = cj£„ 3 l B„, = 5 n3 

coi pedici t,n& indicare rispettivamente la componente tangenziale e quella 
normale alla superfìcie di separazione, e i pedici 1, 2 a indicare i due diversi 
materiali. 

In questo e nei prossimi due capìtoli, in cui ci occuperemo di campi 
elettroni limnetici variabili nel tempo e della loro propagazione, limiteremo 
sempre la nostra attenzione a materiali omogenei ed isotropi per i quali val- 
gono le [TX.ó], con (i e c costanti e uniformi: il punto di partenza di tutti i 
nostri sviluppi saranno dunque le [JX.7J e, quando servono (presenza dì più 
materiali), le 11X.8J. 

Prima di procedere, osserviamo che le equazioni di Maxwell nella loro 
forma più generale [1X.2J possono esscrc_scrillii anche utilizzali do j vettori 
di polarizzazione elettrica e magnetica, P e M, al posto di D c H, Ricor- 
diamo le definizioni <eq. [TiT_22] e [VI. 19]): 

D = z„É+P H = -~ — M [IX.9] 

da cui le [IX.S] sono ricavabiHnel caso particolare che P e M siano propor- 
zionali rispettivamente afei, Sostituendo le PX.9] nelle [1X.2] otteniamo 
con passaggi immediati: 

I) t,V-É = p- V ■? II) V B = 0 

- , [IX.10] 

III) Vx£ ^- IV) — Vx5-Jr+c-^ + -^-+V>;W 

Naturalmente, da queste equazioni (riducibili a 6 equazioni fra di loro indi- 
pendenti) non è possibile, ricavare !e 12 funzioni rappresentate dalle com- 
ponenti dei vettori E, P,D,M$c questi sono luttMncogmli. La soluzione 
delle [IX, 10] può essere effettuala solo se ì vettori P,M sono noli a priori (il 
che non avviene praticamente mai), ovvero se sono note Icjelazionì che le- 
gano P,MaÈ,B (le relazioni equivalenti alle PX.tì], P=x?Es M=XnB!\j, a \ 
ovvero relazioni più complesse per altri tipi dì materiali). In altri termini, le 
[IX. 10] sono del tutto equivalenti alle [IX.2], b cui soluzione richiede la 
conoscenza delle relazioni che legano D a E e H a B. 

L'utilità delle [IX.10] sta piuttosto nel fatto che una volta risolte le 
[IX.2] (ovvero le [IX.T], quando si abbia a che lare con male/iati per cui val- 
gano le [DC.6]), esse consentono di calcolare le caratteristiche delle sorgenti 
microscopiche del campo elettromagnetico (densità di carica e densità di 
corrente). Vediamo infatti che le [IX.10] differiscono dalle equazioni per il 
caso del vuoto (IX.S) per il ratto dì comprendere i termini di sorgente 
aggiuntivi: 

- - -, -, ÒP 
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I primi due di questi termini, che non contengono alcuna derivata tempo- 
rale, sono presenti anche nel caso stazionario (eq, 1111.131 e [VL16]); come 
abbiamo discusso a suo tempo, essi rappresentano rispettivamente la den- 
sità di carica di polarizzazione e la densità di corrente di magnetizzazione- 
U termine aggiuntivo che compare nel caso non stazionario è il ter- 
mine 



Densità di carica di polarizza- 
zione 

De n sili di corrente di magne- 
tizzazione 



dt 



[IX.12] 



detto densità dì corrente di polarizzazioni: elettrica Esso è dovuto al Étto 
che quando un dielettrico si polarizza (cioè quando si genera in esso un 
momento di dimoio elettrico), il fenomeno si accompagna necessariamente 
a uo movimento ordinato di cariche (se pure un movimento microscopico 
di cariche l»[^di77jtte T cioè non capaci -di migrazioni macroscopiche nel 
materiale); e a ciò corrisponde l'attivarsi di una corrente entro il materiale. 



Densità di corrente di polariz- 
zazioni elettrica 



E4X1. fiìsaitiamo fewvemenre l'Mgrprcfazionic fìtìai della [IX.12]. 

-. U il 'materiale isolante contenga n atofxii.pér unità' di 'volume. Ognuno di essi 
putì essere considerato cooie una .coppia di banche di segno! opposto, e di pari 
tnodulp (sia q tale modulo). Per effetto; di un campo esterfio il baricentro delle 
cariche positive dell'atomo i-esjmp si sposti di un tratto di; rispetto a quello delle 
càriche .negative. Tale atomo acquista allóra un " momento elettrico dj?t L . 



e. dunque il 



doyeja Étfflitai 
st^iietiti din 



tip, - idi, \ ; 

momento elettrico risultiate acquisita dall'unità di volume tì: . 

• ■dP~^d$t*%WÌ~ir$7^ : - 

.atorta 6 estesa all'udirà :<ii volarne; e di, rapprese hta la media degli spo- 
Ujvidendo per si*, ha: ; ; : ; 



IT ""UT' 



"(TU 



dove fìt'^'^yp rappresenta la velocità rnedia d?Hé cariche ;(vetocità di deriva o di 

adrifi»y Confrontando questa rotodonc con, 1» dofinìztrjnfi di densità di cor- 
rente;- sédiamo che ia derivata S?/9( della pr^rizzaziptiB elettrica {momento elli- 
ttico 'per unità di volume) rappresenta ippìinto la, densità di corrente ohe accora- 
pagna il processo di generazione del momento di dinoto elettrico per unità di 
vcluaoe P{t). ■ ; . ■ 



■k^j IX.3. Emulazione delle onde elettromagnetiche 

Consideriamo no mezzo dielettrico Illimitato, isotropo e omogeneo: il 
campo elettromagnetico in tale mezzo è allora descritto dalle [DC7]. Suppo- 
niamo inoltre che il dielettrico sia ovunque elettricamente neutro (assenza 
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di cariche localizzate: p = 0); se si tratta di un dielettrico perfetto (e dunque 
in particolare perle ttai nenie isolante, dotato cioè di resistività elettrica infi- 
nita) sappiamo che è parimenti 7=0 (assenza di correnti macroscopiche). 
In tutto iì dielettrico, Je equazioni di Maxwell [IX.7] divengono allora nel 
nostro caso: 



Mezzo omogeneo e isotropo 
infinito 

Assenza di cariche e dì corren- 
ti localizzate 0' -<■' m^^j-''* 

Sui-..-:/ 
rot rol -■ - V 1 + giuri div 



1) V • E = 0 
III) VxK=- 



ÒB 

dt 



II) V . B = 0 

- ft? 
IV) V x fi = t| ±— 
dt 



[IX. 13] 



? 



— +■ 



il 



Applichiamo l'operatore rotore alla terza di queste equazioni.' Ricordando 
l'identità nialcmatica V x (V x £) = — V J £+ V(V . £), e tenendo conto 
che per la prima delle [1X,13| □ V ■£=(), sì aritene 

9( Di 

Se confrontiamo questa relazione con la derivata temporale della oliarla 
delle {IX. lì], otteniamo 

V ; £ - ip. -Tr- 
ai 1 



0 2 
h ó A' 

^ ^ Una equazione del tutto identica è soddisfatta anche da B, come si verifica 
l '~> facilmente applicando l'operatore rotore alla quarta delle [IX.I3] e confron- 
tando con la derivata temporale della terza; per cui valgono in definitiva le 
equazioni 



Equazioni delle onde elettro- 
magnetiche 



dt 1 

3' B 
òt 1 



(IX. 14] 



Osserviamo the benché queste equazioni costituiscano fi equazioni scalari 
(quante souo le equazioni linearmente indipendenti tra le [IX.13D, esse 
non sono equivalenti alle [1X.13] stesse. Infallì le [IX. 14] sono state otte, 
nule dalle [IX. 13] applicando l'operatore di rotore: diinque__se £c una solu- 
zione delle JDL13], le [1X14] sono soddisfatte anche ila £+ É\ dove k' è 
un qualunque campo irrotazionale (V x £' = 0). Per conseguenza le [IX. 14] 
ammettono anche soluzioni spurie non solenoidali (cioè a divergenza non 
nulla). I4S solenoidalità delle soluzioni - che risulta automatica se sì risolvono 
direttamente le J1X.13] - deve essere imposta come condizione aggiuntiva se 
si parte dalle [IX. 14]; e ciò si Ea affiancando le [IX.13] stesse alle [IX.14]. 

Queste equazioni sono dette equazioni delle onde elettromagnetiche : 
abbiamo già visto nel primo volume (e lo rivedremo nel prossimo para- 
grafo) che la soluzione di una equazione del tipo delle [1X.14] è rappresen- 
tata da oade che si propagano con velocità v=l//eil. 



Osservazione. Solo nel vuoto OssemzHMe. Nei dielettrici, si ha [i ss u,,. L'ipotesi che qui stiamo facendo, che 
tutte le onde e.m. hanno la sìa * u = costante, equivale dunque a supporre che sia costante e; owerq_che sia 
slessa velocità. costante la suscettività elettrica )[ E del materiale definita dalla relazione ?= i s É,- 

dove Pè la polarizzatone elettrica. Vedremo nel par. 1X.G che mentre e ragione- 
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vote supporre che xe sia indipendente dal modulo di E y essa dipende in realtà dalia. 
sua frequenza. Ne risulterà per conseguenza che ogni componente armonica di 
un'onda elettromagnetica si propaga a velocità diversa; quando non sì tratti di 
un'onda monocromatica^ ne risulta deformata la forma dell'onda Stessa. Trascurare 
questo effetto - come noi faremo per ora - equivale a supporre che Le armoniche 
coinvolte nell'onda abbiamo frequenze abbastanza prossime perché le loro velocità 
differì sefinu di poco. 



Mei dielettrici leali, la velocità 
delle onde e.m. dipende dalla 
loro frequenza. 



Prima di proseguire, ricordiamo alcune definizioni v nomenclature 
relative nlle onde> } 

Una funzione di jt, t f{x^i) rappresala un'onda di ampiezza costante 
che sì propaga lungo l'asse delle x se in essa la dipendenza dalla coordinata ; . r 
x e dal tempo i compare solo nella combinatone £= x + v/: ? 7 £ ^. 
/■ 

T v/) [TX.15] 



/' -■ : ' 

Qi 
O * 



-.f •••Sj' < 
-P.-.i rj.. 

Funzione 



con v tostante positiva. Vedremo più avanti {eq. [EX.JÉ]) come questa 
espressione si generalizza nel caso chi; la direzione di propagazione non 
coincida con uno degli assi coordinati. L'onda si dice progressiva o regres- 
siva a seconda che nella 1, — x T vr compaia il segno — o ii segno 

Il motivo per cui la [1X.15] rappresenta un'onda .è il seguente: se consi™ 
derìamo la /come funzione della variabile J, essa definisce un ben definito 
«profilo» f(Q; e tale profilo trasla senza cambiare forma lungo^ l'asse x con 
velocità i v. Infatti consideriamo un ceno valore x T vi della varia- r 
bile t'. all'istante 7+ ir, lo stesso valore di £ si presenta non più in x, ma in | 
x + Ax purché ix sia legato a if dalla relazione ' 

x + v?= + ix) T v (7+ il) = x T v7+ Ax T vii 



Onda progressiva 
Onda r&B ressi va 




da cui segue 



Ax 
At 



= ± v (IX-1Ó]| 

Nella maggior parte dei fenomeni fisici (se si esclude il fenomeno 
ondulatorio su una corda vibrante) la propagazione ondosa è un fenomeno 
tridimensionale (o bidimensionale: ad esempio onde su un liquido, o su 
una membrana). Si chiama allora fronte d'onda il luogo dei punti in cui, ad 
un fissato istante, la variabile !; assume lo stesso valore. Un'onda bidimen- 
sionale si dice rettilìnea o circolare (ad esempio) se i suoi fronti d'onda sono 
rettilinei o circolari. Analogamente un' onda tridimensionale si dice piana se 
i suoi fronti d'onda <che, come per ogni onda tridimensionale, sono rappre- 
sentati da superfici) sono piani; sì dice onda sferica se i suoi fronti d'onda 
sono superfici sferiche; ecc. 

Ad esempio, se considerata come un'onda nello spazio, la [IX. 15] rap- 
presenta un'onda piana: l'argomento 5, essendo indipendente da y e z, fis- 
sati re / assume infarti lo stesso valore non solo per y — z= 0 (sull'asse x), 
ma anche per qualunque altro valore di y e z\ e dunque su tutto il piano 
perpendicolare all'asse x passante per il valore di x considerato. 

Se la/(Q è una (unzione periodica del suo argomento, l'onda è detta 
onda pertvdka. In particolare, sono periodiche le onde sinusoidali, cui fjer 




Fronte d'onda 



Onde piane e onde sferiche 



Onda | ieri odiai 
Onde sinusoidali 
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A ampiezza 
if faste 



f 4 J. Si tu > 

™tym fflHn*»nrfnim» rai^fuHAHt^i dj usualmente una delle seguenti 
espressioni fra di loro equivalenti 



f(xj) = A sin j~ (*- v 0 + <pj = A sin [-^p-^ - ') + <P 
= A sin jsrc ^ + <pj = .4 sin ((u*r- o(+ <p) i 



[DC.17] 



i Lunghezza 



Frequenza 
^ Pulsazione 



d'onda A 



Considerata la definizione del suo argomento \ — x— vt, un'onda periodica 
(come per un'onda sinusoidale risulta evidente dalia [LX.17D è periodica sia 
nella variabile x (fissalo f) che nella variabile i (rissale x). Il perindw tempo- 
rale T e quello spaziale X (lunghezza d'onda) sono legati dalla relazione 



VT- v 



[ÌX.18] 



' 1/7 



Si definiscono per un'onda sinusoidale i seguenti parametri addizionali 
(usati nella [IX.17]): v = l/Z (.frequenza); d> = 2nv = 2n.IT (j>vhaziunc)p 



ìnv - ir'-— k= 2jt/X {mimerò d'onda). In termini di questi parametri, la [IX.1S] può 
Numero d'onda essere scritta nclic seguenti forme fra di loro equivalenti: 



v = X/T= Xv = ù>/k 



[IX. 18.a] 



Velocità di fase 



Onda, che jj attenua 



In un'onda sinusoidale (che naturalmente, per opportuna scelta della fase 
iniziale <p può essere scritta anche come onda cosinusoidale) l'argomento 
Z = kx- tnt+ <p viene anche detto fase dell'onda. Per come è stata definita, 
la velocità [IX.I6] - che è la velocità di un qualunque fronte d'onda - non è 
altro che la velocità con cui si muove la fase dell'onda. Essa è detta infatti 
anche velocità di fase. Per onde diverse da un'onda monocromatica, è possi- 
bile definire anche altre velocità (velocità dì gruppo). Una espressione del 
tipo: 



/(*,() = PW/(x-v() 



[IX. 191 



Dalambertiano □ 



dove p(;r) è una funzione decrescente della jc, rappresenta vn'ontta chi' si 
attenua via via che si propaga (via via che aumenta il percorso x da essa 
compiuto). Y 

la forma più cotnjmia, le equazioni delle onde [TX 14] ihjjsuiki essere scritte 

.anche come 

É3È-0 □ fi - fi [IX.14.a] 

dove l'operatore □ dette dalambertiano (cosi come V 3 è detto anche laplaciano, ed 
è indicato con A) è definito come: 



■ V 1 -Ell- 



31 3 



a 2 a 1 a J 
"aT 5 " W 



di' 



rix,2o] 



Osserviamo che L'operatore dalambertiano □ è un operatore lineare: 

□ (a[/l+ flj.Fi) = a, □ F y + aj □ F l 

(con Ai, costanti; Fi, fi funzioni di x, z. t). Le [IXJ4.&] (cosi come le [IX. 14], 
di cui le [fX.H.a] noti srtno altro che una diversa scrittura) rappresentano dunque, 
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ciascuna, ire ajUQshnt diffcrcniiatt {alle deiivate parziali nelle variabili ^ i, Jj 
ffnearf e omogenee* Le foro soluzioni soddisfano dunque il principio di sovrapposi- 
zione: ogni combinazione lineare di due o pjù soluzioni rappresenta anch'essa uni 
soluzione. 

Per conseguenza esse possono essere risolte mediante sviluppo in serie Untare: 
in particolare^, mediante sviluppa in serie di Fourìer. Pertanto, limitarsi a conside- 
rare, come noi sostanzialmente faremo, soluzioni sinusoidali (o soluzioni esponen- 
ziali a esponente puramente immaginario) non rappresenta una perdita di genera- 
[iti. Per dire al dalambertiano una forma più compatta e più simmetrica, è usua /e 
(specie negli sviluppi relativistici, cui dedicheremo qualche spazio più avanti) intro- 
durre il quadrivettore spazio-tempo, seguendo notazioni da noi già introdotte nel 
primo volume: 

Z = touXbXtoXÒ = fay^vi) (v - Ufà) [ÌX2Ì] 

Ricordiamo che il quadrato dt un qundrivettora è definito, seconda le notazioni da 
noi «doliate, come 



x 1 = #f + *f + jcJ - x} 



[1X.23J 



In lemmi del quadrivettore spazio-tempo^ l'operatore dafambertiimo è dunque 
esprimibile ridia forma compatta 



/ a V a 1 a 1 a 1 a 1 
\ ax j "aTf "a^T "a*!" Qxì 



[IX.23J 



L'equazione delle onde è li- 
neari e omogenei 
Princìpio di sovrapposizione 

Soluzione per serie 



Pur senza ricavarla, forniamo arjcbe l'espressione dell'equazione delle 
onde in coordinate polari (sferiche) anziché in coordinate cartesiane ortogo- 
nali. Se/è una qualunque funzione (derivabile due voile) delle coordinate 
(e del tempo), espressa in coordinate polari: 

Ìx = r sin 9 cos<p 
y = t sin 9 sin cp 
z - rcostì 

il mio laplaciaoo assume la forma, che già abbiamo dato nel capitolo 11 
(eq. [11.58]): 



-k i [* -fr) + i4r [w ( sh * #) ■ 



i ay 



sin e ety 1 



Questa espressione, sostituita nelle PX.14J, consente di esprimere l'equa- 
zione delle orjde relativa a tiascorjfì componente del campo elettromagne- 
tico in coordinate sferiche anziché in coordinate cartesiane. 

Applicheremo questa forma della equazione delle onde a un caso sem- 
plice notevole nel paragrafo IX. 5. 




PX.2-1] 



IX. 4. Onde elettromagneti eh e piatte 

L'equazione delle onde [IX. 14] è una equazione differenziale alle deri- 
vate parziali; come tale, le sue soluzioni sono determinate a meno di fun- 
zioni arbitrarie, che possono essere ricavate solo imponendo le condizioni 
al contomo e le condizioni iniziali. 
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Caso dì onda piana 



Approssimazione di onda 
piana 



fronte d'onda 



liquazione di D'Alambert 



La. configurazione delle condizioni al contorno cui coriispoDde l'espres- 
sione più semplice per le soluzioni è una configurazione piana (ad esempio 
ortogonale all'asse x)._ln questo caso (caso dì onda piana) tutte le cqmpo; 
nenti dei campì E $ B sono indipendenti da y e z: ad ogni istante, E e B 
hanno lo stesso valore in tutti i punti dì ogni piano ortogonale all'asse x. 
Fisicamente, questa condizione non sì verifica mai esattamente cella pra- 
tica; tuttavia ad essa ci sì approssima in molti casi (approssimazione dì onda 
piana), in particolare quando si sia interessati al campo in una porzione di 
spazio piccola, molto lontana dalla sorgente (approssimazione di sorgente 
puntiforme). 

Nel caso di onda piana, tutte le derivate dei campi rispetto a y e z sono 
nulle; e illaplaciano al primo membro delle [IX. 14] si riduce alla sola deri- 
vata seconda rispetto a SVftx 1 ). Ciascuna delle sui componenti del 
campo elettromagnetico E, B soddisfa la stessa equazione, del tipo (equa- 
zione di D'Alambcrt): 



11 

a* 1 



a'/ 



I1X.2S] 



Velocità della luce in termini 

di t, e u, 



Indice di rifrazione 



La soluzione generale di questa equazione è del tipo: 

' <p (X, f) =f, (X- VI) ■+/, (3C+ V(> (V = 



[1X.26J 



dove^ e fi sono due funzioni arbitrarie (derivabili due volte rispetto all'ar- 
gomento £ — x T vi), cioè la soluzione generale e la somma di un'onda 
progressiva e di un'onda regressiva propagatesi con velocità v lungo l'asse 
x La verifica che/j ed fi (e dunque anche la loro somma) costituiscono 
soluzione è immediata. Sta per /j che pttf 2 si ha infatti, come è immediato 
verificare: 



a* 1 



a 2 / 



il 
di 1 



IL 



3 ? / 1 3V 

da cui segue che — 4 identicamente nullo; e dunque la 

[1X.26] soddisfa la [7X.25J alia sola condizione che sia. 



[IX.27] 



Se ci troviamo nel vuutu, la velocità v delle onde elettromagnetiche (in par- 
ticolare della luce) viene indicata con c\ la [IX.27] diviene: 



c = WsTmT - 2,998 • IO 8 m/s 



flX.28] 



in buon accordo con il valore sperimentale. In un dielettrico perfetto qua- 
lunque, avremo: 



v =■ l/-/tfi = y(/e, Hj ■ ■fz^ir) = C/-jt^\L, 



Il rapporto 



n = c/v ■- 



[IX.29] 



[IX.30] 



fra la velocità della luce nel vuoto e la velocità della Luce in un mezzo mate- 
riale trasparente è detto indice di rifrazione di quel materiale, La [1X.29] 
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moslra ohe fe equazioni di Maxwell prevedano per l'indice di ritrazione un 
valore pari a: 

n = c/v = VE,Hr = [IX.31] 

u> = 1 nei dielettrici perfetti). Anche la previsione (fX.31) in molti casi 
risulta ben verificata sperimentalmente. J 
Ricaviamo ora alcune ulteriori proprietà delle onde elettromagnetiche; 
piane utilizzando le equazioni di Maxwell {IX.131 cui esse devono soddi- l 
sfare. Ricordando che tutte le componenti dei campi sono indipendenti da> '[ 
(i(t dunque sono nulle le rispettive derivate parziali), le [IX. 13] diven- 
gono nel nostro caso: 



V-ZT =0 



Y-if = 1) 



III) VxE ÒB/'dt 



IV) Vxit = euaZi/at 



dB t fdx ■. 

fàjdt - 
oEJbx ■ 
oEJÒx ; 

dEJot 
dBJdx 



(I 
0 

- 0 

= - ffljdi 

- 0 

- -[xcdE/dt 



a) 

b> 



. v ■ i i - i/oh,. )£S 




d) ra^ . 



h) 



Dalla, a) e dalla f). e dalla b) e dalla c), vediamo che E s e B x sono costanti 
nel tempo e uniformi nello spazio. Esse pertanto non contribuiscono al 
fenomeno della propagazione del campo, e noi flui le considereremo nulle . 
In ogni caso, alle onde elettromagnetiche non dà alcun contributo la com- 
ponente del campo parallela alla direzione di propagazione: in altri termini, 
te utiile elettromagnetiche sono puramente trasversali- 

Osserviamo ora le relazioni d) ed e), nonché le g) ed h). Da esse 
vediamo che se l'onda ha una componente £,,, deve avere anche una com- 
ponente B- (e viceversa); e se ha una componente E,, deve avere anche 
una campimi™ le B y (e viceversa).,^' al tra parte, per la linearità delle equa- 
zioni [IX. 13 jf^ogrii combinazione lineare di soluzioni è soluzione; e se si 
sovrappongono due solu7Ìoni, una osa. E diretto secondo l'asse y e una con 
E diretto secondo l'asse z, si può ottenere qualunque soluzione (cwi E 
diretto in una direzione A qualunque nel pianoyr, eventualmente variabile 
con .ve/: fi — piu,()).)N<iri si ha dunque alcuna perdita di generalità se si 
considera un'onda il cui campo E sìa orientato in direzione fissa, ad esem- 
pio secondo l'asse y (f s s 0): una tale onda sì dice possedere polarizzazione 
piana o lineare (secondo l'asse y). La più generale delle onde potrà essere 
ottenuta come sovrapposizione di una onda, polarizzata secondo y e di una 
polarizzata secondo z. Se E, — 0 (onda polarizzata con E secondo l'asse y), le 
relazioni d) ed b) divengono 



6* 3. 



Le onda elettromagnetiche 
sono trasversali 



E = TE„ 



Onda polarità piana o 
lineate 



85, 
dt 



0 



dx 



- 0 



Dunque la componente 3 r non dipende né da x né da r. essa è uniforme e 
costante, e - così come abbiamo visto accadere per B* ed E x - essa non dà 
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dalift "remo dwi 



1„ !vJ=l-"<:«-J 

$.-i"r»(t,' 1"^*- 

alcun contributo all'ondasse il campo elettrico e diretto secondo y, il 
campo magnetico è diretto secondo z: in un'onda eletlrwnagrietica. campa 
elettrico e magnetico som fra dì loro ortogonali (oltreché trasversali, cioè 
ortogonali alla direzione di propagazione). ■■»•' >•■' : ' .r-i ) 

Le ultime equazioni di Maxwefl che ci restano da utilizzare sono la e) 
e la g): 



e) 



9E, 
9x 



dt 



8) 



dB, ÙE, 



dx 



Queste contengono una rilevante informazione concernente te ampiezze 
relative dei campi fi e ft. Ricordando infetti che fi e fi sono vettori diretti 
rispettivamente come y e come z, si ha (ponendo l = x T vf): 



tiy = £;,(* T tì) = £,(0 = + ti) = 

col segno — o + a seconda che si tratti di onda progressivi o regressiva. 
L'equazione c) diviene pertanto: 



a* 



3g J 
9/ 



(Tv) 



= ± V 



dB t 
di 



col segno + o — a seconda che l'onda sia progressiva o regressiva. Va osser- 
vato che (tenendo conto che |j.e= 1/v 1 ) anche l'equazione g) ci porterebbe 
allo slesso risultato. Questa relazione non è altro che una equazione diffe- 
renziale ordinaria del primo ordine, che integrata per semplice quadratura 
ci àk E y = ± v B.+ costante; dove la costante, in base agli stessi argomenti 
già usati, può essere posta pari a zero. In definitiva: 



B, 



± v 



Relazioni fra £e B in un'onda 
piana 



Impedenza, caratteristica del 
materiale 



Ricordando che È è diretto secondo y e B secondo zji modulo del rapporto 
E/B; rappresenta il rapporto dei moduli E e B di E e B. Tenuto conto di 
ciò,_e del risultato più sopra stabilito a proposito delle direzioni relative di 
E, È e y, possiamo sintetizzare i risultati da noi ottenuti a proposito dei 
campi £ e £ in un'onda piana nelle relazioni: 



£ = S x v 



[1X.32] 



La seconda delle [IX.32] viene usualmente espressa in termini di E ed H 
anziché in termini di £ e fi. Sostituendo infatti in essa B = \iH, sì ha 



E/H = VpA = Z 



[1X.33] 



La quantità Z = JvTé ha le dimensioni di una resistenza elettrica (o di una 
impedenza) e viene delta infatti impedenza caratteristica de! materiale. Nel 
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caso che stiamo irallando di onde elettromagnetiche nel vuoto l'impedenza 
caratteristica vale 



\}X33.3] 



Vediamo ora quale espressione assume l' onda piana s e essa, anziché propa- 
garsi lungo l'asse x, si propaga in una direzion e generica ri fri è ora il ver- 
sore normale ai fronti d'onda). Per fare ciO ricaviamo la relazione che inter- 
corre fra le coordinale di un punto generico P in due diversi sistemi di rife- 
rimento: il sistema E s Oxyz fi cui versori degli assi sono lj,k), e il siste- 
ma s Oxfy'z 1 {con versori Vj\ k r ) la cui origine è coincidente con l'ori- 
gine 0 d|E, ma il cui orientamento è diverso rispetto all'orientamento di E. 

Sia Fji vettore posizione di P\ vettore che scritto in termini dei vettori 
componenti nel sistema S diviene: 



r = ix-Y jy-t kz 



[1X34] 



Per ottenere la relazione frale coordinale rf,y\ z 1 di P'm E e !e sue coordi- 
nate x,y, z in E, basta proiettare la [TX.34] rispettivamente sugli assi 
)f r ,/,2 r ; il che si Ottiene moltiplicandola, scalarmente rispettivamente per 
f,J', k' : 



ix = V 




[)x +(r-j)y +(?■(;) z) j 
T)x +0'-j)y +'(/''■ ~£)z =|/t|( 
•f)jc+(£'-j)j'+<JE'-É)r ^ 



[1XJ5] 



dove con \R\ abbiamo indicato la matrice delie rotazioni che avevamo già 
introdotto nel primo volume (parte prima, eq. [ffl.l+D e che risulta definita 
dall'ultimo passaggio delle [IX.35J. Per definizione di prodotto scalare, il 
prodotto (f • f) rappresenta il coseno dell'angolo fia l'asse x e Tasse jr', ecc. 

Se ora, nel sistema di riferimento E = Oxyz abbiamo un'onda_ piana 
che si propaga nella direzione A qualunque, assumiamo (ale direzione come 
asse jc' per il sistema E' = Ox'/s', In quest'ultimo riferimento l'onda piana 
ha la forma (IX.15J per l'onda progressiva: 

/(*'.() =/(x'-vf) 

Sostituendo al posto di x 1 la sua espressione nel riferì mento E = Oxyz 
(cioè usando la prima delle [1XJ5] con n al posto di f) abbiamola forma 
assunta dall'onda in quest'ultimo riferimento: n'ofA 1 ')" <-( n '*> r 

f{x,y, z, r) = f(S ■ r- v f) = /(cosa* + cos pj> + cos y z- v () [1X.36] 

dove cosci, cosp, cosy sono i coseni direttori della direzione di propaga- 
zione fi nel sistema E = Oxyz. 



Impedenza caratteristica 
vuoto 



del 



Matrice delle rotazioni 




Onda piana propaga illesi nella 
direzione ri generica 



Esempio 

E.DQ. •Scriyere l'espressione di un'onda elettromagnetica monocromatica che si prò- Onda monocromatica 
. - l pàghl nel.woto in direzione fi m Wf2„ltj2, Ò), in modo che essa goda dì 
. ; tuttéfe ptyppefà. che .abitiamo vlitein^sspparàsrdfo.ùia.'i = 4 ■ IO" s~').? wc> H ± 
: : - -Supponia^ 
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Vettore d'onda 



Curi kuthÌ!i monocromatica» si intende un'Onda sinusoidale (o cosinusoidale) 

k treno 

> maggiore del periodo T. Tenendo conto dell'espressione 
[IX.n] di un'onda sinusoidale (in cui scegliamo per semplicità la fase iniziale 
<f = —un, cosicché sin (t + ip) = cos Q e della sostituzione [IX.36] per esprimere 
un'onda che si propaga in direzione diversa da quella dell'asse x, avremo: 



r\ *-\ f-\ /\ r\ Curi vundsi monocromatica» si intende un'Onda sinusoidale (o cosinusok 

—'\f\f\f\/\/— <li frequenza costante e lunghezza (ovvero durata} infinita: in pratica, un «li 
\J v/ V/ \y \y d'ondai di durata Ar molto maggiore del periodo T. Tenendo conto dell'espress 




E fot) ■■ 

B(f,<) : 



■ £ p cos (kn - 7— (j/) — £" G cos (fc ■ r— &>0 
B„ cos {k /t • r - iù I) - Bc cùsik ■ r-ut) 



dove, come è usuale* abbiamo definito il vettore k ([Letto vettore 8'orida) mediante 
7 v 

la relazione k = ik — H (» versore della direzione di propagazione.), Nel caso 
del nostro esémpio abbiamo: . ^ V 

pulsazione dell'Alda: u -» 2s v— 2n ■ 4 ■ W M a -1 . 

velocita dell'onda : c- 1/,'éTiir = 3 10' m/s (velocità della \uix. nd vuoto). 

X-^ c.T= dv = 0,7J nm (lucè rossa)/ 'M *<S isi-*. j 

- ; r = bri4 

F 0 s (0, 0, £J (secondo l'asse r). 



lunghezza. d'onda 
vettore d'onda 
Direzione di E n 
Direzione di B„ 
Rapporto BJEq 



B„ a |-^-,--^-,o| (ortogonale a * e 1 EJ, 
= I/c = y'e^ = 5,3 • 10"' s/m. 



Proprietà di un'onda elettro- 
magnetica monocromatica 



'Espressione dell'onda mono- 
cromatica piana 



Forma esponenziale 



Vettore d'onda Si 



Nell'esempio E.IX.2 abbiamo visto le proprietà di un'onda elettroma- 
gnetica monocromatica nel vuoto; le stesse proprietà valgono anche per 
un'onda elettromagnetica monocromatica in un dielettrico perfetto (omoge- 
neo ed isotropo), pur di sosti lui re e,u ni posto di r^.u*. 

Considerata la grande importane delle onde piene monocromatiche 
riassumiamo qui le loro proprietà: 

a) Un'onda elettromagnetica monocromatica, viene scritta nella 

forma: 



E(/,l) - £„cos(fc-F-<.>r) 
B(r,t) = 5 0 cos(it ■ r— <of) 



[IX.37] 



Non di rado si dà alle {IX.37] la forma esponenziale (con esponente immagi- 
nario puro: / = unità immaginaria): 



B(r,t) = B t ^ if -' ì 



[TX.37.a] 



sottintendendo che le grandezze fisicamente significative sono espresse 
dalla parte reale delle [lXJ7.a]. 

b) Il vettore d'onda k, che è diretto secondo la direzione di propaga- 
zione, ha modulo k-2n/\ = w/v, dove v = ì/fi\i è la velocità di propaga- 
zione dell'onda. 
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c) É e 3, «he sono fra dì loro ortogonali e ortogonali alla direzione di 
propagazione n=fr/fc=v/v, soddisfano la relazione 



£-Sxf; £■„ = B„xv E/B = EJB, •- 



[IX.32] Rapporto E/B 



Essi oscillano tra dì loro in fase e i! rapporto fra le loro ampiezze vale 
EJB t = v= 1/^|T; nel sistema SI tale rapporto è espresso da un numero 
molto grande (dell'ordine di 10', espresso in m/s). Va tuttavia osservato che 
questo confronto numerico, essendo fra grandezze caratterizzate da diverse 
dimensioni, non ha in realtà alcun significato fisico. 

Per confrontare in maniera significativa campo elettrico e magnetico in - 
un'onda, confrontiamo una loro caratteristica omogenea. Punto per punto e 
istante pur istante la densità di energia associata al campo elettrico e al 
campo magnetico, pet la 1111.421 e la [VTE.jJJ vale rispettivamente: 



B 2 
2ii 



Sostituendo in u s al posto di B la sua espressione B- 
daJla [IX. 32], otteniamo: 



Eh - E -ftp tratta 



D™si(n di cnetgia 
del campo eleuritu 
e del campo magnetico 



■B 2 /\i-- 



P 2 



[IX.38] 



In un'onda elettromagnetica, punto per punto e istante per istante la den- 
sità di energia associata al campo elettrico è uguale alla densità dì energìa 
associata al campo magnetico. Osserviamo che questa relazione di ugua- 
glianza vale in realtà non solo per un'onda piana monocromatica, ma del 
tutto in generale per tutte le onde elettromagnetiche. 

Torneremo diffusamente sugli aspetti energetici delle onde elettroma- 
gnetiche nel paragrafo 1X-9- 



1X.5. Onde sferiche 

Vediamo ora, brevemente, quale espressione assuma un'onda F (r,t) Onde sferiche 
- e in particolare un'onda elettromagnetica - quando le condizioni al con- 
tomo e la configurazione delle sorgenti siano tali da imporre ad essa sim- 
metria sferica. 

Partiamo dall'equazione delle onde. Ciascuna delle (IX. 14] ha la forma: 

V^F-ep-^^0 [IX.39-] 

Se l'onda è sferica, la 1 sua dipendenza dalle variabili si riduce a 
F(r,t) = F(r,t) 

In altri termini, in coordinate polari essa risulta indipendente da 8,(p. 
Nell'espressione fIX.24] del Laplaciano, l'unico termine che sopravvive è 
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quello relativo alla derivata rispetto a r; la [1X39] diviene pertanto: 
.1 di dF\ d'F . 

6 immediato verificare che 

^ > t 7"1t(' j ~8t) 55 T"^^ 

per cui la precedente equazione diviene: 



1 a ' , rl 



Ó7 1 



= 0 



1£ r- 



ovvero, tenendo conto che qualunque funzione della sola r commuta 
con l'operatore di derivazione rispetto a t (e dunque: in particolare 

Ut 1 J a* 1 J ' 



ì s 1 , „ cu a 1 



e moltiplicando per r: 



Espressione detronda sierica 



Dunque vediamo che la funzione rFtr,t) soddisfa l'equazióne monodimeu- 
sionale delle onde (1X.25) (equazione di D' A lambert j nella variabile r. La 
soluzione sarà pertanto del tipo: 

Wfct) ^ Mr-vt)+A(r+ vt) (v= ifàL) 

sarà cioè la somma di un'onda progressiva (dal centro verso l'infinito) e 
di un'onda regressiva centripeta (dall'infinito verso il centro). Dunque 
l'espressione dell'onda sferica F(rJ) sarà del tipo: 

F 0, l) = 4" W v ') +Mr+ v ()] (v = 1/Vsìì) [1X40] 



L'ondi sferica si attenua 
come ì/r 



Come vediamo, te onde sferiche hanno una ampiezza che si alterna come llr 
all'aumentare di r. Vedremo a suo tempo che proprio grazie a questa loro 
caratteristica le onde elettromagnetiche sferiche soddisfano il principio di 
conservazione dell'energia. 

Osserviamo anche che se si considera una piccola porzione di spazio 
molto distante dal centro dell'onda sferica, il fattore 1/r può essere conside- 
rato praticamente costante; e l'onda sferica può essere allora, approssimata 
con un'onda piana. Io tulle le considerazioni che faremo nel seguito, ie 
esemplificazioni saranno fatte di norma riferendoci a onde piane. 
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IX.6. Onde eiettromaenetiche nei dielettrici. Dipendenza 
dell'indice ili rifrazione dalia frequenza dell'onda 

Nei precedenti paragrafi abbiamo trattato le onde elettroni agre liche 
nei dielettrici ipotizzando che la loro velocità v (e dunque anche l'indice dì 
rifrazione n - dv dei materiale) fosse indipendenle dalla frequenza. Tenuto 
conto della [IX.3I], affinché ciò accada è necessario che la costante dielet- 
trica c del materiale e la sua permeabilità magnetica t» siano completamente 
indipendenti dalle caratteristiche del campo elettrico applicato al materiale, 
e in particolare dalla sua frequenza v = u/2tt se si iraita di un campo sinu- 
soidale. In realtà, solo nel vuoto si ha che ecji (pari rispettivamente a e, e 

sono rigorosamente costanti; nei dielettrici, mentre \i « p„ può usseri: 
comunque considerato costante, e, come abbiamo già accennato, dipende 
dalla frequenza. 

L'approssimazione adottala nei precedenti paragrafi è dunque valida 
soJo se lo apcllro di frequenze presenti nello sviluppo di Fourier dell'onda 
occupa un intervallo Av di frequenze relativamente stretto: Av/v « I. In 
realtà, nemmeno questa condizione e a stretto rigore sullìcicnlc, conside- 
rato che intorno a particolari frequenze l'andamento dell'indice di rifrazione 
come funzione della frequenza, n(v), può s-ubire varia^oni molto brusche 
(dispersione anomala). 

O prupuniamo uth, per l'appunto, di discutere quale dipendenza da v (a da tt) 
ci si aspetti per e t (e quindi anche per n, che è legato a e f dalla [IX.311, rt = -/cj. 

Tu elettrostatica, il punto dì partenza dei nostri lagìonamenti per il calcolo di c r 
era stata la considerazione che la polarizzabilità a (cìoc il coefficiente di proporzio- 
nalità fia il momento dì dipolo elettrico p acquisito da un atomo, e il campo elet- 
trico Locale F t ari esso applicato) poteva essere considerata come una costante, indi- 
pendente cioè da Et. Ciò a sua volta discendeva dal fallo che, all'equilibrio, deve 
essere nulla la sommi della forra elettrica t% responsabile dcQa deformazione 
(F^= qÈ t = Zi- Ei, con e carica dell'elettrone e Z numero atomico dell'atomo) e 
della forza di richiamo Fi della «nuvola elettronica» verso ìa posizione di equilì- 
brio; forca di richiamo che può essere scrjcmEitizzata come una forza «l;isiicn 
-fc7; vedi esempio K.IIL1). Dunque 

k 

da cui 

ff = Za ?= (2ef Èlk => a = (Zeflk [K.411 Polari^ubilitó statica 

Se però il^campc^elettrico, anvichc essere costante, È oscillante come accade in 

un'onda (cj{4) = F^fi'"'; usiamo l'espressione esponenziale dell'onda, focalizzando Polarizzabilità dinamica 
la nostra attenzione su una sua componente armonica dt pulsazione u), la carica 
non subisce una deformazione statica, ma oscilla per azione della forza sinusoidale 
applicata. L'elongazione istantanea Hi} del baricentro C della nuvola elettronica 
soddisfa l'equazione dell'oscillatore forzato: 

mr + mv?+ kr = Ze É v i^ a ' [LX.42J Equazione dell'elongazione 

della ouvoia elettronica 

dove m = Zm e è la massa della nuvola elettronica. Va infatti osservato che, in con- 
dizioni dinamiche^ alla forza elastica di richiamo — frfsi aggiunge una forza dissipa- 
tìva del tipo — òr (per comodità abbiamo posto b = tny} dovuta al fatto che una 
carica oscillante irraggia energia (come meglio vedremo nel paragrafo IX.15) 
nonché all'interazione della nuvola elettronica con gli atomi circostanti. 
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Polarizzuhjlìià complessa 



Espressione di fi in funzione 
di a 



la [ÌX.42| ammette una soluzione dei tipo r(') =■ R . Si ha infarti: 

7(0 = k\^' t{t) = JuR^*" r(f) = - u 1 R a J'» < iIX.42.a] 
Sostituendo nella [IX.42], si ha che r(/) = R 0 ^ r e in effetti soluzione purché sia: 
R a * (Ze) É^/[m(^l - t» 3 + jwy)] 

ovvero: 

coti = fr/m 

Segue per b polarizzabilìti a- p/Et— Ze r(t)ltCi(ì) l'espressione: 

« = -^--r-, y— -7 r- [IXM\ 

La polarizzabilità fì è dunque un flu&cra complessa, e pria ostare posU neJla forma 
« = 1 ut |(t"; dove: 



lg4 = 



[1X-451 



Vediamo che sìa il modulo |ot | della^ polarizzabilità che Za sua ras* 5 dipendono 
dalla pulsazione « del uampo locale Ef> Per <*i =- 0 (campo elettrostatico) la [BC44J 
si riduce a a = (Z*)Vwt<a*; tenuto conto della seconda delle [1X43] (ù*\ = 
riotteniamo la come caso particolare. 

TI fatto che la polarizzabilità sìa complessa implica che r(t\ (e dunque anche il 
momento dì dipolo elettrico p{( ) — Ze r(t) acquisito per deformazione da ciascun 
atomo) pur avendo, oltreché In stessa direzione del campo locale E\ y anche La stessa 
pulsazione <ù t non ha al contrario la stessa fase. Considerato infatti che nel metodo 
simbolico basato sui fasori (esponenziali con esponente complesso; vedi pai. VTlLS) 
le grandezze fìsiche sono rappresentate dalla parte reale dei fasori stessi, dalla rei a* 
zione p(t) — aEt(t) fra grandezze complesse segue per ie grandezze fisiche 

Re\p{t)] - Re(fi.Éi(t)) - UlÉtfWitiiut + $) 

Il momento elettrico ha dunque rispetto ni campo Locale Éj(t) un ritardo di fase 
pari a (l 

Vediamo ora quali conseguenze per e, e per n seguono dalla (IX.44h "lem-to conio 
della [111.261 e della relazione di Clausìu^-Mossotti 1111,19], si ha: 



Il numero di atomi per uniti di volume, che nella [111.26] era stato indicato con n h è 
stato qui indicato con N ad evitare di confonderlo con l'indice di rifrazione «, 
Poiché a è un numeto complesso, la [1X.46V mostra che anche e, è complesso: 
e tale risulta anche l'indice di rifrazione n = Ve> (ricordiamo che una radice qua- 
drata di un numero complesso ha come modulo la radice del modulo, e come fase 
la metà della fase). Dunque 



"K('*t?M--£)---'* 

Abbiamo preferito porre tt nella forma n = n i —Jiii perché, come vediemo fra 
breve (eq. [IX.5JD, la parte immaginaria di n è negativa, e dunque rti > 
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Discutiamo prima quale significato fisico abbia un indice di rifrazione com- 
plesso. Ti significalo delia parte reale e dei coefficiente dell'immaginario dell'indice 
di rifrazione risulta evidente scrìvendo l'onda elettromagnetica £ che si propaga nel 
mezzo nella fórma (per semplicità consideriamo un'onda piana propaganlesi nella 
direzione x): 



(IX.481 



Questa rappresenta L'equazione di un'onda che si propago, con velocita v — clrt\ 
{ni = parte reale dell'indice di rifrazione), e In cui ampiezza si attenua con legge 
esponenziale: 



iit.iTjjf 



[IX.49] 



con — ^ crjcfificiente deU'iminaginario dell'indice di ritrazione. 



La quantità p - 



è detto coefficiente di ttstorbitnentu del materiale relati- 



vamente a ondo c.m. di pulsazione u. 

11 suo inverso d = cAit/i 2 , che ha le dimensioni di una lunghezza, è detto cam- 
mino (ti attenuazione, e rappresenta il percorso che l'onda deve compiere noi mate- 
riale perché In sua ampiezza si riduui a l/e di quella iniziale. Usualmente sì riserva 
U nome dì indice di rifrazione alla parte reale ni di ni mentre la sua parte immagina- 
ria — ni viene caratterizzata tramite il coelfieienle di assorbimento p\ 

Quanto all'andamento di ni ed n? in funzione della pulsazione t>, Le relative 
espressioni quali si ottengono sostituendo la [1X.44] nella JIX.47J sono alquanto 
comptieale formalmente, anche se la relativa derivazione e cotncd-lualmentc imme- 
diata. Al solo scopo dì comprendere qualitativamente quale sia l'andamento di *i| e 
in funzione di u, sviluppiamo la {IX.47] al primo ordine nel rapporto NaJz^ 
(nell'ipotesi rV|n L/e 0 « I). Si riconosce facilmente (come risulta ancor più imme- 
diatamente utilizzando il passaggio intermedio della f JX_461) che: 



n e» I + 



fVft 
2c„ 



e sostituendo in questa la f)X.44|: 



ni — K£(tt) ~ 1 H — ' — rri T3 i 1. 

1 Ir^ni [('■); — UT + T » ] 



.., , -V(Zej' T» 

flit = — Im(n\ - + — W) .lì- 

2i,m [(ai; - io'} + r^' ; 



[1X.50] 



[IX.51J 



) 

L'andamento delle [1X.51] in funzione di ai intomo iti, è tipicamente quello 
mostrato nelle figure. Vediamo che l'indice di rifrazione n\ può divenire minore di 
1; e ciò implica la previsione che la velocità di fase dell'onda elettromagnetici 
monocromatica considerata, divenga nel dielettrico - per particolari valori della 
pulsazione u dell'onda stessa - maggiore della velocita c della luce nel vuoto: come 
discuteremo nel paragrafo X.5, questa non costituisce una contraddizione col prin- 
cipio della velocità limite (che è uno dei prìncipi su cui si basa la teoria della Telati- 
viti di Einstein). 

Le [IX.5I] rappresentano una approssimazione mollo rozza per il calcolo 
dell'indice di rifrazione, non solo perché si basano sull'ipotesi N | « (/c 0 « 1 ; ma 
anche perché l'espressione [DC45) per a e basata sull'ipotesi che a livello microsco- 
pico il materiale sìa schematizzabile come un insieme di oscillatori armonici tutti 
tra dì loro identici (caratterizzati dalla slessa pulsazione propria », e dallo stesso 
coefficiente di smottamento y): cioè sull'ipotesi che il materiale sia costituito da 



1 



Coetti cieniu di assorbimento 
Cammino di attenuavi une 
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Modello a più risonanze 




k A? Al 



Dispersione amarri 



Righe di -assorbimento 

Assorbimento molecolare e 
barde di assorbimento 



atomi tutti fra di loro uguali c indipendenti, nei quali la nuvola elettronica si com- 
porti come un sistema rigida 

In realtà per ogni materiale sono possibili diverse frequenze di oscillazione 
d>o£, ognuna caratterizzata da un suo coefficiente L'indice di rifrazione sarà 
allora rappresero alo dalla [IX, 47] in cui 



11X.52] 



dove q± e m rappresentano rispettivamente la carica e la massa efficaci di ciascun 
oscillatore. In corrispondenza di ognuna delle frequenze proprie si manifesta un 
andamento risunanle ilei tipo di quello mostrato nelle precedenti figure; anda- 
mento che si sorrjina al contributo non risonante degli altri csciùtìtori. In com- 
plesso, l'andamento dell'indice di rifra/.ìonu n (parte reale) - che si usa spesso espri- 
mere come funzione della luTighepya d'onda nel vuoto X — 2n c/6* della radiazione 
monucTom alcca incidente sul materiale - è del tipo mostrato in figura, in tui sono 
anche indicati i vaIctì di A (X u JL;, ...) in cui si presentano le risonante. Lontano 
duFle risonanze, ìi(X) c- una funzione decrescente dì k; in vicìnanzH delle ri&onanfre 
si ha invece per /i(X) ma andumcniu ^a-.vecnte con 1 [dispersione on&mala). 

Come vediamo (bilia liguri, anche il fatto che - spurie per piccoli valori di k 
(ad esempio A £ DJ uoi) - si presentino valori di w <; 1 non è ItmiUto al nolo 
modello semplificato basato mi una unica risonanza: il fenomeno è previsto anche 
dai modelli più gofìsUcauì» e sì verifica sperimentalmente. 

Come risulta dalla figura a lato delle [1X.51], in corrispondenza dì Ogni fre- 
quenza dì risonanza, il valore assoluto della parte immaginaria .dell'indi ce di rifra- 
zione ha un massimo a campana cui corrisponde un pronunciato aumento del coef- 
ficiente dj assorbimento (riga di assorbimento). 

Specie per elevati valori dì a (ad esempio alcuni pm) oltre all'effetto degli 
oscillatori elettronici, si presentano evidenti gli effetti dell'assorbimento molecolare, 
dovuto al fatto che anche le molecole vibrano e oscillano, comportandosi come 
oscillatori con bassa frequenza dì risonanza (spettri vibroiìonaìì e rotazionali) Le 
relative righe di assorbimento, anche a causa di sovrapposizioni fra risonanze 
diverse, pongono divenire multo larghe {bande dì assorbimento). 

Vedremo a suo tempo che U fatto che l'indice di ritrazione dipenda dalla fre- 
quenza, può essere utilizato per costruire strumenti (fspeiinir/iairi} che consentono 
dì effettuale l'analisi spettrale di onde non mon»rromauche. 



IX.7. Onde ^lettrai&agactìcftc nei cAnfhitiwi 

Consideriamo un'Onda elettromagnetica incidente su un conduttore 
omogeneo e indefinito. Per effetto del campo eletlromaKnetico pcrìodjtrt, 
gli elettroni «liberi» del conduttore prenderanno a muoversi con moto 
oscillatorio forzato; e a questo movimento si accompagnano effetti dissipa- 
tivi. Ricordiamo che quando il campo elettrico applicato al conduttore è 
costante, il mola delle cariche lìbere avviene con velocità, dì deriva (velocità 
media) costante: tutta l'energia che il campo comunica alle cariche iu moto 
si dissipa in effetti termici (effetto Joule). 
Onde eJettroroaf n eliche nei Ci aspettiamo dunque che quando uu*Onda elettromagnetica sì propaga 

conduttori ohmici in un conduttore, Tonda sì attenui e il conduttore si riscaldi. In effetti, 

quando un'onda incide su un metallo, essa viene in larga misura riflessa, 
ma non può penetrare oltre lo strato superficiale del metallo stesso. 

I Nel casoni un conduttore ohmico, la relazione che lega staticamente fa densità 
1 dj corrente J ài campo elettrico È applicato è la [TVJ]]; 

fi J= oÉ {o conducibilità elettrica) px.53] 
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Trattandosi di una relazione locale (che foga fra di Loia solo grandezze calcolate 
nello stesso punto) ri aspettiamo che questa relazione valga anche in condizioni 
non stazionarie* L'esperienza conferma questa previsione, anche se in realtà a può 
dipendere dalla frequenza (e può non essere puramente reale; vedi par. IXJQ)< 
Tenuto conto . della. {1X53], la. quarta equazione di Maxwell in un conduttore 
ohmico assume la forma; 

Applicando l'operatore rotore ad ambo i membri di questa relazione, si ha; 

V x (V x =-^H+ v(v ■ #) = a(V x £)+e-^-(V x È) 

m 

Se il materiale c omogeneo (u indipendente dalle coordinale) ed isotropo, ni ha 
d'altro canto: 



e questa espressione è nulla in virtù della, seconda equazione di Maiwell; per cui la 
relazione precedente diviene: 



Qt 



Ma per la terza equazione di Maxwell è 



che sostituita nella precedente ci dà: 



: aii — h Eli "rr-s*- 



Un'equazione fOTrmilTnente id enti cu. sì ottiene per A" applicando l'operatore di 
riiturc jtllfl tersa equazione di Maxwell e confrontando con la quarta; per cui In 
definitiva 11 campo elettromagnetico soddisfa nel conduttore ohmico isotropo e 
omogeneo le due equazioni 



(IX.S4) 



cbf sono due equazioni lineari omogenee a coefficienti costami alle derivate par- 
ziali. La soluzione di queste equazioni dipende, come assalito, dalle condizioni al 
contonno, Linaitiamoci a considerate il caso che i campì È e H dipendano solo da x 
e t (onda piaaa propagante?] lungo Tasse x). Si_verìfìca allora, mediante la stessa 
analisi effettuata nel par. IX.4, die ì campi E ed H sono trasversali e ria di loro orto- 
gonali; e una loro qualunque componente trasversale ha l'espressione 



Equazioni delle onde elettro- 
magnetiche nei conduttori 
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Onda smorzata 



Coefficiente di attenuazione 

Cammino di attenuazione 

Cammino di attenuazione nei 
mezzi a elevata conducibilità 



dove la funzione complessa *U) soddisfo l'equazione 
d 2 * 



dx 2 



-4 Q) ! E(i* -,fugp<t ; 



Questa equazione ammette soluzione del tipe: 

= Ae"" 

Purché a soddisfi L'equazione algebrica associata 

a} — + (u^eu — jtoop.) 

Ponendo o = p - jy è piuttosto semplice verificare che la parte reale p e il coeffi- 
ciente dell'immaginario y devono avare l'espressione: 

Y = Q>dU^2 (J 

L'onda piana pronagantesi lungo l'asse x assume l'esp russi one: 

<pO,() - Ai 1 "^'*" 0 IIX.56] 

L'onda progressiva ai ha per la scella p < 0 (e dunque anche y < 0: si tratta di 
un'onda smorzata con coefficiente dì attenuazione \y [ Nei materiali ad elevata con- 
ducibilità, e precisamente quando valga la condizione a » sw, è immediato veri- 
ficare che il cammino di attenuazione ^=11/^] assume l'espressione semplice 



Ì =s ^2/tiXTU 



[IX.57] 



Esempio 

ILIX3, In argento, la conducibilità o è dell'ordine, di 1 ■ IO 1 (Q in) 1 "!. Calcolar! Il 
cammina di- àltètwaztane per mKTCCnde (con k= 1 cm) v per tace vbiotle 
vtrde <1 - 0,5 (itti). 

Ricordando la relazione. a — Ittv-lndX, si calcola facinnente che: 

mimxmda ; ta 2 ■ 10" s" 1 ìxer. vtrde: « ss 4 ■ 1Q lJ s",' 

La quantità eùi {in iì" J Tn"') vaia nei due casi: eia {microonda) 2; etì.fluce 
verde) « 4 - 10*. fn entrambi i tasi vale l'appiossitnazione ò >>■ «&>, per cór pos- 
siamo usare' la [IX.57] per.il" calcolò del cammino dì atteniàzione d. ■■■ 
. Numericamente si ha: 

microonda:. '. il > 5,5 - 10"' m luce verde: d = 2,7 ■ IO" -1 m 

La penetrazione dell'onda elettromagnetica è dunque limitata a un sottilissimo 
strato superficiale. 



sw^r IX.8. Spettro delle onde elettromagnetiche 



L'intervallo di frequenza entro il quale le onde elettromagnetiche sono 
oggetto di applicazioni e di studio è estremamente ampio, essendo com- 
preso fra il migliaio dì Hertz e circa 10" Herz (e oltre). 
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A secondi della loto frequenza, le onde elettromagnetiche sono pro- 
dotte da tipi di sorgenti diverse, hanno proprietà diverse e in particolare 
diverse modalità di interazione con la materia, e vengono anche indicate 
con nomi diversi (vedi figura). 

Le onde a radiofrequenza hanno frequenza compresa fra poche centi- 
naia di Hertz e — 10' Hz (A compreso fra alcuni chilometri e frazioni di 
metro). Sono usate soprattutto in telecomunicazioni (radio, TV) e sono pro- 
dotte da dispositivi elettronici (circuiti oscillanti accoppiati ad antenne). 

Le microonde hanno frequenze comprese fra 10' Hz e alcune unità dì 
10" Hz (0,3 m i A i IO 5 m). Sono generate anch'esse da dispositivi elet- 
tronici, spesso associati a dispositivi meccanici (cavità risonanti, guide 
d'onda). Sono usate in ricarca (studio di strutture atomiche e molecolari) 
e in telecomunicazioni (Radar, che È la Sigla di « "Radio Detection and 
Ranging») 

La radiazioni: infrarosso ha frequenze comprese fra — 5 • 10" Hz e 
~ 4 • 10" Hz (30 J m > X > (l,7Sum), («spettro infrarosso viene usualmen- 
te suddiviso ulteriormente in lontano infrarosso (IO - ' m > A > 3 ■ I0~ ! m), 
medio infrarosso (3 ■ 10~ ; m > X > 3 ■ lO^m) e vicino infrarosso 
(3 \un > A > 0,78 |im). La radiazione inlhircjssii viene spontaneamente 
emessa dai corpi caldi. Ricordiamo che lo spettro di radiazione emesso da 
un corpo nero è descritto dalla legge di Planck; la lunghezza d'onda corri- 
spondente al massimo dello spettro è regolata dalla legge di Wien; mentre 
l'intensità della radiazione emessa (energia irraggiata per unità di tempo e 
per unità, dì area) è descritta dalla legge di Stefan-Boitzmann (vedi cap. XII; 
vedi inoltre Termodinamica, cap. III). 

La radiazione visibile (o semplicemente luce) ha frequenza compresa 
fra ~ 4 • IO 5 " e ~ 8 ■ 10 ,J Hz (0,78 um > A > 0,38 um). La luce viene 
emessa da atomi e molecole quando i relativi elettroni compiono transi- 
zioni da uno stato metastabile o instabile allo stato fondamentale, ovvero 
da cariche microsoopiche in movimento per agitazione termica a tempe- 
rature molto elevate (alcune migliaia di gradi). In particolare il Sole (la 
cui temperatura superficiale è prossima a 6000 gradi) emette uno spettro 
di radiazione il cui massimo è centrato intorno n - 0,5 um (cioè citta 
X " 500C À), e si estende dall'ultravioletto al vicino infrarosso secondo 
la curva di intensità mostrata in figura. Le diverse frequenze di luce visi- 
bile, rivelate dall'occhio, vengono tradotte dal cervello umano nella sen- 
sazione di cuinri diversi. Una radiazione visibile composta da una sola 
ben definita frequenza viene pertanto detta monocromatica. Quando lo 
spettro di una certa radiazione visibile comprende In ugual misura la 
luce delle varie frequenze (spettro di intensità piano) si parla di luce 
bianca. Questa terminologia (radiazione monocromatica; radiazione bianca) 
nell'uso comune viene estesa anche a radiazione non compresa nello 
spettro visibile. 

Della luce - della sua produzione, della sua rivelazione, della sua mani- 
polazione con strumenti diversi - si occupa un particolare capitolo della 
fisica detto ottica. Noi dedicheremo a questo argomento uno spazio relativa- 
mente ristretto in questo e nei prossimi due capitoli. 

1 raggi ultravioletti hanno frequenza compresa fra 8 - 10" e 3 ■ ]Q ,7 Hz 
(3800 À ^ X ^ 6 A). Essi sono prodotti in transizioni fra diversi stati elet- 
tronici in atomi e molecole, in particolare quando un gas è sottoposto a una 
scarica elettrica. La luce solare comprende radiazione ultravioletta, che tutta- 
via viene in larga parte assorbita nella parte alta dell'atmosfera (h > 80 km) 
che così si ionizza (hnosjera). L'abbronzatura ad opera dei raggi solari è 
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Violetto 


0,38-0,43 


7»- 700 


Indaco 


0,43-0,4* 
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0,49-0,56 
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Giallo 


0,56-0,58 


535-515 


Arancio 


0,58-0,62 


515-485 


Rosso 


0,62-0,78 


485-385 
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dovuta ai residui raggi ultravioletti, che tuttavìa hanno energia sufficiente 
per provocare danni alle cellule viventi; e dunque l'eccessiva, esposizione 
della pelle ai raggi ultravioletti deve essere evitala. ( ) 

1 raggi X hanno frequenza compresa fra ~ 3 ■ 10 1T e — 5 • 10" Hz 
(5 ■ IO - ' 0 m ^ i. > 5 ■ IO" 12 m) e sono prodotti soprattutto in processi in 
cui cariche elettriche subiscono una brusca accelerazione: ad esempio se un 
fascio di elettroni accelerato a un potenziale di alcune decine dì kV{« raggio 
catodico») viene inviato contro un materiale solido, gli elettroni vengono 
bruscamente frenati e in tale processo emettono radiazione elettromagnetica 
fra cui abbondano i raggi X (radiazione di frenamento, o bremssirahlung). I 
raggi X hanno energia sufficiente per provocare transizioni degli elettroni 
atomici più interni e per danneggiare le cellule viventi. Essi possono pene- 
trare strati spessi di tessuti biologici; il loro diverso assorbimento ad opera 
di tessuti di diversa consistenza e densità randa possibile il loro impiego in 
diagnostica medica (radiografia e radioscopìa). 1 raggi X trovano ampie e 
differenziate applicazioni in radiochimica e In medicina; il loro impiego 
deve essere accompagnato da grandi cautele, considerali i danni spesso irre- 
versìbili che essi sono in grado di provocare sulle cellule viventi. Molte, 
stelle o ammassi stellari sono sorgenti di raggi X, il cui studio ha consentito 
importanti scoperte in astrofisica. 

I raflti y hanno frequenze superiori a 10" Hz (* <. 10~ 1! m), e la loro 
emissione si accompagna a molti processi nucleari. Molti decadimenti 
nucleari radioattivi sono accompagnati dalla emissione di raggi 7, con fre- 
quenze dell'ordine di l<PHz o più. A queste frequenze, la descrizione 
della fenomenologia delle interazioni fra campo elettromagnetico e materia 
non pub prescindere dalla meccanica quantistica. I quanti del campo elet- 
tromagnetico vengono delti fotoni, la cui energia è pari a 

E y = ftv (IX.58) 

dove 

* = 6,62617 - IO"* eV-s 

Costarne di Pia net è detta costante di Planck (vedi eq. [VI. 0 ]). Ricordiamo che un elettronvolt 

(cV) è definito come l'energia acquisita da un elettrone quando attraversa 
la dirferenza dì potenziale di 1 V, e vale: 

Elettronvolt 1 eV « 1,6 ■ 10-" C ■ 1V^ 1,6 - IO"'* J 

1 fotoni emessi net decadimenti radioattivi nucleari hanno, tipicamente, 
energìa pari ad alcuni milioni di eV (alcuni MeV). 

Nei grandi acceleratori di particelle, gli elettroni possono essere accele- 
rati fino ad alcune decine dì GeV (1 GeV= 1000 MeV= 10 ! eV), e i pro- 
toni fino a quasi IO 12 eV; e fino a questo stesso ordine possono arrivare le 
energie di fotoni emessi in successivi processi di bremsstrahfung. 

Sono in fase di studio o di progetto acceleratori con energìa ancor mag- 
giore dì alcuni ordini di grandezza; mentre in raggi cosmici sono stati osser- 
vato fotoni di energia maggiore di 10" eV, corrispondenti a una frequenza 
dell'ordine di 10" s.' 1 (X = 10" 2! m): un singolo fotone di energia cosi ele- 
vata può produrre effetti energeticamente significativi a livello macro- 
scopico. 



Raggi X 



Bremsslrahlung 



Raggi gamma 



Fotoni 



^IX.9- Conservazione dell'energia e vettore di Poynfiag 

Come ogni altro fenomeno fisico, così anche i processi elettromagnetici 
sono soggetti a] principio di conservazione dell'energia. Ciò non significa, 
naturalmente, che l'energia del campo e,m, si debba mantenere costante, 
perché esso può trasferire energia ad altri sistemi fisici: ciò che deve mante- 
Dersi costante è la somma di tutte le forme dì energia possedute dal campo 
e dai sistemi tìsici con cui il campo interagisce. 

Consideriamo una superficie chiusa S di forma costante, all'interno 
della quale ci sia un campo elettromagnetico non ovunque nullo, ed sven- 
tila lineate deJla materia. L'energìa U posseduta dal campo elettromagnetico 
contenuto in 5, per la [U1.42J e per la [VH.Sfl sarà data da; 

r,! ' 

tf=[-~(|.Ò)rfT+[-i-(ff.à)dx 

dove di è un elemento del volume t contenuto in S. Deriviamo questa rela- 
zione rispetto al tempo; si ottiene (0 = tf; B = \iH): 



Dalla terza e dalla quarta equazione di Maxwell si ha rispettivamente: 

-r VxE e VxH-J; 

ot or 

espressioni che sostituite nella precedente ci danno; 

ibi/ f 

) xH)-ÈJ-H-(VxÉ)]di 

Ma per una identità generale di calcolo vettoriale è: 

É • (f x H ) - H ■ (V x fi) = - V • (È x H) 
espressione che sostituita nella precedente ci dà 

= - \ 7 ■ (È x H ) i/TT - [ È J dz 

Il primo degli integrali al secondo membro di questa relazione, utilizzando 
il teorema della divergenza, può essere così trasformato: 

^■{Sx^^^j^xffJ-dS. - $(Kxt) 

Per cui otteniamo in definitiva: 

- ~- = \~I dS + j <£ ■ /> di [IX.S9] 
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Vettore di Poyrying 7 



potenzi dissipai» per effetto 
Jtmli nell'unità t)i volume dei 



Ccmservazionc ddVenei^ift 



Inte-preUzione fìsica del vetto- 
re di Poynting 



Ex B 



[J/m's] 
ovvero 
|iv/m : ] 



dove il vettore /, detto vettore di Poynting, è definito dalla relazione: 

/=£xff=(fxi)/|i [1X.60] 

Discutiamo ora l'interpretazione fisica della. [IX.59], 

È semplice mostrare che il termine \(E-J) dx dà conto dell'energia 
dissipata per effetto Joule nella materia contenuta nel volume i. Siano 

dN 

Infetti n le cariche presenti nell'unità di volume: n = — ; — , La fòrza istante 

- -» " T 

nea dF esercitata dal campo elettromagnetico E,B sul volume elementare 
di è allora: 



àF- dNqifi* v„ x 8) = ng {£'+ vj x S)r/i; 



[IX.ril] 



dove Vj è la velocità media (di deriva) delle cariche contenute in dt, Lh 
potenza dissipata da tale forza è . V ' *5 7 



iflP = rf/" v d - ri(,vj.(£,' I- v„x B) dx = JT 



Jtfr [D£.d2] 



dove abbiamo tenuto conto della tlet!ni2ionc [TV.5] di densità di corrente /. 
Vediamo in particolare che la forza esercitala, dal campo magnetico 
(nqvj x B) dx essendu ortogonale alla velociti v>, non compie alcun lavora 
e non contribuisce pertanto alla potenza dissipata per effetto Joule. J> rela- 
zione [1X.02] dimostra P interpretazione che abbiamo più sopra anticipato 
per il termine \^(É-J)di al secondo membro della [1X591. 

L'interpretazione fisica complessiva della [LX.59] è allora la seguente: 
se nel tempo (frPenergia del campo elettromagnetico contenuto nel volume 
t diminuisce di una quantità pari a —dU, la diminuzione per unici di 
bU 



tempo 



Ut 



è pari, alla somma della potenza dissipata per" eflètto Joule 



nella materia contenuta in t ^(E-jydrt e del flussi» \ S I- dS attraverso la 
superficie di contorno S del vettore^ di Poynting l— {Eh 8)l\\.. 

Astia volta, il vetture di l'oynting / ha tu seguente interpretar ione fìsica: 
considerata un'onda elettromagnetica, il flusso I dS del vettore di Poyntitig 
ad essa associato attraverso l'elemento di superficie dS rappresenta l'energia 
elettromagnetica che t'onda trasporta nnlVuniui di tempo attraverso dS. 

Dunque in sintesi la PX.59] ci dice clic se l'energia del uampo elettro- 
magnetico contenuta nel volume i diminuisce, tale variazioiie sarà dovuta o 
a effetti dissipativi nella materia contenuta La i, o a energia che sfugge 
attraverso la superfìcie S che delimita x. 

È facile verificare che il vettore di Poynting ha, come deve, le dimensioni 
di un'energia per unita di superficie e per unità di tempo: nel sistema SI, 
esso sì misura pertanto in J/m's, ovvero in w/m 1 (watt al metro quadro). Il 
vettore di Poynting pub essere usato, in particolare, per calcolare il flusso di 
energia trasportato da un'onda piana o da un'onda sferica che soddisfino la 
IIX.I4] o la [1X.24]: in questi casi, l'onda si propaga senza essere soggetta 
ad alcuna dissipazione. 

Consideriamo prima ileaso di un'onda r>iana. Sappiamo che il campo 
elettrico e il campo magneTtccsono tra di loroortogonali e ortogonali alla 
direzione di propagazione. Si ha allora, utilizzando la [IX.32J: 
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dove v è la velocità di propagazione. Questa espressione, tenuto conto 
ancora ddla I.1X.32J (per cui B 2 = eu.fl ! ) può assume^ le seguenti espres- 
sioni Tra dì loro equivalenti: fs-ìij 



£1- 



i / *v L/ - & . 
_^ + _j v = uv = _, 



[IX.63] l=u7 



dove Z rappresenta l'impedenza caratteristica/ [IX.33] Z=-f\xti jlel mezzo e 
v è il versore della velocità dell'onda, u = % + a s (vedi eq. (IX.38]) rappre- 
senta la densità di energia (energìa per unità di volume) del campo elettro- 
magnetico dell'onda. L'interpretazione fisica" del vettore di Poynting trova 
allora nella [IX.63] un immediato riscontro: uv rappresenta infatti l'energia 
(del campo elettromagnetico) contenuta in un cilindro di sezione 6' unitaria 
disposta perpendicolarmente alla direzione di propagazione dell'onda e di 
altezza pari alla, velocità dell'onda. 

Il modulo / del vettore di Poynting ì' 



c detto intensità istantanea dell'onda, e rappiesenLa l'energia che all'istante i Intensità isti 
Jtuisce nell'unità di tempo attraverso la superficie unitaria, dimoila ortogonale -> , 
mente alla velocità di propagazione- Tenuto conto che £ e fi sono funzioni ; J "f J 
ondulatorie, tale risulta anche l'intensità istantanea_|lX.63.a]. Se l'onda 
piana considerata è un'onda monocromatica £= £,cos (k • T- <a(), la 
[IX.63.a3 assume la forma 



« = k ■ r- w t) 



[IX.64] Intensità issantsnea di un'on- 
da, piana monocromatica 



che rappresenta un'onda pulsante che si propaga nella stessa direzione e 
(.*on la stessa velocità dell'onda elettromagnetica. Considerato che il valor 
medio su un periodo del coseno quadralo vale 1/2, l'intensità media ~ l 
dell'onda (tìetta anche semplicemente intensità I) vale 




2Z ~ Z 2 V 1» 2 \ e 



PX.65] IniensiiLà media 



« - 



Come per ogni altra grandezza sinusoidale, con E a = -A sì indica il valor 

medio del modulo calcolato su un periodo. 

Nel caso di un'onda sferica, lutti i passaggi che ci hanno portato fino 
alla [lX-63.a] continuano a valere. Tuttavia in essa non abbiamo per £ 
l'espressione [DL37] di un'onda piana; ma tenuto conto della [IX.40] 
dovremo porre 

E 

E — — — cos (k r — d>() 



con la velocità dell'onda diretta radialmente e E ortogonale alla velocità 
stessa. 
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Al posto della [1X63] avremo dunque, per l'intensità istantanea: 
I(r,() = -J^-cos 1 (kr- e») |IX.66] 
e per l'intensità media: 

Intensità media di un'onda sfe 
rica 

L'intensità di m'onda sferica decresce come Ut 2 all'aumentare di r. Questa 
dipendenza di) l'è d'altra parte resa necessaria dalla condizione di conservazio- 
ne dell'energia: ne) caso, che stiamo qui trattando, di assenza di dissipazione, 
il (lusso stazionario di energìa attraverso una qualunque superficie sferica con- 
centrica alla sorgente dell'onda deve essere lo stesso qualunque sia i! raggio/ 
della sfera; e ciò accade solo se vale fa ffX67], cioè se l'intensità dell'onda 
decresce come 1/r 1 (flusso di energia nel tempo unitario pari_a Ì^Anr 1 ). 

Osserviamo che l'interpretazione del vettore di Poynliog I- Eh Ul\i 
come quel vettore il eui flusso attraverso dS rappresenta il flusso di patto za 
che attraversa dS a causa della presenza del campo elettromagnetico, vale nel 
caso delle onde, in cui E e B essendo fra di loro legati dalle [IX. 2 J sono stretta- 
mente interrelati, poiché le variazioni temporali dell'uno costituiscono le sor- 
genti dell'altro. In condizioni statiche, può capitare che sia non nullo il pro- 
dotto E x B di un campo elettrico E e dì un campo iti induzione B indipen- 
dentemente generati da sorgenti diverse. Trattandosi di una configurazione 
statica, il flusso di energia attraverso una qualunque superfìcie dS è naturai - 
mente nullo, mentre può essere non nullo il Busso del prodotto vettoriale 
E x B, che non ha in questo caso alcuna interpretazione fisica significativa. 



Intensità istantanea dì un'on- 
da sferica 



/ = 



2Zr> 



Zr 2 



[TX67I 



Esempio 

£.1X4. Cattoiùi£-.l'tvte^9ltà: exfràatmasferica 1^ della mdia^ne'wUtrv, ciw-.t'erter- 
gfà .per ?jiflÈttf -4i-tMxpv fKf&fenfc su unti supejfteiic di arpa unitaria P:fà 2 ) 

, di'ipdgtd fiprTfflhftfyife ai faggi e situata usiermnriente- alt'kfi^s^erà .Terrestre. 

: fda/i 't^ iittàtiótfw l<f distanza Sàle- 

Tcrra d\ét.'-t4j)ì6 temperatura supetfidaie del stUè T s :v f?<j&K. 

La pncérr&h h IrtBgfciata. di ] m' di superfìcie solare è data. Salta logge; di 
Stcfàn-IMlHhiHÙK ': s ■ i 

:7i -;<»I^5,6t;i(l _ . ! -^r-{57A0K) 4 w, 6J24 10' w/m ; 



La relazione frs. t, é la intensità extraatmosferlca t ra è facilmente ricavabile dalla 
[IXL67J, sh<f .ci .forasse*: ; . 

■ ' , : \\ {' \' liti = l„-(.d + R,f 

da CUI SegUe: ' " ■ ì. : 

, '■■ <M ... »• (0,696 Km? , 

Questo valore è in accordo col valere sperimentale /„ = 1350 w/tn 1 . A livello del 
suolo, con c!eto..sBreiiii é sole alto zenit» giunge un'intensità di circa 1000 w/m 2 . 
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Vale la pena osservare che in generale l'onda elettromagnetica emessa 
da una sorgerne anche se puntiforme (cioè anche se ci si pone a una 
distanza da essa molto maggiore "delle sue dimensioni) non può essere 
approssimata come un'onda sferica. La sua intensità infatti, benché in ogni 
determinala direzione decresca come 1/r 2 , dipende in generale dagli angoli 
e,q> che individuano la direzione stessa. 

Nel par. 1X15 tratteremo in particolare l'onda elettromagnetica emessa 
dalla più semplice delle sorgenti, cioè da un dipolo oscillante. Anticipiamo 
qui, in forma qualitativa, i risultati che in tale paragrafo verranno espressi 
in termini quantitativi. Se il tu omento p del dipolo e orientalo secondo 
l'nsse z, nel punto generico Q il vettore É è diretto secondo la direzione §, ii 
vettore B sucondo la direzione fi, e il vettore di Poynting secondo la dire- 
zione radiale /. 

L'intensità dell'onda, dotata ovviamente di simmetria cilindrica consi- 
derata la simmetria della sorgente (cioè indipendente da if), dipende tutta- 
via da 9 (oltreché da r), 11 suo andamento in funzione di B e di r è in effetti: 



(vedi eq. UX.121J) 



Le linee di forza di È hanno a ioro volta un andamento piuttosto com- 
plesso; a titolo dì esempio, mostriamo il loro andamento in vicinanza del 
dipolo, sul piano yz, nel momento in cui il momento p(t) del dipolo oscil- 
lante raggiunge il suo valor massimo p„ (nel veiso dell'asse z positivo). 



LX.10. Quantità di moto 4^^Hmia elettromagnetica. 
Pressione di radiazione 




Lfctt 4 twn di F 



Consideriamo un'onda elettromagnetica incidente su un cerio mate- 
riale. Già abbiamo visto che l'unità di volume del materiale subirà ad opera 
dell'onda una forza che, usando la [IX.61J, assume ia forma: 



dF 



- nq (È + y 4 -x. B) 



[Df.oS] 



1/P 



La potenza W assorbita dall'unità di volume de) materiali; c immediata- 
mente ottenuta dalla [IX.68] moltiplicando scalarmente per vj; ovvero divi- 
dendo la [IX.62] per di: 



dP 
dt 



E-J 



(1X69] 



[w| 



Come abbiamo già osservato a commento della [IX.62], alla potenza che 
l'onda trasferisce al materiale contribuisce il campo elettrico, ma non il 
campo magnetico visto che la forza di LoreuU è caratterizzata dal fatto di 
non compiere alcun lavoro.^ 

La densità di corrente J, per sua parte, è proporzionale al campo elet- 
trico È. Se il materiale è conduttore, ciò appare dalla_px.531._Del tutto in 
generale, per effetto del campo elettrico applicato £(?,/) = E„e''- t ! ~'" ) le 
cariche (che si comportano come oscillatori smorzati) compiono un moto 
oscillatorio forzato che soddisfa un'equazione del moto formalmente ana- 



AII'cncigLa trasferita dall'onda 
contrifcuisce solo 11 campo 
elettrico 
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Ioga alla [LX.42]. La soluzione di questa equazione, espressa dulia [IX.43J, 
risulta essere proporzionale (tramite un numero complesso) al campo elet- 
trico applicato e dunque anche la velociti vj delle cariche (vedi la 
seconda delle [1X43 .a]) è proporzionale a E tramite un numero complesso. 
Avremo pertanto in letterale; 



/= nqvj= oE 



{o: numero complesso) 



PX.70] 



La densità di corrente 7 ha dunque lo stesso andamento ondulatorio sinu- 
soidale di 7T ( con ampiezza proporzionale all'ampiezza £i dì E e uno sfasa- 
mento rispetto a E pari ad a, dove a è la fase del numero complesso a. La 
|1X69] dmene pertanto: 



W= EJ- E 3 o 
e il suo valor medio sii un periodo è dato da: 



[TC.7IJ 



FF.= F- J- -j-(<j|cosa= È'àiolcosa 



[1X.72Ì 



Q^jaritità di moLo dell'onda 



Alia quamiLà di moto dell'on- 
da contribuire il solo campu 
juagneiico 



Relazione fra quantità di' moti* 
■ed energia trasferite d<tll'c-n<la 



Caso di onda che si propaga 
nel vuoto 



L'onda elettromagnetica comunica all'unità dì volume del materiale, nel- 
l'unità di tempo, anche una celta quantità di moto q data dall'impulso tra- 
sferito nell'unità di tempo; cioè dato gialla media temporale della [IX.6S]. 
Considerato che il valor medio di E e nullo, si ha: 



q =* flflv rf x = 7 x H 

Tenuto conto che EcB sono fra di loro ortogonali eortogonali siila velocità 
v dell'onda - e considerato inoltre che J è parallelo a H, cq. [IX.7 DJ - abbiamo 

J= Jx B = 75 v = È'JWv 

dove v 6 il versore di v, Nell'uhinno passaggio abbiamo tenuto conio dulia 
rulaziune [IX.J2J chejegafra di loro i moduli di B e di E nell'onda; ovyero, 
consideralo che iT • /- W per la [IX.71}: 



W , 
v 



11X.73] 



l'imputi? (o Ui quantità dì molo) die l'onda trasferisce nell'unità di tempo al 
materiale che investe è difettò secondò la velocità di propagazione dell'onda, e 
il suo modulo è pari all'energia che l'onda trasferisce al materiale nell'unità 
di tempo, divisa per la velocità v dell'onda stessa 
Nel caso che l'onda si propaghi nel vuoto 



W 
c 



JX.73.a] 



Qualora l'onda trasferisca al materiale (wwa la sua energia (assorbimento 
totale) conviene riferirsi all'energia incidente nell'unità di tempo sull'unità dì 
superficie del materiale. Al posto della potenza W trasferita all'unità di 
volume avremo l'intensità /{potenza incidente sull'unità di area), « al posto 
di q {quantità dì moto trasferita all'unità di volume nell'unità di tempo) 
avremo la quantità di moto p trasportata nell'unità di tempo dall'onda itici- 
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dente sull'unità di superficie ad essa normale. La relazione fra /" e ! è for- 
malmente identica alla [IX.73.&): 



p = — v = I/v = — 

y V U.V 



[IX.7+] Impulso per unità di superficie 
e per unità dì tempo 



dove abbiamo tenuto conto della definizione del vettore intensità / (che è 
diretto secondo la direzione di propagazione dell'onda, ed ha modulo pari 
all'intensità [)■ Un'onda elettromagnetica fa incìdere nell'unità di tempo sul- 
l'unità di superficie ad essa normale una quantità di moto diretta secondo la 
sua velocità di propagazione, e di modulo pori all'intensità l dall'onda (vet- 
tore di Poynting) diviso per la velocità di propagazione v. 

Nel caso che la descrizione del campo richieda, il ricorso alla meccanica 
quantistica, l'energia K. c ]a quaglila di molo p., .di ciascun fotone sono 
ancora fra di loro proporzionali tramite la velocità dell'onda; per fotoni nei 
vuoto: 



E, = hv 
energia del focone 



(in ani! ti di moto de] fotone 



La [IX.74] ha le dimensioni di una forza per unità di superficie, e rappre- 
senta l& pressione esercitala dall'onda incidente su una superficie ad essa 
normale, e perfettamente assorbente. La stessa pressione I/c i in verso 
opposta suhisce anche una sorgente che emetta l'intensità / (pressione dì 
rinculo). Una superfìcie perfettamente riflettente, investita ortogonalmente 
dall'onda, subisce naturalmente una pressione doppia- 



Energia c quantità di molo- dei 
fotoni 



Pressione di radiazione 



Esempio 

E.IXi. Culailure la pressione P*, esercitata dalla radiazione solare extraolmosfertca Pressione (Iella radiazione so- 
■ ■ incidente su una superfìcie perfettamente speculare disposta normalmentt ad lare, 
està. Calcolare Inoltre la pressione di rinculo i*„ esercitata sulla superficie 
solare dalia radiazione . dd essa ernetja. 

■ Usando per le intensità gli stessi slmi oli usati nell'esempio E.ÌX.4, e i valori 
numerici ivi calcolati, si ha; 

La pressione di radiazione e di solito trascurabile nei processi di trasferimento ra- 
diatilo realizzati artificialmente; ma giuca un ruolo rilevante nei processi astrofisici. 



Oltre alla quantità di moto p di cui ci siamo fin qui occupati, le onde elet- 
tromagnetiche trasportano anche un momento della quantità di moto o 
momento angolare L. Considerato un polo 0, è evidente che Tonda tra- Momento angolare 
sporta un momento angolare rispetto a 0 dato da; 

L = rx p 



se si traila ài un raggio di sezione piccola, cioè una porzione di onda oppor- 
tunamente collimata in modo che l'area S sia piccola; ovvero data da; 



L = 1 ?x dp 

h 

se la sezione S ha dimensioni lineari non trascurabili rispetto ad 7. Questo 
momento angolare è detto anche momento angolare orbitale. 

La radiazione elettromagnetica possiede però in generale anche un 
momento angolare intrinseco analogo al momento angolare di spin delle par- 
ticelle {vedi par. VI. 2). Un'onda elettromagnetica plana possiede momento 
angolare intrinseco non nulli) quando essa è polarizzata circoturmeme; 
quando cioè il campo elettrico (normale a S e normale alla velocità di pro- 
pagazione v) ruota intorno alla direzione di propagazione. In Itd caso si può 
mostrare elle il momento angolare intrinseco trasportato dall'onda è pari a 

L — ±<i>? [IX.76J 

col segno + o — a seconda che la polarizzazione b destrorsa o sinistrorsa. 11 
fatto che L sia parallelo (o antìparallclo) a ! mostra che ii momento ango- 
lare intrìnseco (momento di spio dei fotoni) è longiti/diiuile, cioè diretto 
secondo la direzione di propagazione. Secondo la meccanica quantistica, in 
effetti, ti momento angolate di spin dei fotoni o, non può che essere longi- 
tudinale, e il suo valore è 

a, = ± h (ft= A/2*) (1X.77] 

Un'onda dotala di polarìuazione lineare (cioè col vettore E vibrante in un 
piano fisso, ad esempio nel piano xy se x è la direzione di propagazione) 
possiede momento angolare intrinseco nullo. Ciò risulta evidente conside- 
rando che un'onda con polarizzazione piana può essere ottenuta come 
sovrapposizione di due onde di uguale intensità e frequenza, polarizzate cir- 
colarmente in senso opposto (una destrorsa, e una sinistrorsa). 



IX. IL Densità di (jiiaaiità di moto del campo elettromagneti eo 
e reti sarò degli sforzi di Maitwetl 

Nel paragrafo precedente abbiamo trattato in maniera semi empirica la quantità 
di moto trasferita da un'onda elettroma£nelfcit ad u» materiale di essa i&vestito. 
Abbiamo visto che «d ogni ammantare dì energia W trasferita dall'onda al mate- 
riale si associa un trasferimento di quantità di moto di modulo q pari a Wh, dove v 
i la velocità dell'onda. Si Mattava di una inalisi «antiempirica, vislo che quando ci. 
tornava comodo abbiamo utilizzato relazioni empiriche (tome la [IX.70), che lega / 
ad £ nei conduttori ohmici) o ci siamo serviti di proprietà dei campi^valide solo in 
condizioni particolari {ad esempio il Tatto che il valor medio di E fosse nullo). 

Sviluppiamo qui, in termini più generali e rigorosi, il bilancio della quantità di 
moto in un'onda elettromagnetica; bilancio da cui le conclusioni raggiunte nel pre- 
cedeate paragrafo possono essere tratte come caso particolare. 

Consideriamo un certo volume j, di forma costante nel tenuto; e sia S la sua 
superficie di contorno. Il risultante ideile forze esercitate su t dal campo eletlro- 
magastlco è allora dato dall'integrale della. su lutto il volume t; integrale 

che tenuto conto che nq = p e nqvj = I^ può essere scritto come; 



trx.7"! 



dove p e / sono rispettivamente la densità di carica e la densità di corrente presenti 
(pillilo per punto e istante per istante) in t. Del lutto ìli generale, p e J possono 
essere scrini in termini del campo elettromagnetico utilizzando le equazioni dì 
Maxwell (1X2] 



p = V D, 
per cui la [1X78] diviene: 



J=Vx H- 



fisseti de 



abbiamo 



F- | |f<f ■ 5) + (f x fi) x fi - -22- x flj ( 



1^ = -^*--^ 



~ xil al — D *^T> 

die sostituita nella relazione precedente ci condente di scriverla nella forma: 
P+ ~^-\ tf>x h dt = ^É(V >D)dz + j Dx \ £x (V x 

Usando la terza equazione di Maxwell, sostituiamo {— V x È) a ^ ; e per sìmme- 

trizi are fra campo elettrico e magnetico introduciamo il tonnine H 0? - B ) (ehe è 
nullo per la seconda equazione di MaxweJt); otteniamo ìq definitiva: 

r " [IX.79] 

-J|i'P-fl)-Ox(7x£) + S>- flx (Vx Zf)]rf T 

Utilizzando la definizione dell'operatore V, ed applicando il teorema della diver- 
genza, aiLravcrsn una serie di passaggi banali anche se laboriosi, il secondo membro 
di questa equazione può .essere trasformato in un integrale di superficie; consen- 
tendo di dare alìe tre componenti cartesiane della [JX.79] la forma: 



F>- + ^§f~ = \ s (T yx dS, + T„ dSj + T„ dSÙ 



F,+ 



ai 



(T&dS,, + T v dS r + T a dS,) 



dove: 



dS = (dSj, dS t , dS t ) rappresenta il generico elemento della superfìcie S che 
racchiude il volume r; 

è = |.(i> k è)dz è un Tettoie dì cui daremo fra poco l'interpretazione fisica. 
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Tensore degli sfora ai 
Tensore simmetrico 



Per un sistema isolato 
B+ (Scostante 



L'insieme di nove numeri T^, 7^, T„, bl*c. pub essere sintetizzato nella rela- 



11X81) 



dove il simbolo 5u è definito dalle relazioni; 



per i = 0 per i ! fj. 



^Ognuno dei numeri 7^ e espresso nella forma di prodotti di componenti di Et 
di B; ne! loro insieme, i T„ costituiscano una matrice a tre righe e tre colonne che 
è detti un tensore; nel caso specifico si tratta del cosiddetto Umore degli sforzi di 
Manuel!, la cui interpretazione fisica verri discussi Fra poco. Poiché, come risulta 
dalla definizione (IX.81J, T v — 7},-, il tensore defili sforzi è un feimre simmetrìa). 

Fer interpretare iisieaoiente te osserviamo ionanzitutin che Fh il risul- 

tante delle forze agenti sulla materia conte muta in t. Per la prima equazione cardi- 
nule della dinamica dei sistemi, detta <J la quantità dì moto folate della materia 
contenni* in t, avremo: 

di 

por cui" b [IXttO] Duo esserti posta nella forma: 

' a 



-fi- (fi + Oz - L(T„ js, +- r tf ds, h t;, dsj 



Consideriamo ora il caso che il campo elettromagnetico sia compi Blamente confi- 
nato m una porzione finita di flpa/jo. Scegliendo opportunamente la superfìcie 5, 
m modo tlru coni eriga al suo interno (ulta la regione xg } l'i ninnile di superficie al 
secondi» membro delle jTX,30| si annulla; e /a [LOO.n] diviene: 



-£--«f+ff>-0 



Q+ = costante [IX.8I]* 
relazione che può essere posta anche nelia torma locale: 

9 + i = eostante |IX.£2] 
dove: <$ — — — è la quantità di moto per unità di volume della materia contenuta in r 



dG 
d% 



11 sistema contenuto in .? {costituito da materia e dal campo elettromagnetico) e per 
ipotesi un sistema isolato, e la sua quantità di moto totale si deve conservare. La 
[IX.81] (e la [K.82D richiede dunque che d venga considerato come quantità di 
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moto Rotate del campo elettromagnetico contenuto in t; e g come la relativa densiià 
di quantità di moto: 

%= £x B = E( i(tx = ctt/ = [1X.83] 

(quantità dì molo dei campo elettromagnetico per unità di volume). 

Osserviamo che coerentemente con la PX.8J] la quantità di moto che un'onda 
fa incidere per unità di tempo sull'unità di superficie normale alla sua direzione di 
propagazione, sarà pari alla quantità di moto contenuta in un cilindro di base unita- 
ria e di altezza pari alia velocità v dell'onda; cioè sarà pari a vg (v volte la densità di 
quantità di motn) e dunque pari a RioMeniamo cosi la IIA.74). 

Se il sistema contenuto in S non è isolato, cioè se sii S T t f 0, allora la quan- 
tità di moto totale contenuta in S vmia, e tale variazione è descritta dall'integrale al 
«cundo membro della [TX.80]. Abbiamo cosi un'interpretazione fisica de! tensore 
degU sforzi T$. Considerato un elemento di superficie dSf (ad compio dS v ), il pro- 
dotto 

(ad esempio T IX dS t ) rappresenta la componente lungo l'asse i (l'asse : nell'esempio 
latto) delia quantità di moto trasmessa per unità di tempo attraverso l'elemento di 
superficie dS t (ol!, nell'esempio fatto). Il tensore degli sforzi ha le dimensioni di 
una pressione. Esso rappresenta però la quantità .di moto .IraKmeftsa dal campo elet- 
tromagnetico attraverso l'elemento di superficie dS, c non (in generale) la pressione 
esercitata dal campo su dS, ciò succede soio se dS è fisicamente realizzato me- 
diante una superfìcie materiale completamente assorbente. In generale, fa pres- 
sione esercitata su una superitele materiale può essere calcolata analizzando quale 
variazione tale superficie provoca alla quantità di moto del campo e.m, su di essa 
Incidente; quantità di moto calcolabile tramite il tensore degli sforzi [1X.8I]. 



IX. 12. Potenziali del campo elettromagneti co 
(potenziali clettredittamici) 

Abbiamo già discusso come le equazioni di Maxwell [IX. 2) costitui- 
scano un sistema di sei equazioni indipendenti alle derivate parziali (del 
primo ordine) che legano fra eli loro le sei componenti del campo elettrico e 
magnetico. Si tratta di equazioni fra di loro accoppiate (ciascuna contiene 
piit di una delle sei funzioni incognite E„S, (i = x,y,z)), che possono essere 
risoUe direttamente solo in casi semplici 

Li generale, conviene ricorrere aile equazioni relative a potenzia!! (vet- 
tore A e scalare IO che abbiamo già utilizzato in condizioni statiche, A pro- 
posito dei potenziali, abbiamo accennato ait'inizio di questo capitolo che la 
loro determinazione (quattro funzioni incognite) richiede la soluzione di 
soie quattro equazioni differenziali (del secondo ordine) visto che la mera 
introduzione dei potenziali stessi (l'espressione dei campi tramite di essi), 
garantisce l'automatica validità di alcune delle equazioni di Maxwell; cosa 
che verrà precisata di qui a poco. 

Il vantaggio dì esprimere le equazioni del campo in termini di poten- 
ziali - oltre a quello di ridurre le equazioni da risolvere da sei a quattro - 
sta nel fatto che tali equazioni possono essere scritte in forma disaccop- 
piata, ciascuna di esse contenendo una sola delle quattro funzioni incognite 
A K À y , A n V\ ed inoltre nel fatto che !a covarianza relativistica della teoria 
può essere espressa, come vedremo nel prossimo paragrafo, in termini assai 
eleganti e compatti. 



Densità dì quantità di moto 
del campo elettromagnetico 



Interpretazione fisica del ten- 
sore degli sforzi 
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Potenziai* vettore 



j^omincituno con l'osservare che la seconda equazione di Maxwell 
V ■ 3 = 0 (la cui validità è condizione necessaria e sufficiente per l'introdu- 
zione dei potenziale vettore; vedi par. V.5.2) vale del tutto in generale, cjo^ 
istante per istante anche in condizioni non stazionari e; e dunque if poten- 
ziale vettore 2, definito dalla relazione "~ 



flX.84] 



può essere introdotto ^ariette per un campo B comunque variabile nel 
tempo. Natura Ime nte, A sarà a sua volta un vettore dipendente dalle coor- 
dinate spazio-temporali: 

A = i(?,0 = À{x,y,z,i) 
Introducendo la [IX.84] nella terza eqLtazione di Maxwell, questa diviene; 



da cui 



ÒA 

Dunque il vettore E+ è irrotazi onale; e dunque può essere scritto, 

istante per istante, come gradiente dì una funzione scalere. Introduciamo 
dunque il potenziale scalare V come quella funzione di r, / tale che: 



Potenziate scatare 



_VK-É+-^- 



tlX.SSÌ 



-•VP- 



l 



dA 
3f 



= E i 
i 



px.SS.a] 



Vediamo cosi che il Tatto stesso di introdurre i potenziali (cioè di scrivere È 
e B tramite la [IX.S51 e la [IX.S4]) è subordinalo alla condizione, necessaria 
e sufficiente, di validità della seconda e della terza equazione di Mtnwell 

(7 ■ B= 0; V x E+ -fa~= 0) cbe sono, fa 'e quattro equazioni di Maxweil, 

quelle omogenee (in cui non compaiono i termini noli p ey dovuti alle sor- 
genti); una volt* introdotti i potenziali, tali equazioni risultano identica- 
mente soddisfatte: 



V-K=v(Vxi) = 0; V x£ + 



ÒB 
Ut 



Mi- 



V x (-VF) = 0 



Equazioni detta dinamica dei 
potenziali n equazioni elettro- 
d inumi che 



Per la determinazione dei potenziali, si ricorrerà dunque alle equazioni di 
Maxwell non omogenee (prima e quarta) dette equazioni delia dinamica dei 
potenziali 



hrJe!=i 



Sostituendo in tali equazioni ai posto di B e di E la [IX.84] e la [IX.85], 
otteniamo (limitandoci ad caso che t e }i siano uniformi c costanti): 



\- - f. 
.. ;£ . 

■'■i li 



or e 



ar 2 



dV 

V\V -A + w— \ = 



[IX.86] 



- W 
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Equazioni elettrodinamiche 
non disaccoppiale 



Queste equazioni costituiscono quattro equazioni fra di loro indipendenti 
nelle quattro funzioni incognite A„(r,t), Ayfct), A,(?,t), V(r,t), che possono 
essere risolte - a parte difficolta matematiche - unjt volita assegnale le con- 
dizioni ai contorno. Le [LX.86J sono tuttavia equazioni che non sono fra di 
loro disaccoppiate. Esse possono essere trasformale in equazioni disaccop- 
piate utilizzando il margine di arbitrarietà elle le definizioni {1X84] e 
[IX.85] lasciano ai potenziali, È infiliti immediato verificare che sci c C 
soddisfano la [JX84] e la [1X.8SJ (cioè sono i potenziali del campo elettro.- 
magnetico E e B presente io certe coedizioni fisiche), gli slessi campi È e È 
sj ottengono a partire da due potenziali A', V purché quegli siano legali ad 
A e V dalle relazioni: 



A -+ A' = A + Vip 



EIX.87] Trasformazione di g&uge 



V -t V — V— - 



dì 



dove <p è una qualunque funzione scalare di r,t derivabile almeno fino al 
secondo ordine in tutte le variabili x,y, z, t. La trasformazione [IX. 87] è 
detta imtformazione di gauge (o di rkaiibramra) per i potenziali e la fun- 
zione <p è detta funzione di gauge. Che la [DC.87] lasci invariati i campi É, B 
è immedi aumento dimostrabile in base a proprietà generali degli operatori 
differenziali: , 



VxA'=VxA + Vx (Vf) = V x A = R 
(V x (V<p) = 0: è identicamente nullo il rotore di un gradiente) 
ai 



-vr- 



3f 



-VF+ V 



/ atp \ ai 

MS)-**»).' 



Una opportuna trasformazione di gauge, consente di scegliere potenziali 
per i quali le equazioni dinamiche [IX.86] siano disaccoppiate. Infatti, come 
mostreremo nell'esempio E.LX.tì, scegliendo opportunamente <p è possibile 
fare in modo che 2 e V soddisfino la relazione 



- - W 
V-/I + eurr-= 0 
Sr 



[IX.88J Cnndizionc di Lorentz 



II 
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Se la (J(X.I 
cono a: 



è soddisfatta, è immediato verificare ehe le [IX.86] sì ridu- 



Eq unioni elettrodinamiche 
disaccoppiate 



314 
Sf 1 



= -iiy 



[IX.89J 



./ Queste equazioni (che per comodità abbiamo scritto in ordine inverso 
rispetto die [CC.86]) costituiscono quattro equazioni disaccoppiate nelle 
quattro funzioni incognite A 7 V. La relazione jlX.88] è detta condizione dì 
Lorentz. Quando i potenziali soddisfano la condizione di Lorentz, e dunque 
le loro equazioni dinamiche sono le |1X.89], si dice che ussi appartengono 
alla frange di Lorentz, Osserviamo che in con di /ioni ^stazionarie la condi- 
zione di Lurenlz si riduce alla condizione (V.50J (V • A = 0) che avevamo a 
suo tempo posto per il potenziale vettore in magnetostetica. 

Utilizzando l'operatore dalambertiano □ introdotto nel paragrafo LX.3 
e definito dalla flX.10), le JTX.S9] possono essere scritte nella Rirtna più 
compatta: 



□ A - 



[IX.89.a] 



nv=--*- 



Potenziali ritardati 



Riportiamo anche, riscrivendole vicine per memoria, le relazioni che legano 
i potenziali ai campi 



V x A = B 
ÒÀ 



- E 



[IX.841 

PX.85] 



Le [X.8S1.CÌ mostrano che nel caso generale (nnn stazionario) lo equazioni 
dei potenziali elettromagnetici sono formalmente analoghe alle equazioni 
de! caso stazionario [TMfi] e [V..'Ì2], -Jon l'unica diflèrenKi di avere l'opera- 
tore dalatubcrtiano □ al posto dell'operatore laplaciano A = V ? . É imme- 
diato verificare ohe qualora i potenziali uon dipendano dal tempo, le 
[IX.89], [IX.84] e [IX.85] si riducono alle corrispondenti relazioni che ave 
vamo stabilito per il caso stazionario. 

Se le sorgenti sono localizzate jrt, -na regione finita; le 0X.89J ammet- 
tono una soluzione esprimibile come immediata generalizzazione della 
soluzione per il caso stazionario (eq. J1.44] e [V.53]); soluzione che ci limi- 
tiamo qui a riportare senza dimostrarla: 



A (M) = 



V{lt) = 



(x [ J(Fj~ Ar/v) dx'(r) 



4*t ( li ir 



(LX.90] 



dove t 



rappresenta il volume entro cui sono localizzate le sorgenti; 
- P|è la distanza fra la posizione Fin cui si calcolano i potenziali e 



! i :■!'.! . . 
f i-:ssl ■ ' 

!. ]a porzione F (sulla quale si integra) in cui sono localizzate le sorgenti; 
=/..,= v= l/Jep è la velocità con cui si propagano i segnali elettromagnetici 
£Ù ! nel materiale consideralo. Come si vede, nel calcolo degli integrali la den- 
i-'" : sita di corrente ? e la densità di carica p in ogni posizione ? va calcolata 
I ■* non all'istante ( in cu: sì stanno calcolando i potenziali, ma a un istante 

, . ! t = t— -y- anticipato del tempo ~- che i segnali elettromagnetici impie- 
gano per percorrere la distanza Arfra la posizione 7 e la posizione fin cui 
si sta calcolando il potenziale. Per questo motivo, l potenziali [IX.90] sono 
detti potenziali ritardati (rispetto alle sorgenti). 



Esempii) 

f..JTt4< .pàli',} W*™*»'!. 4< Y^tn^,i^i;«aà^mf-i^-a^^^^M:Jiom»^-if 
tffixehèt potentina A',)? Mia^.i^ile-h.-in!i^M»i^.:^lt^f:PX<S7] 
V mdéiììfitìtì ia 'mndiziiiìté di Tàmitz -f7X.&8Ji - - ■ 

■ F)eve -essere - ■ ^ 

jjei tìul la funzione <p deve soddisfar? requarioper 

T>-^^--i-:(*-Ì+-*H-|^).:. [IX.91J 

Questa equazioDe, noto come si è ipotizzato il secando membro, ammette sempre 
soluzióne. Naturalmente, di norma il problema di risolvere l'equazione [IX.91] non 
si pone, perché i potenziali A, V non sono noti Si tritio solamente dì dimostrare 
(cosa .automaticamente fatta una volta verificato che la (IX.91] è risolubile) che il 
passaggio da potenziali che soddisfano le [IS.S6) a potenziali che soddisfino le 
[JX.89) i sempre lecito: Dopo di the si iritulviraii tliieitàmenlfe ijusste tdtiine: tra- 
mite le jrX9tìk ottenendo cosi potenziali che, ^pparteniéhdo alti gauge di Loreritz, 
soddisfano antomaticam ente anche fa. ■ 



! .estgJXl.3. Covarianza lelativsstica deifeletoodiaifflika 

. Can^i Come abbiamo già accennato, la formulazione deU'elethodiiuimica in termini di 
.;, potenziali consente di esprimete in forma compatti la sovarijina relativistica della 
teoria, come mostreremo in questo paragrafo supponendo di trovarci nel vuoto. Le 
■ kf : ■ ' nostre conclusioni .valgono però anc he in un mezzo omogeneo e isotropo indefinite, 
l pur di sostituire al posto di c= LV e .oM«> velocità della Luce nel vuoto, la velocità 

v= l//t|I della luce nel mezzo considerato. 

Ricordiamo ( vedi cap. XI del volume di Fisica!) che l'insieme di quattro numeri: 



detto quadfivettore spazio-tempo, passando da un sistema di riferimento inerziale 
E m Oxyz a un secondo sistema inerziale E' = G'y.y'z' ia moto traslatorio con 
velocita costante ^ lungo Tasse x = x* y si trasforma mediante la matrice di 
Lorentz (che qui indichiamo con la lettera L t anziché A, per non confonderla col 
potenziale vettore): 



Quadrìvetlore spazio-tempo 



= l.x. 
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Matrice di Loientz 



Quadrivettore densità di coe- 
rente 



Quadrivettore pntftti/iaJe clcf- 
trod inamico 



Covarianza, a vista delie equa- 
zioni dell'elettrodinamica 



*J — E LikXk = irtJft 



[1X94] 



(nello scrìvere E L^^jt semplicemente come /^jt* usiamo una convenzione nor- 
malmente osata nel calcico vettoriale e tensoriale: sugli {odici ripetuti st sottintende 
che sia eseguita ia sommatoria). La finitrice dì Lorentz è definita come 



[1X.95] 



Il modulo quadrato del quadri* ellurc spazio-tempo, definito come 
x 1 — x] + x\ + ^ ■ *5 



[K.9ST 

è relativistica mente invariante: il suo valore non cambia passando da un sistema dì 
riferimento al! J alliu, noè effettuando la sostituzione £ 1 = Ljs. Ogni quaterna di 
nummi che si trasformi come jc (ciqt: modiante la trasformazione [IX.94]) è detta un 
quadriveltitre. Ogni quadri-vettore soddisfa la [IX.9<>[, 
Abbiamo già visto (vedi par. V,7) che La quantità: 



costituisce un quadrivettore {quadrivettùre densità dì corrente), 
È inoltre immediato verificare che l'operatore dalambertùmo 



.{JL 



tf . a 2 

Ole] ftjti dJC] 



1 a ' , - 



[IX.97] 



[1X.9S] 



c rclativìsticamcnle invariante, cioè non cambia le proprietà di trasformazione rela- 
tivistica della runziona cui viene applicato. 

Ciò premesso, divìdendo la seconda delle [1X.Ì1!)] per c (e lenendo conto che 
l/(Hj£) -■ «„(■, «ime segue dal Mto che l/eoPt,"= c\ possiamo scrivere le [1X.S9J 
tiesse nella fumi* 



□ A 



(IX.99] 



dove J è il quadrivettore densitàdi corrente [IX.97] e il quadrivettore potenziale A t 
definito come 



(A, V7c) 



[1X.100] 



{A: potenziale vettore; V; potenziale scalare). 11 fatto che la quaterna di numeri 
flX 100] costituisca in effetti un quadrivettore è dimostrato dalla stessa [1X.9°J, con- 
siderato che J è un quadrivettore e □ un invariante. Espresse oella forma [1X99], 
le equazioni dell'eleurodin&mica risultano covarianti a vista: una volta trovata la 
soluzione A in un sistema di riferimento inerziali;, la solnzione A' in un altre 
sistema di riferimento inerziale si ottiene per semplice applicazione della trasfor- 
mazione di Lorentz 



A' = LA cioè Al — LfcAk 



[TX. 101[ 
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avvero, esplicitando la stimma 

Ai = A t 
Ai = A s 



A, 

' A, 



■|}f?c> 



[K.101.a] 



Vie- y(-P4,+ Vie) 



Noli i potenzia]!, i campi EsB veogonò ottenuti applicando la (IXJI4) e la [TXJ5], 
Utilizzando i! fontialiemo dei quadrÌYcttori (c dei qiiadritensori che fra poco defini- 
remo), anche le relazioni fra potenziali e campo possono essere poste in [orai* 
compatta e -relativisticamente più signilìcalim 
IntDducwmu le quantità 



f — 
1 u — 



DA* 



d,-i. 



(H,v- 1,2,3,4) 



[DC102] 



Tenuto conto che A f e x f sono componenti di due quadrivettori, si dimostra fàcil- 
mente che gli fj, (che possono essere striai anche nella (orma di matrice 4 * 4) si 
trasformano sfondo la iegr^e: 



[TX.mi] Tensore a due iodici 



dove sodo gli elementi della nutrice di Lorentz. Quando una matrice (4 x 4) 
F ]ir si trasforma secondo la PX-1Q1J sì dice che rappresenta un tensore { u più preci- 
samente un quadri/ensore a due indici). Nel paso specifico, il tensore definito 
dalia [IX, 102] è detto tensore del campo elettromagnetico o semplicemente tensore 
e!eiiromag.nedw. Segue evidentemente dalla definizione (1X H ÌQ2J che 

= — Ef». (in particolare = -/^ = 0) 

TI tensore elettromagnetico è un tensore anlistttìtnetritv. 

Confrontando la sua definizione [1X.L02J con le [IX.B4J e L1X.H5J, è immediato 
verificar* che il tensore etettroma&netico è costruito cosi come maslrohi nclln 
seguente matrice 



F =KA-- 



/ " 




h 


KJt: 


a- 


0 




E,lc 


B, 


B, 


0 


&c 


\-EJt 






0 



(IX. 104) 



Applicandn la trasforma/ ione di Loreutt JIX.10S] al tensore [1X1041, si verifica 
facilmente che si riottengono le trasformazioni [V.74] del campo elettromagnetico. 

Prima di chiudere questo paragrafo, osserviamo che il tensore degli sfora T„ 
definito dalla [LX.81J (con c al posto di v se ci traviamo nel vuoto) rappresenta un 
tensore tridimensionale. Esso pub pero essere facilmente completato io modo da 
divenire ira tensore quadridimensionale, che si trasformi relativisticamente secondo 
la [IX.1U3). Tale tensore quadridimensionale è detto tensore impulso-energia del 
campo elettromagnetico, ed ha La forma: 



11*1- 



ri. 

Ti, 

Ti! 





T» 






Tb 


Tu 




Tn 


Tn 




1 




T 2S 




lì, 


Tìj 


TI 




r 3I 


Tu 




hk 


hh 




USI 




c& 


Jt 



[IX.I05] 



Tensore eletiromagticticó 



Tensore impulso-energia 
del campo elettromagnetico 
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dove T„(i,j = l,2,3)so[io definiti dalla [1X81];/ e </i,/i, h)i il vettore di Poyn- 
tjng [IX.tìQ]; u è la densità di energia [IX.38]; ti = fei > tó, è la densità di quan- 
tità di moto pX.831 del campo stesso. L'interpretazione fisica degli elementi del 
tensore impulso-energia è stala discussa nei precedenti paragrafi; la sua forma 
[DL105] ci consente semplicemente, usando la [TX.103], di calcolarne facilmente il 
valore al passate da un sistema di riferimento ad un altro. 



Trasformazione dì gauge 
stretta 



Gange ili Coulomb 



Gauge di radiazione pura 



IX. 14. Trasformazioni Ai gauge 

Nel paragrafo 1X.12 abbiamo introdotto la trasformazione di gauge [DCS7]. 
Abbiamo visto, in particolare, che se f e una soluzione particolare dell'equazione 
differenziale [TX.91], i potenziali soddisfano la condizione di Loicntz [IX.88), Le 
equazioni dinamiche dei potenziali assumono allora la forma semplificata [1X89], 
che ammette tome soluzione i potenziali ritardali [IX.VUJ. 

k evidente che questa scelta di <p non togtie ogni arbitrimela ai potenziali; in 

altri termini, v\p e non sono univocamente determinati dalla condizione che 9 

soddisfi la relazione di Lurcntz [IX.88]. Infortì la so/u/itrae generale della [IX.88] si 
ottiene sommiindy a una soluzione particolare della equazione non omogenei 
(JXJ18] la soluzione generale della equazione omogenea associala 

V 1 v -t»~$-=0 [IX. 106] 

nr 

Se À, V appartengono alla eauge di Lorentz, anche 
A' = A + 

(con <p soluzione della [IXJQo]) appartengono alla gauge di Lorentz. Una trasforma- 
zione di questo tipo è detta trasformazione dì gauge rìstreUdr 

Un'altra {auge che risulta talvolta utile è la cosiddetta eauge di Canforati, defi- 
nita dalla condizione 



(IX. 107] 



{identica alia condizione fV-5fì] normalmente adottata nel caso stazionario). Inse- 
rendo la 11X107] nelle |IX,86] vediamo clic nella gauge di Coni 011 ih i potenziali 
soddisfano le seguenti equazioni 



Va- 



■sp-^-» eiiV-^-u; 



(IX. 108] 



di 



II potenziale scalare V soddisfa dunque un'equazione (la prima delle [IX, 108]) 
identica a quella del caso stazionario, sia pure con p = p(r,r) dipendente dal tempo. 
La soluzione di tale equazione è il potenziate di Coulomb istantanea: 



4 ne, 



[ p(P,Qrfr r 



[IX. 109] 



La gauge di Coulomb viene normalmente usata in assenza di sorgenti (p = 0; 
/= 0), ed è per questo detta anche gauge di radiazione pura. In questo caso, come 



fi 
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segue dalli [1X.109], S7=«;(lt sfonda delle [IX.1D*] diviene una semplici 
equazione «Ielle onde: 



A loro volta i campì (vedi eq. [1X-&4] e [1X.85J) divengono: 
B^VxA E-- 



3? 



[1XJJ0] 



PXJII] 



L'apparente incongruenza contenuta nella IIXJQ9L (un potenziale che &i propaga 
istantaneamente) b risolta considerando che le quantità fisicamente significative 
con sono i potenziali, ma i campi; e polche A Don si propaga istantaneamente, lo 
stessi illude m campi. La fDLUÒj e la UX.111] contengono in forma sintetica e 
immediata tutte le informazioni du noi trutte nel par, 1X4 a proposito delle jmde 
piane, e valide in realtà più iti generale (velocita di propagatone dell'onda; E e B 
ortogonali Ira di loro e rispetto alla direzione di propagatone; rapporto Tra il 
modulo iK lì e il modulo di £), 

■sè^DC.lS. Rarfiazìcne emessa da un dipoi « p&dlEaiite e da una carica 
s . - moto accelerato 

Fouendoci nella giiuge di Lortalz, ejmlicitinjn o_la soluzione [13L90]. de i .pote n- 
zi ali ritardati nel taso che la sparente s[a un dipot o UÀBUttul£-Dè$ YimlL» » ciok un seg- 
mento conduttore d percorso da correlile alternato- Il calcolo della soluzione per i 
potenziali e per i campi in questa configurazione semplice delle sorgenti è notevol- 
mente interessante: e ciò sia a scopo illustrativo (per mostrare come possa essere 
manipolata, almeno in un caso semplice, la soluzione [LOG]; per vedere come da 
essa possano essere ricavate [e conseguenze fìsiche; per evidenziare la relativa cotn- 
pJkrcdoae formale anche delle situazioni più semplici); sia per lini pratici, conside- 
rato che dispositivi assimilabili ad antenne rettilinee trovano ampie applicazioni in 
tclecomun i cari onL 

frj|ipmiMiTjO che hi nostra sorgente rettilinea sia percorsa dalla corrente 
/ - f,,tos(Jf Nello scrivere una cafiiessiiiiie dulln corrente indipendente dalla posi- 
zione turici] il urtnduilnre T stiamo implicitamente ipotizzando che la lunghezza 

£ c - 2 Tt 

d'onda X — — = delia radiazione emessa soddisfi la condizione A » d. 

Supponiamo inoltre di porci nel vuoto a distanza t motto grande <Jh1 diprtlo stesso. 
Fisicamente una Late sorgente puh essere tcali^jitH mediante un conduttore rettili- 
neo (attitirna rettilinea) con agli csUcjdi due sfere metalliche costituenti le duo 
armature di un condensatore, alimentato da. un generatore di f,e\m< alternata F 
{oscmatone di Hertz) Il circuito equivalente di un tale dispositivo (che immagi- 
niamo disposto col centro coincidente con Toiìginc del sistema di assi coordinati e 
orientato secondo Tasse z) è quello mostrato nella figura a lato. 

La relazione Fra la corrente I(t) = f Q cos w t circolante nel conduttore rettilineo 
(nella resistenza R) e la carica q presente sulle armature del condensatore è: 



/„ cosa t di = 



A. 



Le due sfere, dolale di carica rispettiva +q e -<j, costituiscono un dipolo di 
momento . „ 



\j = tqd = kd\ìdt ■- 
dorè h è il veisnre dell'asse z {dipolo ostinante). 



— — ^sindt^ ! 



[1X1121 



Dipolo oscilJanle 




ÀntemsH rcltilìnca 
Oscillatore di tieni*. 




■ 



Ci»*)-- ~r ° 

Nelle ipotesi fatte per la corrente, e tenuto conto che se S è la sezione del con- 
duttore i J(7,0 S= Kf(r,() = ^f(r), le [IX.90] e! danno per II potenziale vettore 
À<f,l) l'espressione: ■■ j ^t^J_-_^}J^Z/) 



4 ir J Ùr 4ir J r 



4it r 



[IX. 113] 



Nei passaggi della [IX. U3] abbiamo tenuto, conto del fatto che d-^'-Sd^; del fatto 
che ir = | r - ? j = r (per l'ipotesi che r » / = d)\ ed inoltre del fatto che la cor- 
rente l(/,t-rk) è indijiendente th t(J(i>,t- rie) = /„ cosw {f- rie)). Tenuto 
conto della [IX.1121, l'espressione |1X.113J del potenziale vattorB può essere scritta 
anche come 



H„ p(t- rie) 



[]X.113.aJ 



dove con p abbiamo indicato la derivata del momento di dipolo p rispetto al temilo. 
Il calcolo del potenziale scalare f"(r,t) può essere effettuato utilizzando la condi- 
zione di Lorentz [K.S8]: 



hi 



Poiché, come vediamo dalla [1X113], A c diletto come ìc (cioè secondo Tasse ?} h è 
dA dA 

A„ = Aj—fS ^ dunque divj4 = 3/ ~~rte~' Pet ™ ,enen( ' 0 conio de " a HX.113.al 
la relazione precedente diviene: 

3^ 1 ÒA il pU-r/c) p(!-r/c) \ 1 

<>' folio & 4ncj \ cr ? / r 

■ Bt 4ne, \ cr r j 1 

avendo posto uguale a /.ero Ih cosante C di integrazione. 

Pei il «alido dei campi a partire dai potenziati, conviene utilizzare coordinate 
polari: cominciamo con lo scrinere in tali coordinale il potenziale vettore [fX.113.ii 
e il potenziale scalare [DCIHJt 



da 



u, p(l-rlc) 



cos# 



m, p(t-rk) 



sìnu 



[IX.1I5J 



4nc„ L t 



p( '-/ c) cose 



avendo tenuto conto, nel calcolo delle componenti di A, del facto che le compo- 
nenti del versore £ secondo f e secondo sono rispettivamente cos e - sin u; e nel 
calcolo di V del fatto che i/r-cosD. 



w. 

■feri}' 1 - 

m. 



Poiché B ed E (vedi eq. [IX. 84] e 11X85]) sono dati rispettivamente da 
j = fx^ed£ = -(VK + cWDi) per il calcolo dei campì dovremo usare le espres- 
sioni del rotore e del gradiente in coordinale polari. Si ua rispetiivamcrirjc: 



V x A = 



r^sintì 
rsmtì 



Va^ -- ST sme) ) + T " Te"] 



j„ , 8K . i ar , . i ef 



[1X.116] 



[IX 117] 



Tenendo conto di questo espressioni, la [1XM1 e In fIX.85] applicate ai potenziali 
LLX.1I5] ci forniscono: 



S, = 0 
B, = 0 



4it r \ c t j 

2 cose / p(f- rtc) j<< - rie) \ 

sin» ( p't-r/c) pU - rft) p(<- r/c) \ 
4irc,r \ ? ce r 1 /. 



[1X.118] 



Ef = 0 



Da queste espressioni vediamo intanto ette E - B= 0, cioè E e S sono fra dì loro 
ortogonali. Le linee di fona di B sono drconferenie centrate intorno all'asse i e 
giacenti sui piani orizzontali, mentre E giace nel piano rs. Tutti i Icrmìni che con- 
tribuiscono a 3 ed ir Si anno una dipendenza dalle variabili spazio-temporali del tipo 
dj unii funzione di t— r/c, moltiplicala per i'irj verso di una potenza di r(l^r L , 1/r 2 0 
]/r* a seconda dei termini): hanno dunque In forma dì onde .la cui uni pie /7& si atte- 
nua all'aumentare di r, e i cui fronti d'onda sotto sfere che si propagano con velocità 
c. Su ogni sfera, l'ampiezza di .queste onde non è costante, portando a fattore una 
funzione ai 9, .. 

Benché tutti i termini che nella (1X.118] contribuiscono a formare B ed E 
abbiano andamento ondulatorio, non tutti contribuiscono al trasporto di energia, 
cioè non tutti s ono interpretabil i come radia zione elettimnaKriEJÀcfl che si propa ga. 
Per mostrarlo, calcoliamo il vett ore di Foy ntinc, I-iE x BViL- 

Utilizzando ic componenti [IX. 1181 di a ed E in coordinate polari, si calcola 
facilmente: 

PP . tpp + è*)] sin 1 8 



+ Ióji 1 ^ 



j'P PP | (PP. + P J )1 2sinf)cos8 
q'-f ■ r 1 cr' J r 1 



Ondi elammagnetìche 403 



Rotore in coordinate polari 



Gradiente in coordinate polari 



Espressione dei campi in coor~ 
dinate poiarì 



[1X.1 19] 



Vettore di Poyntingdel campoci* 1 
di dipolo 
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Tenuto conio che, ponendo Po^^~~ (vedi eq. [IX.112]), si ha: 

p - sin « (I- r/c) p = »p,,COS6>(/- r/c) j> - - t^PoSinaifr- r/c) [IX. 120] 

vediamo che i termini in pp e in pp che compaiono nella [DC.119], contenendo il 
prodotto sinu(i — rie) ■ coswfr- r/c), hanno m^fl a fcmp crale nulla. Inoltre, [imi- 



tandoci ancora a considerate medie temporàEst ha pp-—p; per cui si annullano 
i termini del tipo {pp +.P 2 }. In definitiva il valor medio temporale della [IX.H9] si 
riduce semplicemente a: 



Valor medio del vettore di 
Poynting 



Potenza media irraggiata 



Campo vicino 



fWft <p(t- r/eff 



32* I « 11 c , V 



[1X.121J 



avendo tenuto conto del latto che il valor medio di sin J w(J— r/c) vale .1/2; contri- 
buiscono cioè al valor medio del vettore di Poynting solo i termini proporzionali a 
1/A II flusso della [1X.121.] attraverso una sfera di raggio r risulta, essere indipen- 
dente da r, e tornisce la potenza media P irraggiata dai dipolo: ' ' 



Ir 1 sino i/8 (ffp ' 



o Pi 



2i 



16 h' 



10 lo 



Po 

ÓlTC 



[IX.122) 



Osserviamo che in questa espressione 



' rappresenta il valor medio di p . 



I termini della [1X.1191 inversamente proporzionali a potenze dì r eoa espo- 
nente maggiore di due (termini iL sii flussom etro è nullo ovunque , e il cui valore 
iagj]< 3 "" ^ * an^fiVttn^tr^ ir^^lj^i^'/^^^^f^ 1 "'""" 0 invai» a distanza r dal 



dipolo tale che r « i. Es* costituiscono A cosiddetto campo vicino, cui 000 k 
asociali) alcun trasporto di energia: si tratta di un campo variabile nel tempo 
perché varia nel tempo la sorgente, ma localizzato intorno alla sorgente stessa. 

Ricordando che p a = /„rf/u, la [IX.122] pud essere scritta nelle forme ria di 
loro equivalenti 



6nc 



~ T^- 



iy 2 - v 1 = 



[IX. 123] 



Nei passaggi intermedi, si sono usate le relazioni Z, = 1/- — - £. — = y«,c (vedi 

V Co ifPoH) 

eq. [LX.33.a]) e » = ì ni = 2jicM. La [IX.1235 è particolarmente utile quando si 
abbia a che fare con una antenna lineare. 

Naturalmente, però, la [LX.122] è applicabile anche al caso di un effettivo 
dipolo oscillante, rappresentato da una coppia di cariche +q e—q poste a distanza 
i/ variabile sinusoidalmente (p = qd{t) = grfj, sinu;), equivalente a una coppia dì 
cariche a distanza fissa d ma il cui valore vari sinusoidalmente = g„ aio^). 

In virtù del principio di sovrapposizione, la [1X.122] dedotta per un dipolo 
oscillante armonicamente e estendibile immediatamente a un dipolo oscillante con 
legge qualunque sviluppando Is legge oraria in serie di Fourier; ed è estendibile 
anche al ca-w di piò cariche dotate di momento di dipolo risultante p(t\ 
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La stessa formula è tinche utilizzabile per il calcolo della potenza irraggiata istan- 
taneamente da una carica q dotata di accelerazione u T sostituendo semplicemente 
tgd) ! a p* nella fIX,122], Si ottiene la cosiddetta formula di Larmor 



OH c 



[IXJ24] 



La. formula di Larmor è una relazione non relativistica, valida cioè nel caso che la 
velocità v posseduta dalla carica nel suo moto di oscillazione sia tempre v « c. 
Nel caso che questa condizione aon sia soddisfatta, la formula di tarmo: [IX, 124] 
deve essere rimpiazzala dalla cosiddetta «formula di Lienard»: 



6ti c (1 



- v'/c") 



[LX.125] 



Li formula di Licnard, che noi non dimostreremo, si -riduce naturalmente a quella 
di Larmoi nel limite v/c D. 



Formula di Larmor 



formula di Lieriard 



Affetto Doppler 



Nel eorso di meccanica, si t vistò che le ondo seniori; sono soggetto 
aWeffetio Dvppter se cioè Li sorgente S è iti moto relativo rispetto all'osser- 
vatore P 1 quest'ultimo percepisce un suono di frequenza diversa rispetto a 
quella emessa dalla sorgente, e percepita da un osservatore in quiete 
rispetto a quest'ultima. L'interpretazione di questo effetto è semplice. Se 
l'osservatore P si muove rispetto alfa sorgente S e al mezzo (ad ea. aria) che 
trasmette il suono (ad esempio P si muove verso S con velocità f), allora 
l'osservatore vedendo arrivare il suono a velocità maggiore, incontra nel- 
l'unità di tempo un numero di fronti d'onda maggiore rispetto a quelli che 
raggiungono un osservatore fermo. Se invece l'osservatore ? è fermo 
rispetto al mezzo, e la sorgente si muove con velocità V verso di esso, allora 
al momento della emissione dei vari fronti' d'onda la sorcente si trova in 
posizioni diverse, e ciò produce un addensamento dei fronti d'onda che si 
muovono verso P. Nel limite ] Vlv^ \ « 1 (dove v, t è la velocità del suono), 
cosicché (yf\ s y sia trascurabile, lo spostamento di frequenza in entrambi i 
casi può essere scritto come: 



Effetto Doppler 




v = v(l ilWvjl) 



[IX, 126] 



dove v„ è la frequenza propria (osservatore e sorgente in quiete relativa) e v 
la frequenza percepita quantio S e P hanno velocità relativa V, col segno + 
o — a seconda che essi si stiano avvicinando o allontanando. 

Poiché la propagazione delle onde elettromagnetiche non è dovuta ad 
un mezzo materiale di supporto, e poiché d'altro canto la velocità c delle 
onde elettromagnetiche non dipende dallo stato dì moto relativo osservato- 
re-sorgente (principio di costanza della velociti della luce), ci si potrebbe 
aspettare che per le onde elettromagnetiche l'effetto Doppler non sussista. 
In realtà l'effetto Doppfer si manifesta anche per le onde elettromagne- 
tiche: per conseguenza delle trasformazioni relativistiche dello spazio- 
tempo, se la sorgente si muove rispetto all'osservatore, quest'ultimo 
osserva una frequenza v diversa dalla frequenza propria v,. Come nel caso 
del suono, àv = v - v„ risulta essere funzione della velocità relativa osser- 
vatore- surgente; mentre, come richiesto dal principio di relatività, Av 
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risulta rigorosamente [adipe adente (e non solo approssimalivtimenle, comi; 
nel caso del suono) dal Tatto che nel riferimento scelto sia l'osservatore a 
muoversi verso la sorgente o viceversa. Inoltre, nel caso che la velocita rela- 
tiva Ksia molto piccola rispello alla velocità della luce e, la relazione fra Fre- 
quenza osservata v e frequenza propria v, è la stessa ricavata nel caso delle 
onde sonore: 

Variazione di Sequenza per ef- 
fetto Dopplei {approssima- 
zione \Yft.\ « I) 

col segno + o il segno — a seconda che osservatore e sorgente sì stiano 
avvicinando o alluntamuidOL 



v = v„(l ±\V/c\f 
(per 1) 



[IX.127] 



fi 



Dimostriamo ora quanto abbiamo appena uffcnnato. 

Consideriamo due s.iKL^rrni di riferimento* SI = Qxyz e £' = O'x*/?' tem In 
stesso orientanieDlo e hhsì dulie Baciasi: coinculeati (x - yj. Sìa V = (K Q, 0) 1« 
velocità di 2' rispètto a % (Vt due pHraJleia mirasse x = y>. Supponiamo che 
neirurigine O' del sistema E r sìa disposta una sorgente Sdve eftìeite un'onda, che si 
possa considerare piana monocromatica tlie si propaga luogo il ve no positivo dell'as- 
mi x. Nel sistema ì^, la dipendenza spazio-temporale delTrmda elettromagnetica sia 



eoa (k^jf — WoO — tos2]i 



LIX.123] 



dove Jt a =27iAD e to, = 2nv 0 sono rispettivamente il numero d'onda e In pulsa- 
zione dell'onda monocromatica (A^, \\, la tamispondcrite lunghezza d'onda e fre- 
quenza), tosi come Tonda è vista, da un osservatore f solidale eoa l}' c dunque 
fermo rispetto alla sorgente: proprio per indicare che si tratta di grandezze proprie 
(velocità relativa osservatore-sorgente culla) le abbiamo inditate con jE pedici; zero. 
x f 1 i r sono le coordinale spumo temporali In E\ Uall'osEervaLore P solidale con il. 
sistema E = Oxyz Tonda sarà ancora osservala coma un'onda piana (le trasforma- 
gioiti di Larentz, essendo lineari, trasformami pìnni in piani) turi dipendenza spa 
zio-temporale: 



cos (kx— — C052TE 



[IX, 1391 



\jè relazioni fra A,v e *to.v 0 posweo essere ottenute immediatamente ricordando 
che» per le traaFonniàZtniii di Larentz, è: 



IIX.130] 



Sostituendo )e [IX.130] nella (IX. 128], questa diviene: 
x- Vi 



-~M(i + H*-(-£ + '<ì 



(IX. 131) 



Onde etzlieumugitetlche 



Nell'ultimo passaggio, abbiamo tenuto conio della relazione = c Confron- 
tando la [IX.131] con la [IX.129] vediamo cbe: 



1 + Vie 

mi + m 

Il -(Vie? 



[IX, 132] 



Osserviamo che >.v - X,v a , come richiesto dalla condizione che la velocità della 
luce sia la stessa (pari a c) nei due sistemi di riferimento. Vediamo inoltre che per 
V > 0 (sorgente che sì avvicina .all'osservatore), Tonda appare all'osservatore con 
frequenza v > v ( ; e se | t7p| « I, cosicché i terraitji quadratici (V/c) 1 passano 
essere trascurati rispetto a 1, le {1X.132J si riducono all'espressione classica 
HX.126]: 



» = v, (1 + I Vfcjjj 



[IX.133] 



col segno + o il segno — a seconda che osservatore e sorgente si awicioino o si 
allontanino l'uno dall'altra. 



Capitolo decimo 

Fenomeni classici di interazione 
fra radiazione e materia 



X.l. C»n dizioni di raccordo per 6 campi al passaggio 
da an mezzo materiale a uh al irò 

Abbiamo visto a suo tempo a quali condizioni soddisfino, nel caso sta- 
zionario, il campo elettrico e quello magnetico sulla superficie di separa- 
zione fra due mezzi materiali dielettrici. Queste condizioni sono riassunte 
nelle equazioni £111.32] e [VI.22]. Riscrivendo tali equazioni nel precedente 
capitolo (eq. [IX.8]) abbiamo anticipato ette esse possono essere ritenute 
valide anche in condizioni non stazionarie. Ci proponiamo ora di dimo- 
strare tale affermazione, generalizzandola nel contempo al caso che uno dei 
due mezzi sia conduttore. 

Ricordiamo che le jlll.32] e [VI. 22] sono state ottenute calcolando il 
flusso di D e di B uscente da un cilindretto elementare con basi dS t e itó. 
parallele alla superficie di separazione E fra i due mezzi; cilindro che inter- 
cetta su Z stessa l'elemento dì superficie dZ, e la cui altezza dh è Infinite- 
sima di ordine superiore rispetto alle dimensioni lineari di tfli. li calcolando 
la circuitazione dì E e di W su un circuito chiuso elementare C di forma ret- 
tangolare, coi lati di, e d! 7 paralleli a E c il lato dir infinitesimo di ordine 
superiore rispetto a di, e dli. 

Seguiamo ora lo stesso procedimento, partendo però dalle equazioni di 
Maxwell nella toro formulazione più generale, valevole anche nel caso non 
stazionario. Integrando sul volume t del cilindro la prima equazione di 
Maxwell 

p 

abbiamo: 

(V-5) 4x = \pdJ: 

Applicando il teorema della divergenza all'integrale al primo membro 
ù t (? ■ D)dx=- \ g D • dS, dove S è la superficie chiusa che delimita il cilindro) 




ir 
t 

if." . 

* ! 

■r 
sì ■ 
-f ; ■ 
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e [scendo poi tendere a zero l'altea i/A, si ottiene immediatamente: 

(D u - DjJ rfS = <rrfS 

dove Z> ]» e Z> 3ll sono le componenti normali a E di li nel primo e nel 
secondo mezzo, e o è la densità superficiale di carica presente su E; da cui: 

- Ih. = o 

Se i due mezzi sono entrambi dielettrici scarichi, 6 o = 0. La precedente 
relazione è del tutto analoga a quella valida nel caso stazionario, nel qual 
caso condensa in s4 la condizione di raccordo [TT1J2] fra due dielettrici e il 
teorema di Cuulomb JII-S] quando uno dei due mozzi ò conduttore (se 
D„, -= 0, è D„ t = o). Che là situazione non stazionaria debba essere trattata 
in questo caso in maniera formalmente identica al caso stazionario è d'altra 
parte evidente considerando chu l'equazione di partenza (prima equazione 
di Maxwell) e la stessa pei due casi. 

Consideriamo ora la terza equazione di Maxwell Vxl- — e 

or 

calcoliamo il flusso di entrambi i membri attraverso la superfìcie S che ha 
come contorno il circuito C rappresentato nella seconda figura di pag. 408: 



dS 



Trasformando il primo membro col teorema del rotore di Stokes: 



Facendo tendere a zero il lato dn del circuito (e dunque anche l'area S del 

circuito stesso), essendo — • finito l'integrale al secondo membro si 
or 

annulla. Si ottiene cosi: 

Procedendo in maniera del tutto analoga per i campi magnetici B ed // 
a partire delta seconda e dalla quarta equazione di Maxwell, si ottengono 
immediatamente le condizioni di raccordo B la — B^ — 0 e S u — H lt — J Sl 
dove J s rappresenta la eventuale correlile dì superfìcie (misurata in ampere/ 
metro) che può essere presente sulla superficie dì separazione qualora uno 
dei due mezzi sìa conduttore (con conducibilità che a rigore deve essere 
infinita, affinché possa essere presente una corrente non nulla su uno strato 
superficiale di spessore nullo). Mettendo insieme tutte le condizioni di rac- 
cordo per i campi abbiamo: 



Su ~ Eh = 0 



[X.l.a] 



B lH — Bii> — 0 



Corrente di superficie 



[XI. b] Condizioni di raccordo 



Nel caso che ta densità dì carica superficiale o e la densità di corrente 
superficiale J E siano nulle, riotteniamo le [IX. !]; la cui validità nel caso che 



ì due mezzi siano dielettrici è pertanto estendibile senza alcuna modifica, 
dal caso stazionario al caso non stazionario, e dunque in particolare al caso 
di onde elettromagnetiche che attraversino la superficie dì interfaccia fra 
due materiali dielettrici diversi. 



X.2. Riflessione e rifrazione delle onde elettromagnetiche 

È esperienza comune che un raggio luminoso incidente sulla superficie 
dì separazione Ita due diversi mezzi trasparenti (ad esempio uria-vetro; aria- 
acqua; vetro-acqua) viene in parte riflesso e in parte deviato (o, come si 
dite, rtjratto). Il fenomeno della riflessione-rifrazione riguarda in realtà le 
onde elettromagncUiiii; ili qualunque lunghezza d'onda, c può essere trat- 
talo teoricamente con relativa semplicità a partire dalle considerazioni svi- 
luppate nel precedente paragrafo. 

Noi tratteremo esplicUamonle il caso in cui la superfìcie di separazione 
(interfaccia) fri i due mezzi trasparenti omogenei e isotropi sia una superfì- 
cie piana, C che l'onda sia per sua parte un'Onda piana. Quando la configu- 
ratone geometrica dell'intcrtàccia e quella dei fronti d'onda sia di tipo più 
complicato, il problema può essere risolto suddividendo il sistema in por- 
zioni, entro le quali ii fronte d'onda e l'interfaccia siano apprussimabili 
come porzioni di piano. Questo approccio è lecito fino a che le dimensioni 
lineari di ognuna dì tali porzioni del sistema siano grandi rispetto alla lun- 
ghezza d'onda della radiazione incidente. Se questa condizione non è soddi- 
sfatta (cioè se la radiazione incontra ostacoli le cui lunghezze caratteristiche 
siano cunfronlabilì con la sua lunghezza d'onda), si originano fenomeni più 
complessi (diffrazione) di cui ci occuperemo più avanti. 

Consideriamo dunque due mezzi dielettrici trasparenti, caratterizzali 
rispettivamente da e,, [e, e e 2 ,iìi (simboli con cui indichiamo qui la costante 
dielettrica e la permeabilità magnetica relative}. Dire trasparenti, tìsicamente 
vuol din; che possono essere trascurali gli effetti di assorbimento della 
radiazione; e formalmente vuol dire che gli indici di rifrazione ity = c/v^ e 
ti, = f/vj possono essere considerati come numeri reali (vedi par, IXtj). 

Prendiamo un sistema di riferimento cartesiano con l'asse z ortogonale 
al piano E di interfaccia, e 11 piano xv coincidente con l'interfaccia stessa 
(asso y ortogonale al piano del disegno). 

Supponiamo dbc l'onda incidente provenga dal mezzo I con vettore 
d'onda t/parallelo al piano xzik^ = 0) e formante un angolo 0; con l'asse y. 
(con la normale all'interfaccia). L'angolo 6, è detto ungalo di incidenza ed il 
piano xz piano di incidenza. 

Se £/ è il vettore d'onda dell'onda riflessa e k, il vettore d'onda 
dell'onda rifratta, gli angoli 9) e 8, definiti in figura (angoli che la direzione 
di propagazione dell'onda riflessa e quella dell'onda rifratta formano con la 
normale uscente da E verso il rispettivo semispazio) sono detti rispettiva- 
mente angolo di riflessione e angolo di rifrazione. 

Note le caratteristiche dell'onda incidente, ci proponiamo di calcolare 
le caratteristiche delle onde emergenti (riflessa e rifratia). Tali caratteri- 
stiche vengono usualmente distìnte in caraneristiche cinematiche (direzione 
di propagazione, frequenza e lunghezza d'onda) e cara tterìMi che dinamiche 
(stati di polarizzazione e intensità). Le une caratteristiche e le altre possono 
essera determinate applicando le condizioni al contomo [X.l] (con rr — 0 e 
Js-^Q) al campo elettrico e magnetico dell'onda incidente e delle onde 
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emerge nli che, tenendo conto del teorema dì Fourier, senza perdere in 
generalità possiamo assumere essere onde sinusoidali. Usando per tali onde 
la notazione complessa, i campi elettrico e magnetico delle tre onde pos- 
sono essere scrìtti nella forma; 



% = 




B, = 


ftl e- 


È' = 








e 






B T - 


"i .- ,-- 

— k r x & 



onda incidente 



onda riflessa 



onda ritratta 



(XJ.aJ 



fX.2.b, 



[X.2.cj 



Osserviamo che in queste espressioni le relazioni che esprimono il 
campo magnetico B in funzione del rispettivo campo elettrico E non sono 
altro che un modo diverso di scrivere la [1X.32]; k rappresenta il versore 

c c 

del vettore d'onda di ciascuna onda. — e — rappresentano la velocità con 

cui le onde sì propagano rispettivamente nel mezzo 1 (onda incidente e 
onda riflessa) e nel mezzo 2 (onda ritratta). 



X.2,1, Caratteristiche cinematiche dell'inda rimessa e dell'onda ritratta. 
Legge dì Snell 

V Le [X I] (con o-O e / s — 0) ci dicono che sull'interfaccia fra i due 

merai (cioè per z= 0) i campi elettrici e magnetici nei due mezzi devono 
soddisfare relazioni di uguaglianza o di proporzionalità (a seconda che si 
parli della componente normale o tangenziale). Poiché tali relazioni devono 

} [ valere in ogni stante I, e in qualunque punto de) piano E, la loro validità 
richiede, come condizione necessaria, che gli argomenti degli esponenziali 
che compaiono nelle (X.2) siano tutti fra di loro ugnali: 

k, ■ f~ *>,r = kl • r— iù'it + <f' = k, ■ f- ìù,i + <p, fX.3) 

;■■ . Dovendo queste relazioni valere per ogni l c ogni r (con z — 0), segue che 
i : " deve essere 

:': (*i = " W r [X.4] 

* k, ■ T — k'i • r — k, ■ t 

ti'- Le prime due di queste relazioni ci dicono che Vanda riflessa e quella 
:p; rifinita devono avere fa stessa frequènza dell'onda incidente, e mi piano £ di 
interfaccia per le tre onde si possono porre uguali a zero te rispettive fasi 

mi- 

■iM£s.-'-' 
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Notiamo che dal fatto che le tre onde abbiano la stessa frequenza 
segue che l'onda riflessa (che muovendosi nello stesso mezzo in cui si prò- 
paga l'onda incìdente ha rispetto a questa la stessa velocità) ha anche la 
stessa lunghezza d'onda dell'onda incidente; mentre l'onda rifratta che ha 
diversa velocità ha lunghezza d'onda diversa. Ricordando che Xv = v, sì ha 
più precisamente: 



X i .h L v./v = 



2tt 

0) 



v,/v = = — lj ■ 



[X.5] 



dove, come già ricordato, v,— ■ — e v, = — sono le velocità delle onde nei 
. . ni rti 

due memi. 

Vediamo ora quali conseguenze sulla cinematica delle onde si traggono 
dalla terza delle [X.4].Tenendo conio che k ; giace nei piano xz (^,= 0) e 
che le pt.4] devono valere per z — 0. esse si espiicilsno nella forma 

= *«jc + fc> = AhtJt + k v y 

Aftinché queste relazioni siano valide, come devono, per ogni valore dì x e 
y deve essere 



0 — -~ k,y 
fax kit ~ kn 



[X.61 



Le direzioni dell'onda riflessa 
erifrattasonocoplaiia.ri alia di- 
rezione dell'onda incidente 



Legge della riflessione; 

Legge dì Snell: 
rt L senft, = sentì f 



La prima di queste relazioni ci dice che i vettori d'onda k\ e k, dell'onda 
riflessa e dell'onda rifratta (avendo componente secondo y nulle) giacciono 
nel piano xz: le direzioni di pwpaguzìone dell'onda riflessa e dell'onda 
rìfratia sono copitinari ettn la direzione di propagazione dell'onilu incidente. 
La seconda delle IX.fi], ricordando che il vettore d'onda k e definito 
2ir 

come il vettore di modulo k= —r— diretto secondo la direzione di propaga- 
zione dell'onda, diviene: 

2* 2* 2x 

—7— sm9, = -77-sin9', - — — sin9, 

Aj K r 

da cui, utilizzando le [X.51, segue immediatamente: 
sin ^ = sin fi; 



[X.7] 



sin 6, 



— — - n 2 i ovvero 



sin(>,= — sinft, = ftijsintì, [X.8] 



La fX.7J ci dice che l'angolo di riflessione è pur! all'angola di Incidenza: si 

dice anche che la riflessione è speculare. 

La IX.81 è detta legge il Snell, ed esprime in termini semplici l'angolo 
di rifrazione in funzione dell'angolo di incidenza e degli indici di rifrazione 
j», ed n, dei due mezzi. Nella [X.8] abbiamo introdotto, come è d'uso, il 
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ìndice di rifrazione ré/o 



fra gli indici di 

Wvo dei mezzo 2 



simbolo w,i (a,;) a indicare il rapporti» 

rifrazione. La quantità itu viene detta indice 
rispetto ai mezzo I. 

La [X.8] mostra ebe se rej > ni (n 2ì > 1), cioè se l'onda incidente pro- 
viene dal mezzo meno rifrangente, allora sin 6, < sin 8, e dunque 0, < 9 ; : 
il raggio ritratto si avvicina alla normale al piano di interfaccia E. In questo 
caso, per qualunque valore dell'angolo di incidenza n/2, cioè 

0 <, siti6,.< 1) la legge di Snell ci dà un valore ammesso per sinft, 
(0 ^ sììie, <, n,/n t < 1). 

Se al contrario l'onda incidènte proviene dal mezzo più rifrangente 
(n, > nj), la direzione dell'onda rifratta si allontana dalla normale all'inter- 
ftecia E. - 

Per sinfl,= -^-, si ha sinfl r = I cioè ft,= a/2. In corrispondenza dì 
"i 

questo valore dell'angolo di incidenza In direzione di propagazione 
dell'onda ritratta procede parallelamente al piano di interfaccia E; e la sua 
intensità, come vedremo meglio fra poco, diviene nulla. 



Indice di fi Trazione relativo 



i < sin tì, < I j, la legge di 



Per angoli dì incidenza ancora maggiori 

Snell ci tornisce valori non ammessi per smd, (sintì r > 1), e non sì può 
allora avere alcuna onda rifeatta. Per questi valori dell'angolo di incidenza 
l'onda incidente viene allora solo riflessa; e come vedremo meglio fra poco, 
nell'ipotesi che stiamo facendo di mezzi completamente trasparenti (assenza 
di assorbimento nei due mezzi) l'intensità dell'onda riflessa e pajri all'intera 

silà dell'onda incidente (riflessione totaiey L'angolo per cuì|(sin8 ; = 

viene detto angolo di riflessione totale o an golo limit e m t=s= J .--S 

La cinematica della riflessione e della rifrazione, le cui leggi sono state 
da noi qui ricavate a partire dalle condizioni di raccordo [X.lf, può essere 
ricavata anche con approcci diversi. In meccanica, trattando le onde in 
mezzi elastici, abbiamo ricavato le leggi della riflessione e della rifrazione 
partendo dal principio di Huygens-fresnel ; lo stesso procedimento e appli- 
cabile anche alle onde elettromagnetiche, e si perviene naturalmente alle 
stesse IX.7J e [X.B]. 

Lo stesso risultato può essere ottenuto anebe applicando il principio dt 
Feimit, secondo cui 11 percorso seguito dalla luce (e dalle onde elettroma- 
gnetiebe lo generale) per andare da una posizione A a una posizione B qua- 
lunque è quello die rende minimo (o comunque stazionario) il tempo di 
percorrenza. Il principio di Fermai è un principio dì grande generalità, die 
consenta di pervenire con procedimento compatto e celere a una vasta 
gamma di risultati dì grande interesse pratico e teorico: in particolare esso è 
stato ed è uno strumento di grande efficacia per l'elaborazione delle conse- 
guenze della Teoria della Relatività Generale. Riteniamo dunque istruttivo 
mostrare, nell'esempio E.X.I., come da tale principio possa essere ricavala 
la legge di Snell [X.S], 



\ 6i 


ri 2 >n,;': 






e, 




Ve 




n, ^ 




n 2 





RiflessioDe totale 

Angolo di riflessione totale 
o angolo limite 



Princìpi u Uì Fermai 



Esempi 

E.XJ, Una ergente puntiforme di luce (c più generalmente di onde elettromagne- 
tiche} è pósta entro un mezzo I di indice dì rifinitone tìf nei punto A a 
distanza, dj dai piano E di interfaccia canuti tnèyzo 2 trasparente di indica di 
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di 


?: . 


n 2 A' « C \ 


2 




1 \0r 






1 V- 
1 \ 





Principio di Fermai e legge 
di Snell 



rifrazione iij. Consideriamo un punto B Internamente al meteo 2. a distimia rfj 
da ^. Montare che jìa i possìbili raggi congiungenti A con B, quatto per cui è 
minimo il tempo di percorrenza t p soddisfa la legge di Snctt [X.8J. 

Internamente a ogni materiale omogeneo, in cui [a velocità della luce è la 
stessa in ogni posizione e in ogni direzione, il percorso che rende minimo il tempo 
di percorrenza è quello di minima lunghezza, cioè quello rettilineo. Pertanto il per- 
corso di mìnimo tempo t f non può che essere una spezzala ACB. 

Dette A' e B' le proiezioni di A e B su S, e d la disianza A'B', in tratta di tro- 
vare la distanza x dì C. da A' per cui è minimo il tempo: 



AC CB 



AC . CB 



D'altra parte si ha AC = fdJT~x* e CS = ^(d jt) 1 i per cui 

I^r ti'nvàre 11 hiirtirno," deriviamo rispètto 'a 'x e ijgukgliùrnO : a" lóro;' abbiamo! 



I / n,x 
dx c VjàfX 



+ W / 



Osserviamo ora che [xt^dl + X 1 - = sinft, e (d — x)tf{d ~ jO j + d^. = sin0 r ; per cui 
la precedente relazione ci fornisce: 

», sintìj = ». »in«. 

che equivale alla legge di Snell, 




E.X.2. L'Indice di rifrazione dell'acqua vale circa n a = 1,33. Calcolare l'annoto di 
riflessione totale nell'interfaccia acqua-aria. 



Sia ftt l'angolo limile. al .tìì .wpra del. quale si. ha riflessione .totale, deve, essere 
acqua n, min 9;, = <!.-. w.i in/2) ■ . ■ ■ . 



■ sin*. " - 

Il corrispondènte angolose tìj; 49 V 



1 



E.XJ, Una sbarretta rettilinea è parzialmente Immersa in una vaschetta piena d'ac- 
qua, discutere qualitativamente l'immagine riflessa che l'occhio vede della 
porzione non immersa, e l'immagine rifratta della pantane Immersa ; 

Come vedremo in dettaglio nel cap. XI, un'onda sferica di piccola lunghezza 
d'onda emessa da una sorgente puntiforme può essere pensata come decomposta in 
un insieme di piccolissimi coni aventi vertice nel punto sorgente, aHlritemo di cia- 
scuno dei quali si propaga un'onda approssimativamente piana. Ciascuno di questi 
coni sì dice raggio, 

I raggi d, e a', provenienti dall'estremo A e riflessi sulla superficie libera, giun- 
gono all'occhio dailte direzioni p e a'. L'occhio vede i prolungamenti: di tali raggi 
incontrarsi in <4', che rappresenta l'immagine riflèssa di A 
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. .:..T£k immagine viene detta vìriuate, perché punto di incontri» di prolungamenti 
geometrici, di raggi reali. Analogamente si potrebbe costruire l'immagine di o&ni 
altro punto della porzione non immersa della sbarrétta, la cui immagine comples- 
siva è data dunque dalla figura ombreggiala. 

Lo stesso procedimento si applica al caso della rifrazione, 1 raggi a T e a' r prove- 
nienti dall'estremo immerso B e ritratti sulla superfìcie libera dell'acqua, giungono 
all'occhio dalle direzioni a e a'. L'occhio vede incontrare i prolungamenti di tali 
raggi in B', che rappresenta L'immagine virtuale, ri frulla, di B. 



XI. 2. Csrattcrfetkbe dinamiche della riflessione e della rifrazione, 
gelazioni di Fressei 

Abbiamo visto che le caratteristiche cinematiche della riflessione-rifra- 
zione possono essere ricavale imponendo, come richiesto dalle condizioni 
al contorno (XI], ulte sulla superfìcie E di separazione Ira i due dielettrici 
siano, nei due mozzi, (fa. di loro uguali gli argamemi dei campi ondulatori 
[X.2J. Le caralteristicne dinamiche si ottengono invece imponendo le stesse 
condizioni LX.I] alle ampiezza di tali campi. 

Tenuto conto ohe sulla superfìcie di interfaccia E è o = 0 e /j= 0, e 
tenuto conto che nel mezzo ] c presente sta l'onda incidente che l'onda 
riflessa, mentre nel mezzo 1 è presente solo l'onda ritratta, tali condizioni si 
esplicitano nella forma: 




(£ w + £:-Ì o ,)xra = 0 

(n, k, x E# + n, £/ x £J f — ajir x. • n — 0 

(k, x + k! x t) - ~- h X £,] * n = 0 

.Ci J 



IX.9.a] 



[X.9.b] 



dove 6 indica il versore della normale a S, e dunque il prodotto scalare per 
/teil prodotto vettoriale per fi rappresentano un modo compatte) per indi- 
care la componente del campi rispettivamente normalmente e parallela- 
mente a Z. Le [XS.sl] esplicitano dunque (nel caso che i citmpi siano rap- 
presentati dalle onde piane [X.2]) li; condizioni [X.l.a] per i campi elettrici; 
e te (X.9.bJ esplicitano le [X.l.bj per i campi magnetici. 

Conviene trattare separatamente il caso in cui le onde siano polarizzate 
linearmente in direzione ortogonale al piano di incidenza (contenente £, e 
/f), cioc col vettore elettrico parallelo a 2 ((in questo caso specifichiamo i 
vettori con il simbolo X ); e il caso in cui le onde siano polarizzate linear- 
mente parallelamente a) piano di incidenza (vettore elettrico contenuto nel 
piano definito da £, ed fi, nel qual caso specifichiamo i vettori con il sim- 
bolo lt) r II caso generale si otterrà decomponendo l'onda in tali compo- 
nenti di polarizzazione. 

Vediamo prima il caso che l'onda sia polarizzala ortogonalmente al 
piano di incidenza, in questo caso le (X.9.b] divengono: 



£„(x) + r ii (x)-^(x>= 0 

-£-[£„( J_)- £;(j_)]cos9 ; - -^-£„(xKose r = 0 



IX. 10] 
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da cui con semplici passaggi algebrici segue: 

■Eji(-L) _ (Vui)cos9| - (fl;/nj) cos6 r 

£ tì (-L) cose, + Oij/te) costì, 

M-i) 2(n,/iti)cose, 

£ w ( J.) cos9, + (Vili) cose. 



polarizzazione 
normale 
al piano 
di incidenza 



Almeno per frequenze ottiche, si pud porre in ottima approssimazione 
u i — )h — 1 io tutti i mezzi trasparenti. DividenJo allora numeratore e 
E r <$} denominatore delle [X.II) per n,, e tenuto conto della legge di SnelL con 
passaggi immediali si ottiene: 



Relazioni di Ktesnel per pota- 
jizzaziòne normale al piano di 
ineiilgnza 



polarizzazione 
normale 
al piana 
di incidenza 



EJ±) 



sìa ffi- 9,) 
sin (9, + tìj 
2 sin 8, cosfl, 
sin (tì, + 6 r ) 



Pf.12] 



Le [XJ2] sono dette relazioni di Fresncl per il campo elettrico di onde 
polarizzate normalmente; esse legano - per onde con tale stalo di polarizza- 
zione - il campo elettrico delle onde emergenti (onda riflessa e onda 
rifinita) al campo elettrico dell'onda incidente, in funzione dell'angolo di 
incidenza 9; e dell'angolo di rifrazione 9 r . Le [X.12] sono naturalmente 
equivalenti alte pC.ll] se in queste si pone p, = u, = 1, Sostituendo 

cose, = ;i -sin ! e r = ^-(^-j'sirfe, 

nelle [X.ll], esse legano il campo elettrico delle onde emergenti al campo 
elettrico dell'onda incidente in funzione di 6„ n,, n 3 (anziché di 9, e OJ, 
Con la stessa procedura, a partire dalla piima delle fX.9.a] e dalle 
fO.b], si calcolano immediatamente Ze analoghe delie lX.lt) c delle [X.12J 
nel caso di onde con campo elettrico polarizzalo parallelamente al piano di 
incidenza. Si emione: 



polarizzazione 
parallela 
al piano 
di Incidenza 



KiVO (yujjcos^-fa/p.,) CQ59, 
(™ 2 /pj) cos8, + (V(i|) cosB, 
2 («|/pi) costi, 



(n 2 /u 5 )cOs9,+ (ni/pi)cose, 
Ovvero (nell'approssimazione Pi = (ti = 1): 



(X.13| 



polarizzazione 
Relazioni di Fremei per pota- parallela 
rizzazione parallela a [ p tano 

di incidenza 



EU//) _ 18(9,-9,) 
EA/f) tg(8,+ 9J 

EJJO = 2sme,cos»i 

E, t (//) sin (e, + e,) cos (9, - e,) 



[X.14] 
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Ricordando che l'intensità media di un'onda sinusoidale è data da 
]■- 



2 V M ~ 2Z 



(vedi eq. [IX.63.a]) quadrando le relazioni di Fresnel per i campi è imme- 
diato ottenere, per i diversi stati di polarizzazione, le relazioni che legano 
l'intensità delle onde riflessa e ritratta all'intensità dell'onda incidente. 11 
rapporto 



viene detto tifleitaiim dell'interfaccia; il rapporto 

1, \ ti, ) 



viene detto trasmutatali dell'interfaccia. 

Abbiamo indicato esplicitamente il Fatto che rei dipendono da B ; e dal 
rapporto « ; /n, Sragli indici di rifirtizione (ovvero da. G, e &,). Usandole [X.12] 
c [X.14J abbiamo: 



polarÌTzazioTie 
normale 



potarizzttziviie 
parallela 



hi = 



sin ] (e f -ej 
sin 2 (e, + e r ) 

n, 4 sin'O, cos ; B, 

4 "ìin^cos'D, 



fh s ia J (tì,+e,)cosHer-e r ) 



riflettanza 
trasmittanza 
ri fleti anza 

trasmittanza 



[X.15] 



rx.i6i 



Queste relazioni vengono delle relazioni di Friand per le interssilù. 

Ricordando la definizione di intensità di un'onda, (energia per unità di 
tempo attraverso l'unità di superficie normale alla direzione di propaga- 
zione dell'onda) poiché la conservazione dell'energia impone che l'energia 
incidente sull'unità di superficie dell'iute rfàteia sia pari all'energia emer- 
gente nell'unità di tempo, deve essere /, cos9,= /,'costì f + / r cosB r ; ovvero, 
dividendo per / ; cosBj: 



1 = c+ f 



cos9 f 
cose, 



fX.17] 



È Tacile verificare che questa relazione è identicamente soddisfatta dalle 
[X.15] e [X.16]. Osserviamo che per B,= vJ2 (situazione che può presen- 
tarsi solo se 8; < 8 n cioè se n, < rej) dalle [X.15] e [X.16] risulta t ± — f w = 0 
e r ± = r„ = 1. L'intensità dell'onda ritratta si annulla, mentre l'onda riflessa 
ha la stessa intensità dell'onda incidente (riflessione totale), come avevamo 
anticipato alla fine del paragrafo X.2.1. 



Riflettane 



l'rasniìttanza 



Riti iattanza e tfasmittanza per 
polarizzazione normale 



Rrflettanza e trasm klnn/a per 
polaiWj^.ìoiie paralleli! 




Potenza attraverso 5i : 
Potenza attraverso SJ: 
Potenza attraverso Si 
con 5f = S t e 
S, S, 

tose, ' 



i;s, 



/i.Si = / r 'S[ + J r A\ 



tos9, 
costì; 



4LB Capìtolo decimo 



Onda non polarizzala 



Onda incidente normalmente 
alla interfaccia 



Abbiamo già osservata che un'onda completamente non polarizzata 
(cioè un'onda per la quale il vettore E ha componenti di valore efficace 
uguale In tutte le direzioni e con fasi tra loro indipendenti) può essere con- 
siderata come combinazione, con ugual peso, dì un'onda polarizzata nor- 
malmente e di un'onda polarizzata parallelamente al piano di incidenza. Per 
un'onda non polarizzata, riluttanza r e trastnittanza / saranno date dunque 
dalla media, rispettivamente di r x e r t/ e di [ ± e r w . Si ria pertanto 



'B^os^a, /cos'tBi-flJ 
?(8, + *J V 



2 ni sin 



co^C&.-e, 



— ì 

Ir) / 



[X.18] 



In particolare, per incidenza normale (8, = 6 r = 0), le [X.18] (che vanno cal- 
colate in questo caso limite direttamente a partire dalle [X.H] e [X.13]) 
divengono 

l-f-tSi-] (X.19] 



\ni + "i/ 



Dalle [X.lé] risulta che esiste un angolo di incidenza 6» per cui r lt — 0, 
Quest'angolo, detto angolo di Brewster, è quello per cui tg(9jj + 8,j)= =>, 
essendo B d l'angolo di ritrazione corrispondente a 6 M . Affinché sia 
tg(Bjs+ 6„s)— co, deve essere 6 IS + B^ = ovvero B rS = x/2 — 8 W . Sina 
dunque (n^) = (sin9tf)/(sin8^) = (sin6i S )/(cos& (a ) = tg9 (s . Da cui 



Angolo di Brewster 9ìs = [X.20] 

Se un'onda piana completamente non polarizzata incide con angolo di inci- 
denza pari all'angolo di Brewster, l'onda riflessa è completamente polariz- 
zato wn vettore elettrico ortogonale al piano di incidenza (cioè parallelo al 
piano riflettente). Anche per angoli di incidenza diversi dall'angolo di 
Brewster, è r>, < r A ; cosicché anche se l'onda incidente 6 completamente 
non polarizzata, fionda riflewi ù almeno parzìtiimeme polarizzata. Benché 
esistano tecniche più efficaci per produrre onde polarizzate (tecniche basate 
sull'uso di mezzi anisotropi) questo fatto ha notevoli applicazioni pratiche; 
in particolare, l'uso di occhiali da sole con lenti trasparenti alla sola luce pola- 
rizzata verticalmente, attenua fòrtemente la visibilità dei riflessi generati dal 
terreno, essendo questi polarizzati prevalentemente sul piano orizzontale. 



Esempì 




Discutiamo Varrdamento deìie relazioni di Fresneì per ìf caso\di un vetro (con 
india di rifrazione . ~ 1, 5) immerso in aria (ni^ì). 

Il calcolo delle riflettane corrispondenti agli stati di polarizzazione normale e 
parallela si effettua facilmente tramite le (X.15] e 1X.16), dopò avere calcolato per 
ogni angolo di inciderla S, Il corrispondente valore di e, mediante la legge di Soell. 
Il calcolo delle corrispondenti trasmiuanze può esaere fatto 1 facilmente tramite la 
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■ \ >ò\i andamenti di r t t che si ricavBho così sarto mostrati nelle prime due 
ligure. Come si vede, per incidenza normale (8, = », - 0) la rifleitanza è di circa ii 
T^tt, e^ la ^tàstnittaraa dì circa il 93%. Via : vìa che aumenta Vangelo di Incidenza, la 
tiflsinìttarjza diminuisce, per ridursi a zero per 6,- = 90°. La riflettanza r ± , all'au- 
rrtérttare'diiff, aumenta pmgressivamente, fino a portarsi ai «a!«e r x = 1 per inci- 
dènza tatóériiziàlé atl'ratérfaccia (fi; = 901; La KÓertitnza'r// invece dira inulsce lenta- 
metile .sjraumeiitars di 9,, per annullarsi per 9,- =,56° (aiLBOlo di Bréwster} ed 
laumentare successivamente per divenire anch'essa pari ;a 1 par 61 = 90°. 

. "Nella terza figura riportiamo invece l'andamento del rapporto r„lr x Tra la 
riftettaijia. di radiazione polarizzata paralfelsrneiitc e la fiftettànza di radiazione 
polarizzata normalmente; Come si vede, tale tappano t sempre minore di 1: ma in 
particolare par 8/ compreso tra ~ 50*" e - 7tF si iria'atieiié sèmpre inferiore a Ò,i. 
Scatta; ia<iTii7ione :comptet amento non polarizzata incide; ttuniiue ad angoli grandi 
(&/ WJ, ia radlazione riflessa è quasi tóihptelamènlc Jojirfezata, con vettore 
Elettrico-; parallelo ■ à! piano di interfaccia, fra - aita' e- vitro. - 



'/(JWapilWri della riflisniuaé lautle ha Vrir/h'è; àpptfcàzldni negli struménti 
T^tici.. Àlcuriè «ftifigoratiopi tipiche ai impiegò prSft$ fr rifìeitietie totale sono 
^uWafe* nelle due fugare: I : . 

K.X.*. D/nmwtTare die qimwlo l'anfibi 3i fmìdènià'ji-lpùrt htfaiiìùìa di Brewster, iì 
r/it$io riflesso e ì/ikIIii ri/rutti) /brinarlo fra di loro uh (mo/o/g ceno, 

..Sia ó l'angolo, fra il raggio riflesso e truéllrj Nfratìr>. ; Dalla figura risulta imme- 
diatamente:; \ - ì r '■ 1 ■ 

.. s . e *s TU — tìjtf ~* ftrfi.~ (tì/p -^-O/flì 

D'altro: tato, la condizione che definisce l'angelo di Bfewster deriva dalla condi- 
zione : 8» + $/2; inserendo questa contftdooe Snella relazione precedente 
risulti) immed latamente k = ji/2, che è quanto volevamo dimostrare. 



X.3. Dispersione <3eHa tace. Àwaiìsi spettrale e misura deìl'indicc 
(li. rìiVaz torse 

Nel precedente paragrafo abbiamo Inaiato teoricamente il comporta- 
mento dello onde elettromagnetiche sulla superficie dì interfaccia fra due 
dielettrici completamente trasparènti. Tenuto conto di quatto abbiamo 
visto nel par. IX.n, ci aspettiamo che in realtà i due dielettrici siano solo 
parzialmente trasparenti, ed inoltre che il coefficiente cU assorbimento e 
l'indice di rifrazione dipendano dalla frequenza dell'onda incidente. 

In particolare, nella regione di lunghezza d'onda, compresa fra l'ultra- 
violetto e il lontano infrarosso (0,1 um <, i. <; 100 um) sono presenti in 
tutti i materiali solidi (ma mette liquidi e gassosi) molteplici bande di assor- 
bimento che occupano la maggior parte dello spettro, lasciando libere solo 
particolari «finestre» di trasparenza. Si dicono di solito «trasparenti» i 
materiali che abbiano una finestra di trasparenza che copra lo spettro visi- 
bile (vetri, materie plastiche, ecc.); di solito tale finestra di trasparenza sì 
estende anche al vicino infrarosso (0,3 |im <; X <, 2,5 urn), anche se il 
cammino dì assorbimento difficilmente è maggiore di qualche centimetro, 0 
addirittura talvolta dì qualche millimetro. 

L'esperienza dimostra che per i materiali trasparenti, fino a che lo spes- 
sore è piccolo rispetto al cammino di assorbimento, le relazioni di Fresnel 
descrivono con ottima approssimazione il comportamento reale. 
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ct.i o.i o,e as u 




Disperatine 



Analisi spettrale 



Va osservato the quando si ha a che fare con una lastra di materiale 
trasparente, per attraversarla la radiazione incontra prima una interracela 
», » ; , e poi una interfaccia. n 2 n,: se supponiamo che si tratti di una .lastra a 
facce piane parallel e, allora il raggio luminoso emerge parallelamente a 
quello incidente, traslato di un tratto b pari a b = AB sin BÀC\ ed essendo 



6 = 



iJsin (9,-6,) 
cos9 r 



IX.21) 



dove à t lo spessore della lastra, 

Nelle regioni di lunghezza d'onda per cui il materiale è trasparente, 
sappiamo dal par. IX.6 che l'indice di rifrazione è funzione della lunghezza 
d-oada (n = n(A)). Più precisamente, salvo che nelle zone di dispersione 
anomala, è lina fururiooe monotona decrescente della lunghezza 

d'onda X. Ad esempio l'andamento dì n(X) nella regione del visibile 
(f),3 \im < A <; 0,8 nm) per due vetri comunemente usati in apparecchia- 
ture ottiche (vetro flint c vetro crown) è quello mostraLo in figura. 

Supponiamo che so [l'interfaccia che separa l'aria da un materiale tra- 
sparente incida un'onda piana non monocromaLiea, cioè un'onda il cui 
spettro di Fourier comprende molte lunghezze d'onda (o molte frequenze). 
In generale lo spettro di Fourier non è approssimabile coavenienlemcntc 
come una sommatoria discreta pesata sulle varie frequenze, ma piuttosto 
come un integrale su un continuo di frequenze; al posto della [VOI. 37] si 
avrà cioè un'espressione del tipo 



f(x. 



>rf<o 




Se la funzione 5(10) nello sviluppo dell'intensità dell'onda è costante in fun- 
zione di u (spettro apiatto») si usa dire die la radiazione fa oggetto è 
bianca. Se dunque una radiazione non monocromatici (ad esempio hinnen) 
incide sull'interfaccia, a un angolo 8, diverso da irero, poiché l'indice di rifra- 
zione è funzione di X, ogni componente armonica dello speltro viene 
ritratta a un'angolo diverso, così come viene mostrato in figura (in misura 
esaltata rispetto alla realtà). Questo fenomeno è detto disperatoti? _ 

Se si tratta di radiazione luminosa, poiché ogni diversa frequenza è 
avvertita dall'occhio come un diverso colore, la luce bianca incidente viene 
scissa in ctintpattùnti cromatiche. Misurando l'intensità dell'onda in funzione 
dell'angolo di rifrazione 0, è così possibile effettuale Ventatisi spettrale del- 
l'onda, cioè misurare il peso jr(io) che ogni componente armonica ha nello 
sviluppo di Fourier dell'onda. 

Naturalmente, per effettuare le misure è necessario che il raggio 
rifratto venga fatto nuovamente emergere dal mezzo dielettrico verso l'aria. 
Se per fare ciò si predispone una interfaccia dielettrico-aria parallela alla 
prima interfaccia aria-dielettrico (materiale analizzatore a forma di lastra 
piana), come abbiamo già osservato tutte le componenti del raggio^ emer- 
gente escano parallelamente alla direzione del raggio incidente. In questo 
modo riesce difficile evitare sovrapposizioni fra le varie componenti del rag- 
gio disperso e fra queste e il raggio incidente, cosicché l'analisi spettrale 
risulta difficoltosa. Per evitare questa difficoltà, il materiale analizzatore 
viene costruito nella forma di p.r)sjv.a. 
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Se un prisma a sezion e triangolar e isoscele viene investilo eia luce 
monocromatica, 6 facile vedere - e noi lo mostriamo nell'esempio E.X.7 - 
che l'angolo di deviazione totale 5 del raggio emergente rispetto a quello 
incidente diviene minimo (5 = 6„) quando la luce viene fatta incidere ad 
un angolo 6j tale che internamente al prisma il raggio proceda parallela- 
mente alla base. In questa situazione si ha perfetta simmetria geometrica 
fra raggio incidente e raggio emergente, ed è 6,= ftj e 6,= 6',, In base a 
semplici considerazioni geometriche dimostrate nell'esempio E.X.7, si ha in 

queste condizioni S * * " e 6 r = per cui 




Misura dell'ine! ice 
tli rifrazione 



Poiché l'angolo al vertice a del prisma e noto, una. misura dell'angolo dì 
deflessione mìnima ft„ consente di misurare l'indice di rifrazione a del 
prisma rispetto all'aria per la considerala luugbezra d'onda. 





Esempio 

E-XJ- Mostrare che l'angolo ' di deflessione ò diviene minima quando tti - tot (e 
•r. - tì,). 

Dal triangolo DEB si ha: 

a = (e, - ej h- (e; s» - (9, +■ eò - (», + es 

Hai quadrangolo ^BQ) si ha che l'angolo in C vale (* - a); e dui triangolo DSC L^^i ^ 

risulta rJKrlsuilu: ^ 

h, - 9', « 1X331 

la relazione precedente diviene dunque: 

S, + 9} = S.+ (9,+ .9», - Ì+.« : fX,24J 

Per trovare l'angolo di devìa/.ione nuoinja 6„, ugiwgljamO a zero la derivala -^jp 
Dalla |X.2+t, tenuto conto ohe a è «ostante, risolta; 

dò J$, _ ■ " _£9Ì_" 

pej : eui la condizione di fi mininno diviene 

-f — , [X.2S1 
D'altra parte per te legge dì Saell possiamo scrivere 

sìn&'f =■ n stfl-B 1 , > 
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Indice di ritrazione di alcune 
sostanze per onde elettroma- 
gnetiche (valor medio nella re- 
gione visibile dello spettro). 



Differenzi andò; 







Acqua 


1,35 


Alcool etilico 


U(> 


Aria 


1WH9 


Ubsotluru di carhonio 


ÌJaS 


Cloruro eli sodio 


ì.il 


Pìaru&rttf 


2,42 


Ghiucriu 


Ul 


turojjcnu 


KM» 14 


Ossilo di carbonio 


1,00045 


QllarTtO 


1,51 


Sodio tlìuuìdo) 


4,15 


ybLjo enjwn 


l r « 


"Vetri flint 


1.(5 



I dati si riferiscono uila tempera- 
Ima ambiente e, per le sostanze 
gassose, alla pressione di I atmo- 
sfera. 



Angolo di deviazione minima 



IcosBi i/8, ■■ 
IcosU'n/e; ■■ 



a cos&> d&r 
ncos#, dìf, 



Ma dalla[X.23] risultar 

<Jft, + dtf, - 0; ovvero dBJ = - db, 

per cui le relazioni precedenti divengono: 

' jcose, rf». - n c«sfl, u'(), . ' 

' "■" Icosiy. rfiy, • ~ n tosft'. JO. • ■ : 

Facendo il rapporto, meinbrp ; 4 membro fiu Hueslc equazioni otteniamo: 



. .<i.Wt- - • ■ ■■ -ct»»' r . .catti- : ' : ■ 
."".',!,...'..,..; ; 4^ ' ... ■ ■ - cc«fl,-. coss/,. -- ■ ■ "■" '■■"{'. ■". •'■ 

Per- la- 1X.2S]; la con fau razione .*S tnlnjma .devìazjqhi: 6 si ottiene juguagliaido 
questa espressióne a £; tenuto conio inoltre cneft = a - 6 r (pcf ia{X.23]), abbia- 
mo tìlie la configli razióne -per cui 0 'risulta al «10 valor nuotino d, si ha per 



cos [a. - di) cosflj 



eosS f 



cosSi 



- t 



Questa relazione è soddisfatta per % — fl f e tì,= k/2 = che è quanto volevamo 
dimostrare. In - cale. Ipotesi, tenuto conto anello della ÌX.24J, si ha in definitiva 



2 



da etti sepie lai J3C22], 



X.4. ÌffitessiSK£ su superficì metaìlicìie Inicide 



Riflessione su superficie me- 
lai No ideale 



La teoria dalla riflessione sa superfìcie metallica di un'onda elettromagnetica 
proveniente da un mezzo trasparente è, in linea di principio e nei fatti, più com- 
plessa rispetto al caso dell 'interfaccia fra dielettrici trasparenti, perché le condizioni 
di raccordo JX.1] contengono al secondo membro le quantità 0 e J$ r Per conse- 
guenza della conducibilità elettrica del mezzo, come abbiamo visto nel par. 1X7, 
internamente al metallo l'intensità dell'onda ritratta si riduce a zero entro spessori 
molti piccoli di materiale in prossimità della superficie. 

Tuttavia per un metallo «ideale» (conducibilità infinita) e per radiazione di 
lunghezza d'onda molto maggiore delle dimensioni atomiche, si pub ritenere valila 
l'approssimazione che tale assorbimento avvenga entro uno spessore nullo, ed 
allora la trattazione^ teorica della riflessione diviene molto semplice. In tal caso, 
nelle [X.l] i campi Ei,B^ entro 11 secondo mezzo (metallico) possono essere posti 
uguali a zero; e le [X.lj stesse divengono: 



Di. = a 
B„ =0 



#1* ! 



0 



[X.26] 
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dove f, e Bi (nonché D\ e k t ) sono i carnai nel mezzo dielettrico (che in partico- 
lare può essere l'aria, u il vuoto). In pratica, per una superficie lucidata di metallo 
puro, questa approssimazione è validi per radiazione di lunghezza d'onda 
i. (0,5 l)pm; per alcuni metalli (ad esempio per l'alluminio), anche per 
l > 0,3 pjn. 

Nell'ipotesi ehe valgano le [X.26], tenuto conto che ne! mezzo,! è nresente 
sja l'onda incidente (É,,B t ) che l'orda riflessa {E,\ B/), e dunque E t — £,+ £J e 
B\™ B f + B{; le |X.26] stesse si esplicitano nella forma; 



- E',, + o/e 



[X.zó.a] 



Con ragionamenti del tutto analoghi a quelli da ani svolti nel par* X.2 nel caso 
dcll1n.ler&ecia fra due dielettrici» le caratteristiche cinematiche dell'onda riflessa 
seguono dalle (X.26.aJ imponendo la condizione che tutti: le grandette che in esse 
compaiono stano hinziuni delio stesso argomento (abbiano la stessa dipendenza 
spazio temporale sulla superficie metallica): segue che l'onda riflessa ha la messa 
frequenza e la stessa lunghezza d'imda dell'onda incidente; e che l'angolo di rifles- 
sone è pari all'annoto di incidenza. Quanto alle caratteristiche dinamiche, vediamo 
che nell'approssimazione in cui valgono le [X.26.a] la componente del campo etet- 
trlat tangenziale, alta superficie metallica cambia semplicemente septo passando dal- 
l'onda incidente all'onda riflessa, mantenendo invariato* il suo modulo; e lo ytesso 
accade alla componente normale di 8, 

Tenuto eonto che per l'onda riflessa (così come accade per qualunque onda 
elettromagnetica) sussiste una relazione univoca che in ogni mezzo lega il modulo 
di £ al modula^ di 3, segue ehe il modulo di Ej e B\ è pari rispettivamente al 
modulo di Ei e A; la componente tangenziale di E cambia segno mentre la compo- 
nente tangenziale di B sì conserva; mentre l'opposto accade alle componenti nor- 
mali (quella di E si conserva e quella di B cambia segno). Tutto ciò è coerente con 
quanto richiesto dalla [IX.32J (validi per ogni onda elettromagnetica), considerato 
che la velocità v dell'onda si riflette specularmente sulla superficie metallica. 
Tenuto conto che £-, - £,„ e B'„ = fl„, dalla prima e dalla quarta delle [X^ltì^] 
segue 



[JL27J 



Canufcrislkhe cinematiche 
dell'onda riileswi 



Caratteri stiche dinamiche 
dell'onda riflessa 



Nella pratica, come abbiamo gii accennalo, questa trattazione per la riflessione su J 
superficie metallica lucidata vale in ragionevole approssimazione soltanto per lun- 
ghézze d'onda superiori a (0,5 -t- l) pm. 



Esempi» 



EX*. Consideriamo II casa In ali t'onda incide normalmente alla superfìcie metal- 
■ .lieo- - ■ ; . 

Se fi, e Bj (entrambi tangenti alla superfìcie de! metallo) hanno le direzioni 
indicate in figura (ricordiamo che la velocità ? è parallela al vettore di Poyming 

i * B \ i campi riflessi hanno le direzioni mostrate anch'esse in figura. Notiamo 

che il fatto che il verso di È, si inverta, equivale a dire che il campo elettrico [com- 
ponente tangenziale) subisce nella riflessione urto sfasamento di re (mentre B non 
subisce alcuno sfasamento): Lo stesso può accadere, per inciso, anche per rifles- 
sione normale su una interfaccia fra due dielettrici (rati esefcizhi X.5). 
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Per lunghezze d'onda più brevi di circa 1 \im > l'approssimazione che abbiamo 
più sopra latra (assenza di onda rifralta) non e più valida; e la trattazione teorica 
cella riflessione su superfìcie metallica diviene assai complessa. 

Senza entrare qui min imamente negli aspetti teorici del caso generale di rifles- 
sione su superficie metallica, ci limitiamo a riportare e commentare alcuni dati spe- 
rimentali relativi alla riflettanta normale (cioè per incidenza ortogonale alta superfi- 
cie) di alcuni metalli di uso comune, in (unzione della lunghezza d'onda della 
radiazione fra k ™ 0,2 uni e A — 0,8 um (ultr&viol ette-visibile). 

Come si vede, la rìflettanza varia al variare della lunghezza d'onda: come si usa 
dire, J metili presentano una riflettane selettiva. Più precisamente, la Dilettanza va 
aumentando con K. Coerentemente con guantu dti noi dedotto a partire dalle 
[X.2tì,a], nell'infrarosso tutti i metalli lucidati presentano una dilettanza superiore 
al SH1% (ed anzi, per metalli puri, spesso superiore a 95 + Wft). Nei visibile 
(0,4 £ A £ 0,7 um), la rifcltanza più clevatn è quella dell'argento; ma di poco 
inferiore b anche la riflettanza dell'alluminio, ebe si .mantiene notetolmenle elevata 
anebe nell'infrarosso. Considerato che l'alluminio lucidalu esposto all'aria si man- 
tiene inalterato per molti anni (contrariamente all'argento che si ossida e *i dete- 
riora in pochi giorni) le superfici speculari nono di solilo realizzate in allumìnio, 
almeno quando non si Imiti di Icistrc di vetro metallizzate posteriormente (ma 
spesso anche In questo caso). L'oro, e ancor piti il rame, hanno una riflettanza rela- 
tivamente bassa per lunghezze d'onda verso l'estremo inferiore dello spettro visi- 
bile: se La radiazione visibile incidente è bianca, nello spettiti riflesso predominano 
le Lunghezze d'onda più lunghe, prossime all'estremo rosso dell'Intervallo visibile. 
La luce riflessa appare allora all'occhio dì colore giallo-aratìcìo. Cosi come nel caso 
di riflessione sull'interfaccia fra dielettrici, anche nel caso di riflessione su superfì- 
cie metallica, la luce visibile riflessa risalta almeno parzialmente polarizzata con 
vettore elettrico parallelo al piano riflettente {ortogonale al piano di incidenza). 



X.5. Luce naturale e radiazione polarizzata 

Molti degli sviluppi presentati nei precedenti paragrafi furono ricavati 
nel secolo scorso da Fresnel e da altri, prima della definitiva formalizza- 
zione delle equazioni di Maxwell, ipotizzando che il comportamento ondu- 
latorio della luce (evidenziato Li molti esperimenti, relativi princip limante 
a .fenomeni di interferenza e diffrazione di cui ci occuperemo nel prosieguo 
del capitolo) fòsse riconducibile alla teorìa delle onde in me77Ì elastici; teo- 
ria che è stata sviluppata nel corso di meccanica. Questa ipotesi, mentre 
appare a prima vista assai naturalo noi caso della propagazione di radiazione 
in mew.i dielettrici solidi, pone evidenti difficoltà ad individuare quale sia il 
supporto meccanico delle onde elastiche nel caso della propagazione di 
radiazione nel vuoto. L'introduzione dell'etere, come supporto materiale 
delle onde, ingenera una serie di difficoltà. L'etere dovrebbe essere un 
mezzo impalpabile, entro cui cioè il moto defili oggetti materiali (e in parti- 
colare dei corpi celesti) dovrebbe poter procedere senza subire alcun 
disturbo. Nello stesso tempo, però, dovrebbe trattarsi di un mezzo estrema- 
mente rigido. Ricordiamo infatti che la velocità delle ónde elastiche in un 
mezzo tridimensionale è data da (vedi ad es. Fisica I di C. Mencuccini e V. 
Silvestrini eq. [X.25]): 




dove p è la densità e A: il modulo di elasticità. Anche ipotizzando una den- 
sità dell'ordine di quella dell'aria (p = J Itg/m 1 ; ma non si può capire come 
un mezzo possa essere estremamente rigido avendo bassa densità, c intatti 



Kifleltanza selettiva 



n Ilei tarila 
tiontialt 




1.2 0.1 . 0.(j 0.8 .«ni 
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all'epoca si arrivò a valutare per l'etere un valore di p dell'ordine di milioni 
di kg per cm J !) affinché sia v = 3 ■ IO* m/s dovrebbe essere per l'etere 
Jfc = lO^N/m 1 (mentre ricordiamo che, ad esempio, per l'acciaio è 

Va inoltre osservato che in un mezzo tridimensionale non solido pos- 
sono propagarsi solo onde elastiche longitudinali; mentre come abbiamo 
visto nel precedente capitolo e come abbiamo in seguito più volte ricor- 
dato, le equazioni di Maxwell prevedono che le onde elettromagnetiche 
siano trasversali. Come sappiamo, l'ipotesi dell'etere fu definitivamente 
abbandonata in seguito ai risultati dell'esperimento di Michel son e ai suc- 
cessi della teoria di Einstein; il campo elettromagnetico è presente anche 
nello spazio vuoto, e le sue oscillazioni sì propagano nella forma di onde. 

Itittavia la teoria che interpretava le onde elettromagnetiche in termini 
di onde elastiche era già stata messa in definitiva crisi anche da misure che 
mettevano in evidenza l'esistenza di radiazione polarizzata. Nei fatti, l'esi- 
stenza di luce polarizzata dimostra la trasversalità delle ondo, considerato 
che le onde longitudinali sono necessariamente caratterizzate da simmetria 
cilìndrica intorno alla direzione di propagazione e dunque non possono 
essere .soggette al fenomeno della polarizzazione. 

Per effettuare esperimenti e misure relativi alla polarizzazione delle 
onde elettromagnetiche e in particolare della luce si può procedere facendo 
riflettere la radiazione stessa, ad un angolo prossimo all'angolo di Brewster, 
sull'interfaccia fifa due mezzi trasparenti; ma è più conveniente ricorrere 
all'uso di materiali anìsotropi, doe di materiali caratterizzati da proprietà 
ottiche diverse a seconda della direzione in cui la luce si propaga in essi. 
Sono anìsotropi la maggior parte dei cristalli (con l'esclusione di quelli del 
sistema cubico) per conseguenza della anisotropia nella organizzazione spa- 
ziale degli atomi nel retìcolo cristallino; e molti materiali organici, quando 
le relative molecole non hanno simmetrìa sferica e sono dotate di un orien- 
tamento preferenziale nello spazio conseguente alla loro organizzazione 
strutturale (polimeri). 

Gli analizzatori di polarizzazione «classici» sono realizzati con cristalli 
anìsotropi costruiti in torma opportuna; ma oggi c più comodo ricorrere a 
dispoglivi realizzati con materiali organici (materie plastiche) e comune- 
mente in commercio nella forma di sottili dischetti (diametro alcuni centi- 
metri; spessore dell'ordine del millimetro) dotti polaroitii, 

Se un fascio di luce «naturale» (ad esempio di luce solare; o di luce 
prodotta da una lampada a incandescenza) viene tatto incidere ortogonal- 
mente n un polaroide, si riscontra che nell'attraversamento l'intensità [ a 
delia luce incidente subisce una attenuazione; dal dischetto emerge un 
fascio di intensità !\ <C 1 ti /„. Se si fa ruotare il polaroide intorno al proprio 
asse, l'intensità /, non cambia; essa è cioè indipendente dall'angolo a di cui 
si è ruotato il polaroide. 

Facciamo ora incidere il fascio /, su un secondo polaroide. Si trova che 
l'intensità l 2 emergente da questo non è indipendente dall'angolo («j — di) 
di cui il secondo polaroide viene ruotato rispetto al primo, ma varia se- 
condo la legge 




Po la/nidi 




/; — ì, COS 2 {di— «J 



[X.28] Legge di Malus 



detta legge di Malus. 

Questo esperimento, dimostrando che il fascio I, ha caratteristiche che 
non hanno simmetria cilindrica rispetto alla direzione di propagazione, 
dimostra intanto che le onde elettromagnetiche non sono longitudinali, 
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coerentemente con la previsione discendente dalle equazioni di Maxwell 
che esse siano onde trasversali. Nel suo insieme, l'esperimento testé 
descritto ha la seguente interpretazione: 

a) La luce naturale non è polarizzata, ed è perciò che essa viene tra- 
,„ _| smessa dal primo polaroide in misura indipendente dall'angolo a di rota- 
Ai a A A ! zione di quest'ultimo. In effetti, la luce naturale è prodotta da un insieme 

1/ ' J \ \ f — ^ processi elementari fra di loro indipendenti e sconciati. Ognuno di tali 
J \_- J \J processi produce un treno d'onda elettromagnetico, con campo elettrico 
£(/) dato da: 

£(f) = £„ cos (kz-t w( + <p) 

(stiamo ipotizzando, per [issare le idee, di avere a che fare con un'onda 
piana che ni propaga lungo l'asse delle z). La durata Ai dì ogni treno 
d'onda è molto maggiore del periodo T= 2n/ti. La direzione dì (ortogo- 
nale all'asse z) è peraltro del Lutto casuale. £„ fórma pertanto con il piano 
xy un angolo et il cui valor medio (cioè mediato su molti treni d'onda) è 
nullo. In ogni misura di intensità luminosa, si somma il contributo di un 
numero assai grande di processi elementari; ed avendo questi il campo E 
distribuito con direzione a casuale, il raggio di luce naturale ha nel suo 
complesso simmetria cilindrica intorno alla direzione di propagazione. La 
luce naturale è dunque perfettamente non polarizzata. Analogamente, 
anche la fase tp ài ogni treno d'onda è completamente scorrelata fra un pro- 
cesso elementare e l'altro. Per il fascio di luce naturale nel suo complesso 
non si può dunque parlare di fase tf> definita. Ciò si esprime dicendo che la 
luce naturale non è coeretite. 

b) D polaroide è aniso tropo, e la sua t raspare nza_è funzione dell'angolo 
a che la direzione di vibrazione del campo elettrico £„ (piano di vibrazione) 
forma con un asse caratteristico del polaroide, giacente nel piano del pola- 
roide stesso; asse che per fissare le idee supponiamo che sìa orientato 
secondo l'asse x. Più precisamente, pei un polaroide ideale la trasparenza t 
è perfetta (t = 1) per luce con piano di vibrazione pai alle le all'asse x (asse 
de) polaroide) ad è nulla (r - 0) quando i! piano di vibrazione è ortogonale 
a x. Quando il piano contenente il veliere elettrico e la direzione di propa- 
gazione forma un angolo a con l'asse x (asse del polaroide), il polaroide 
lascia passare la componente x (pari a £„cosoO dell'ampiezza del campo 
pleurico, L'intensità /, è pertanto pari a: 

(fitfl cos a) 1 Eh, , , , 
/, = ™ — — = cos 1 * = /„ cos 1 a [X.29] 

Ma poiché i vari treni d'onda che compongono la luce naturale hanno 
angolo del tutto casuale (ogni valore di a è equiprobabile), la [X,29] va 
mediata uniformemente su <t; ed essendo il valor medio di cos J a= 1/2, 
dalla [XJ91 segue (per un polaroide perfetto): 




0 x 



La luce naturale è non polariz- 
zata e non coerente. 



c) Lo luce che emerge dal primo polaroide ha ora, per quanto visto, 
vettore elettrico parallelo all'asse x (di ogni treno, solo la componente E x 
secondo x è stata trasmessa); essa e dunque polarizzala linearmente 
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secondo tale asse. Di essa attraversa il secondo polaroide solo la compo- 
nente secondo l'asse di quest'ultimo; e ciò spiega la legge di Malus, 

In generale, un'onda piana procedente lungo l'asse z, E~ E a cas(kz — 
-ùit+if) polarizzata linearmente in una direzione qualunque a, può 
essere considerata come somma di due onde caratterizzate dalla stessa rase, 
una polarizzata secondo l'asse x e una secondo Tasse _y: 



E = E* + È, 
■Ei = f£„i cos (kz — u r+ <p) 
È ì - jE,, cos (kz- <or+ ip) 



[X30] 



dove ! e / sono i versori dell'asse x e >,_ed F.^ ^,cosu e E K — /^sina. 

Può capitare che le due componenti E l ed E, non abbiano In stessa rase 
iniziale <p, ma siano Tra di loro stasate. Foniamo in particolare che E\ abbia 
Case <pi = 0, ed % fase <fc — -rc/2. Le (JC.30) divengono allora: 

Éi — ÌEqi cos (kz— ut) 

Èi = /fin cos (fci - di/ + nfl) = -jE&SM (kz-(ùt) 

Poniamoci, a titolo di esempio, sul piano z= 0 (malo stesso ragionamento 
può essete fatto per ogni fissato valore di z); si ba allora: 



E — £, + Ei= IEm costai + siati) t 



[X.311 



Vediamo che il campo elettrico È ruota con velocità angolare <ji intorno alla 
direzione di propagazione, e il suo estremo libero percorre una ellisse. 

Se x e y sono le coordinate dell'estremo libero di E, dalla [X31] si ha 
infatti x= £„[ costit e y — £„jSÙHi>(; da cui: 



— cos 5 ur+ si^t** = 1 



Poiché E al ed sono costanti, , questa rappresenta l'equazione di una 
ellisse: si dice allora che l'onda è polarizzata ellìtticamente. In particolare, se 
E*] = Eci (cioè se le due onde componenti, fra di loro sfasate di */2, hanno 
la stessa ampiezza) l'onda risultante è rmtarizzata circolarmente. 

In pratica, per ottenere un'onda polarizzala circolarmente a partire da 
un'onda non polarizzata, si può fare incidete l'onda su una cosiddetta 
lamina a quarto d'onda. Si tratta di una lamina trasparente costruita con un 
opportuno cristallo anisotropo, entro cui la velocità di un'onda elettroma- 
gnetica è diversa a seconda che il piano di vibrazione del vettore elettrico 
sta parallelo o ortogonale ad un asse caratteristico del cristallo contenuto 
nella giacitura della iantina. Lo spessore della lamina di cristallo è tale che 
il ritardo accumulato nell'attraversamento dalla più lenta fra le due compo- 
nenti di polarizzazione del raggio incidente corrisponde a un quarto di 
periodo (ovvero un quarto di lunghezza d'onda). Pertanto, all'uscita le due 

componenti di polarizzazione sono sfasate di un angolo ipj — ip, = ~~^~ = ~J"' 
c ciò genera, come abbiamo appena visto, un raggio polarizzato circofar- 
mente- (Pni^Vsi-Jj 'J-t<U. *~ i° , «io JL , ,., lfct „. ( «.« 



Onda polarizzata linearmente 
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Onda con polarizzazione éiYW- 
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Lamina a quarto d'onda 



X.ó, Veladfè & grappa 



Fino qui, Abbiamo dedicato la nostra attenzione soprattutto a onde elettroma- 
gnetiche monocromatiche, cioè a. onde sinusoidali (armoniche) di frequenza perfet- 
tamente definita e costante nel tempo, e dì durata molto lunga rispetto al periodo 
(teoricamente infinita). Abbiamo più volte accennato al fatto die un*onda periodica 
dì forma qualunque può essere sviluppata in serie di armoniche utilizzando il teo- 
rema di Fourier Se una tale onda si propaga nel vuoto, la sua composizione armo- 
nica non cambia nel tempo* Se invece si propaga in un mezzo materiale, in gene- 
rale le diverse armoniche hanno un diverso comportamento. L'indice di rifrazione 
(sia la sua parte reale che quella immaginaria) dipende dalla frequenza; le diverse 
armoniche si propagano allora a velocità diverse, e con diverso cammino di attenua- 
zione. Dopo che Tonda periodica ha compiuto un certo cammino twl mezzo mate- 
riale, le vaile armoniche hanno dunque diversa fase relativa (dìspewìone) e diversa 
ampiezza relativa {dissipazione)" e ciò comporta che Tonda assuma caratteristiche 
fisiche diverse rispètto a quelle che aveva inizialmente. È esperien^ comune, ad 
esempio, che un raggio luminoso cambi colore att ravvisando im mezzo materiale. 
Se in piyliuiljirc il mezzo materiale è apprezzabilmente trasparente solo in una 
certa banda dì frequen?^ il raggio emergente pud contenere solo (ali frequenze, 
tutte le altre essendo state assorbite. Si dice allora che il materiale rappresenta un 
filtro ad assorbimento (o filti'O dissijialivo), Questo ed altri fenomeni cosiddetti 
selettivi, di cui noi ci siamo sostanzialmente disinte lessati (salvo quando, noi par. 
X.3, abbiamo introdotto YatiaUsi spettrale per rifrazione) possono essere trattati con 
relativa semplicità quando TeffetLo selettivo sia causato solo da fenomeni dissipa- 
tivi; la trattazione consiste allora semplicemente neirìntrodurre - nella serie n 
nell'integrale di Fourier che rappresenta l'onda incidente - L'andamento dell'am- 
piezza delle varie armoniche in funzione del percorso compiuto nel materiale. Il 
fenomeno diviene più complesso quando il comportamento selettivo del materiale 
sia anche dispersivo, cioè produca anche uno sfasamento relativo delle varie com- 
ponenti armoniche; soprattutto quando Tonda incidente non sia un'onda periodica. 

Al riguardo, va notato che la schematizzazione di onda periodica corrisponde 
assai raramente ai casi di effettivo interesse. A rigore, per essere periodica un'onda 
deve avere lunghezza spazio-temporale infinita, e ampiezza delle varie armoniche 
costante nello spazio e nel tempo. Osserviamo fra parentesi che un'onda rigorosa- 
mente periodica trasporta energia ma non può trtoporLurc alcun segnale; i segnali 
possono infarti essere comunicali solo attraverso modulazioni (in ampiezza o in fre- 
quenza) dell'onda pOTLanLe, e dunque attraverso caratterizzazioni non periodiche di 
quell'ultima. 

Qui ci limitiamo a t mi t tire ìì. utsu semplice di un treno d'onda sinusoidale pro- 
cedente lungo Tasse z, di durata Àf e corrispondente lunghezza A* 

Sìa E%i) una grandezza scalare caratteristica dell'onda (ad esempio uita com- 
ponente cartesiana, del campo elettrico). Vogliamo vedere come evolve Ir configura- 
zione spaziale del treno d'onda, al passare dej tempo, via via che esso procede 
Lungo Tasse s entro un me^vo materiale non dissipativi (cioè con indice di rifra- 
zione ti ideale) ma dispersivo: dofc con tt funzione di « o, equivalentemente, deL v 
numero d*onda k: n - tt(_k). Per conseguenza, dalla relazione generale kt - v -= dn 
(ovvero v-c/(W) segue 

ti - znv - c J^-= u(fc) [XJ21 

avendo ricordato la definizione |*| = 2k/\> Poiché le proprietà dispersive del ma- 
teriale non possono dipendere dal verso di propagazione, deve essere t*(- Jc) = w(A) 
(u>(k) b una funzione pari); supponiamo inoltre che *>(fr) sia una Funzione lenta- 
mente variabile di £, ipotesi verificata quando ci si trova lontani da regioni di 
dispersione anomala. 

Ad ogni istante t eseguiamo lo sviluppo di Fourier ddTonda E{z, 0 nella varia- 
bile z. Poiché u* treno d'onda rappresenta (per lamscgucoza della sua lunghezza 
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limitata Ù£) urna, grandezza non periodica, la matematica ci dice che tu serie di Fou- B 
iter [VII 1.37] deve essere sostituita da un 'integrale: 



f (Jt) e^-^dk 



La (unzione &i,k) e la cosiddetta trasformala di Fourier (secondo la variabile z) del- 
l'onda- Osserviamo che per l'ipotesi che il mezzo sia non dissipatilo g(k) è indipen- 
dente dal tempo: infatti L'ampiezza di ogni armonica non varia via via che, al pas- 
sare del tempo, Tonda procede; ma varia solo la relativa fase per il fatto che 
- essendo m/k = \ — v funzione di k - ogni armonica procede a velocità diversa. 

Poiché gik) è indipendente dal tempo, il suo calcolo p-ufr essere effettuato, per 
semplicità, all'istante t — Q. Ponendo nella 1X33] i = moltiplicando per e~ J ** : dz 
e integrando rispetto a i da - m u +nj T si ha: 

| £(z,U) e* 1 * 1 dz - j «(*}(tìrj ^^'dz 1XJ4] 

L'integrale \ e*^*^* dt putì essere scrittù come: 



jJC m 

2* ]-« 



'<fr = «fi- f) 



dove il sjmhnlo è detto Funzione rfeutt J>/rar. 

La delta ili Dirac gode della proprietà elle, data una qualunque funzione gifc), 
il prodotto g(k) h{k- k") ha per integrale: 



i(J)ì(t-t1*= yOT 



JX.36] 



In realtà la rappresenta la proprietà dcfinitoHa della funzione 6: dicesi ò di 

.Dirac qualunque funzione soddisfi la [X.36], ed e facile* verificare che tale relazione 
è soddisfatta in particolare dalla ["X.35J. 

Tenuto conto della [XJ6], la [X.34] diviene 



2ng{k r ) 



■r « 



Trasformata di Fourier 



Deità di Dirac 



Proprietà fondamentale Nella 
delta di Dirac 



Ovvero, cambiando nomo aIIh v rinati ile k'\k' k); 



ÌX.371 



Nota Ea forma £(z,0) dell'onda all'istante t -- D, la [X.37] permette dunque il calcolo 
esplicito della sua trasformala di Fourierg(J:). Se la Efati) ò T come abbiamo ipotiz- 
zato, un treno dirada sinusoidale con numero d'onda «proprio» k a -= 2tcJX» e- lun- 
ghezza Az> la sua trasformata di Fornici ha l'andaménto qualitativo mostrato in 
figura, e si può dimostrare che la sua larghezza M è legata alla lunghezza A? del 
treno d'onda dalla relazione 



AA Az £ ira 



b particolare, se il treno d'ondo è infinitamente lungo (cioè se per t — 0 5 cosi come 
in qualunque altro istante, esso è esprimibile come E^e^^^ per ogni valore di 
z) sostituendo nella [X.37] E 0 e J *** al posto di EfcO) si ha: 



■■A-r: 



i-„e*-*«!.j i! = £ 11 6(Jt-JU 




430 Capitola .decimo 



Velocità di Érujjjjtj 



La trasformata % (le) è in questo caso piccala, con larghezza nulla, intorno a k a : essa 
i In etfttti proporzionale a una 6 (ti Dime. 

Torniamo ora al caso di un treno d'onda di lunghezza Ai finita. Nell'ipotesi di 
trovarci lontano dalle regioni dì dispersione anomala (cosicché vari lenta- 
mente con k), se la lunghezza Az è abbastanza grande {e dunque se conseguente- 
mente g(k) è sufficientemente localizzata intorno n k„) ia funzione o» = può 
essere sviluppata in serie al primo ordine intorno a k^ 



da 
dk 



IX.3<>] 



dove ooo —7-" si intende — r— calcolato per * - Sosti turarmi Is 1X.39] nella 

dk lo da * 

[X33|; sì ottiene: 



_ XvsfL-«.i 



con x„ = /r„ 



dh> 



dk 



Ad 



fX.401 



Dal confronto fra la [X.40] e la IX.33] calcolata per (= 0, vediamo che, nelì'appros- 
simazione in cui vale la [X.3>], a parte il fattore di fase e J *°' variabile nel tempo, il 
pacchetto d'onda ha in funzione della variabile £ lo stesso andamento che all'istante 

t — G esso aveva in funzione di 2, Considerato che la quantità ^ essondo cal- 

dk le 

colata per k = k„, rappresenta un parametro costante, la variabile | ha l'espressione 

5=i-v f / [X.4IJ 

c dunque la [X,40| rappresenti un pacchetto che ha la stessa TtuTOa del pacchetto 
iniziale, e che si propaga covt velocità 



dui 
dk 



PC42I 



detta ve/ocitó di gruppo. La [XJ32] consente di calcolare, e di confrontare fra di loro, 
sia la velocita dì fase *r che la velocità di gruppo v s ; sé ha infatti: 

V/i =3- . 

l/ v _ J * _ d | ufl\ it t a da 

' da dm \ e / e c da 



■ c/fl 



[X.43) 



Fenomeni classici di interazione fra radiazione e materia 



Vediamo che in generale la velocità di gruppo v, differisce dalla velociti di fase v /( 
coincidendo eoa essa solo se -r— = 0; cioè solo se fi (e dunque anche la velocità di 

db) 

fase eirt) è indipendente dalia frequenza. Salvo che nelle zone di dispersione ano- 
mala, è —r~ > 0 e dunque La velocita di gruppo v. è minore della velocità di fase 

v/, quest'ultima a sua volta è di norma minore della velocità c della luce nel vuoto, 
salvo che in particolari zone dello spettro in cui, per il materiale in esame, l'indice 
di rifrazione n sia minore di 1. Va osservalo che il segnale e l'energia trasportati dal 
treno d'onda viaggiano a velocità pari alla velocità di gruppo, e non alla velocità dì 
fase; ciò risulta evidente osservando la figura a fato, che illustra ii significato della 
velocità di fase v/e della velocità di gruppo v,. Nelle zone di dispersione anomala, 

in cui -jjj- e negativo, la [X.43] può fornire per v s valori maggiori di c, e ciò appare 

in contraddizione col principio della velocità limite secondo cui nessun segnale può 
propagarsi a velocità maggiore di c. In effetti, nelle regioni di dispersione anomala 
Je approssimazioni adottate per il calcolo della [X.43] non sono applicabili: nei falli, 
la velocità di gruppo risulta essere sempre minore di e, coerentemente coi principi 
su cui si baso, la teoria della rei oli viti. 




ni) 



Esento 



Misure detta velocità di gruppo detta tace. 




" La velocità della luce è Etiti" misurata per la prima volta, con tecniche non Metodo di Fizeau 
astronomiche, nel L£49 da Fizeau. L'apparato, sperimentale è schematicamente illu- 
strato inel disegno. In cui peraltro si tralascia di indicare ì dispositivi (lenti, dia- 
frammi, ecc.) necessari per realizzare: il ^sottile fascio di luce collimato L. Tale 
fàscio, prodotto dalla sorgente S, per riflessione sullo specchio sem [riflettente SR 
viene inviato verso lo specchio R. Qui il fascio viene riflesso a 180° e inviato nuova- 
mente^ verso lo specchio semirinetlente S/t, pa&sanifu attraverso il quale può. essere 
Osseivàto dall'osservatore O.. Sul. suo camminò, il raggio ihconlra la. mota dentata D 1 
the; titolando con, yejòcifà angolare, » Speìzà ii lascio in tan;i piccoli raccheiti U 
velocità angolare w può essere variata con eonllcuitè. Aumentando via via w, si rag- 
giunse un valore u, dì essa per cui l'osservatore non rivela alcun raggio di ritorno, 
Ciò accade quando 11 tempo impiegato da ; ógni pacchetto a compiere il percorso di 
andati e ritorno DRD h pari al tetnpò chè .là ruoti :impiogii iper sostituire Zurigo il 
pt cor» dei raggio a un vuoto fra dente c dente il dente successivo: cosicché 
quesfùltium intercetta il. raggio, di. ritornò. . Conoscendo.' ,li^ geometria, ibi sistema, 
misurando la velocità Uj, risulta, im ni ed iato il calcolo della , velocità della luce, 
Tentiti cucio che la grandezza ir.isuisUli è »«Uui/i<dti:ed;e il tempo che un pac- 
eììeilo iropiep per compiere un determinato percorso, c chiaro clic là grandezza 
misurata ; è. la velocitò di gruppo;. ...".;" '•'." 

Qualora sul percorso DRD venisse interposti) un mezzo trasparente, si potrebbe 
misurare la Velocità v della luce in quei mezzo. TuUaviàper raggiungere una preci- 
sione sufficiente nella misura (dell'ordine di qualche per cento nel primo esperi- 
mento di Fizeau) il percorso deve essere di molli chilometri (quasi 9 km nell'espe- 
rimento di Fizeau); l'ipotesi di riempire tale spazio con un mezzo trasparente non * 
dunque praticabile, per motivi di complicazione meccanica e di trasparenza del 
mezzo. 

È ben noto che usando una tecnica basala su uno specchio ruotante, Foucault Metodo di Foucault 
riuscVa misurare la velocita della luce: su percorsi dell'ordine di pochi metri, ren- 
dendo fallibile anche la misura in mozzi trasparenti diversi dall'aria. Tralasciamo di 
descrivere questa ed altre tecniche di misura della, velocità della luce, descritte 
nella hutgglor parte dei testi di ottica fe di fisici . generale. 



X.7. Principio rJi Huygens-Fresnel e teorema di KìrchhoSr 



Nel corso di meccanica, trattando le onde elastiche È slato introdotto il 
cosiddetto principio di Huygens-Fresne! come strumento per risolvere in 
termini approssimati in un mezzo omogeneo ed isotropo l'equazione delle 
onde in presenza dì ostacoli che vincolino e perturbino il movimento delle 
onde stesse. In effetti, a. meno che la geometrìa delie condizioni al contorno 
(sorgenti delle onde e ostacoli interposti sul loro cammino) non sia partico- 
larmente semplice, la soluzione esatta della equazione tridimensionale delle 
onde comporta difficoltà proibitive. Introduciamo qui, senza dimostrarlo, 
un fondamentale teorema di Kìrchhoff che costituisce la base formale del 
principio che Huygens e Hésmjravcvario introdotto in tèrmini semìempU 
rici approssimati. Daremo di tale teorema l'enunciato più adatto 9 trarne te 
conclusioni che più ci interessano; per poi vedere in che modo, e con quali 
limitazioni, di esse si possano trarre le regole di calcolo che sono alla base 
degli sviluppi prt&cMM! nei prossimi paragrafi a propinilo dei fenomeni di 
interferenza e diffrazione. 

Consideriamo dunque una superficie geometrica chiusa S' a contenente 
al suo interno la sorgente delle onde elettromagnetiche. Supponiamo ìn 
particolare - per semplicità - che la sorgente, situata in O, sia puntiforme, 
anche se non necessariamente dotata di simmetria sierica (potrebbe essere, 
ad esempio, un dipolo oscillante). Senza perdere in generalità, possiamo 
immaginare che l'onda «messa dalla sorgente sia sinusoidale, cosicché nel 
punto P„ generico appartenente a S„ una qualunque grandezza scalare E 
caratteristica dell'onda (ad esempio una componente cartesiana del campo 
elettrico) ha l'espressione: 

"a 

dove r„ è la distanza OP„ ed E, è il valore assunto dall'ampiezza a distanza R 
dal centro 0. Nel punto generico P, la grandezza E al tempo ( puù essere 
espressa in termini dei valori che essa aveva su S„ all'istante (i — ^v), dove 
r è la distanza P^P e v la velScità dell'onda. Più p recisamente vale la 
relazione 

JLl _^( cus e„ + cose)cos[t( ru +0-^'-n/2]^ [X.44] 

dove 0,, e 9 sono gli angoli che ?„ ed r formano con la normale A a dS„; <IS„ è 
l'elemento di superficie di S t . 

Questa relazione deriva da elaborazioni di carattere puramente mate- 
matico, basate su proprietà generali della equazione delle onde e sulla con- 
siderazione che, fissate le condizioni al contorno, la soluzione deve essere 
unica. 

L'interpretazione e l'uso della [X.++J divengono notevolmente semplici 
specie quando la superficie S a coincida con un fronte d'onda; in questo 
caso, il modulo r„ di f„ è costante su tutta S 0 , e in ogni punto r„ è diretto 
normalmente all'elemento di superficie dS t , e dunque è costì„= 1, L'onda 
che arriva in P può allora essere costruita immaginando che ogni elemento 
del fronte d'onda divenga sorgente di onde «secondarie». Queste onde 
secondarie sono emesse fra di loro in fase, e anticipate di un quarto di 
periodo rispetto all'onda «primaria» incidente su S É . 
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L'ampiezza dell'onda secondaria (più precisamente, di ogni sua com- 
ponente) è proporzionale, tramite il fattore ^* , all'ampiezza REJr a 

della corrispondente componente dell'onda primaria. In virtù de! fattore 
cosf^ + cosB = 1 + cose (detto «fattore di obliquità») le onde secondarie 
sono emesse sostanzialmente in avanti. Infatti in virtù di tale fattore l'am- 
piezza dell'onda secondaria emessa in P t è proporzionale a nella 

direzione di propagazione dell'onda primaria (cos6 = 1); ed è nulla nella 
direzione opposta (rjftn _v'è onda secondaria regressiva). 

Queste regole, che come abbiamo visto derivano dal teorema di Kirch- 
hoff, costituiscono in sostanza quello che usualmente va sotto il nome di 
«Principio di Huygens-Fresnel», benché la sua formulazione empirica ori- 
ginriria fosse meno puntuale. 

L'uso del princìpio dì Huygcns-Fresnel risulta particolarmente utile ed 
efficace quando sul percorso dell'onda emessa dalla sorgente, a intercettare 
un minte d'onda sia .disposto un diaframma dotato di caratteristiche geome- 
triche e fisìetie definite e semplici: ad esempio un diaframma che assorbe 
lulto il fronte d'onda, esclusa la pane che incide su pochi fori o fenditure, 
In questo caso si può di solito pensare cht; le uar.il leris lidie dell'onda prima- 
ria incidente sul diaframma siano note con buona approssimazione: infatti se 
il diaframma è assorbente la forma dell'onda «a monte» del diaframma stesso 
è determinata sostanzialmente solo dalle caratteristiche della sorgente, e 
non da quelle del diaframma. A valle del diaframma, la soluzione pud 
essere allora costruita immaginando che ogni elemento di superficie dS, dei 
fori (o fenditure) nel diaframma diYenga~~sorgerit~e~ar _pnde |fefiche di 



ampiezza e fase note. L'ampiezza deTFooSa secondària lèmessa ìn'uriacerta 
direzione è infetti pari a * * (1 + cos8), dove 6 è l'angolo Tra la dire- 
zione di emissione e la direzione di provenienza su dS t , dell'onda primaria; 
mentre la fa se dell'onda secondaria si ottiene som mando n /ì alla fase del- 
l'onda, prima ria (o equivalentemente sommando "lin quarto di lunghezza 
d'onda UÀ al suo percorso r, ovvero sol traendo un quarto di periodo 374 al 
tempo /). 

Questo ligule ver rari no da noi sistematicamente adottate nei prossimi 
paragrafi per trattare i fenomeni di interferenza c diffrazione. 



Fattore di obliquità 



Principio di Huygens-Fresnel 




X.M. Isterie rema 

Consideriamo due onde piane monocromatiche che si propagano nel 
verso positivo dell'asse z, entrambe polarizzate linearmente nella stessa 
direzione (ad esempio col campo elettrico diretto secondo l'asse >>): 

£i = £ 0 i cos (fcz — (pi) 

E; — E„, COS(t]S— <J 3 t+ <r«) 

Per l'ipotesi fatta a proposito della polarizzazione delle due onde, È, ed £. 
sono fra di loro paralleli. Sommando le due onde, considerata la linearità 
della equazione delle onde si ottiene una nuova soluzione (onda risultante): 

E = E\ + Eì 



